Optymalizacja nieliniowa - rozwiazane przyklady

Literatura: Karol Kukuta (red.), Badania operacyjne w przyktadach i zadaniach, rozdziat 6, str. 213-230,
Materiaty ,,PDF” z wyktadow.

Przyklad 1.

Okresli¢ optymalne wspotrzedne (X,Y) dla lokalizacji centralnego magazynu zaopatrujacego w towar trzy
hurtownie na podstawie danych podanych w tabeli.

Lokalizacje hurtowni (x;,y;);i = 1,2,3:

Numer Lokalizacja | Lokalizacja | Wielko$¢ zapotrzebowania
hurtowni | Xj [km] yi [km] zj [w jednostkach towaru]
1 10 5 10
2 3 4 20
3 4 1 10

Zaktadamy, ze koszty dostaw z magazynu do kazdej hurtowni sg proporcjonalne do wielkosci zapotrzebowania
oraz do kwadratu ich odlegtosci: K;(X,Y) =z *d? = z; * [(X —x)* + (Y —y;,)?] = 0. Jako kryterium
decyzyjne przyja¢ taczne koszty dostaw z magazynu do wszystkich hurtowni. Ile wynoszg te koszty ?
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llustracja graficzna zadania:

Model matematyczny:

Zmienne decyzyjne:
X = 0 — wspotrzedna lokalizacji na osi poziomej [km] magazynu
Y > 0 — wspohrzedna lokalizacji na osi pionowej [km] magazynu
Funkcja celu:
KX,Y)=Y3, K (X,Y) =10+ [(X —10)2 + (Y = 5)2] + 20 * [(X —3)% + (Y — 4)?] +
10 [(X —4)2 4+ (Y — 1)?] - min

Brak jest w zadaniu warunkéw ograniczajacych — zadanie optymalizacji nieliniowej bezwarunkowej (bez

dodatkowych warunkoéw nalozonych na zmienne decyzyjne)



Rozwiazanie:

Warunki konieczne istnienia ekstremum funkcji kosztow — zerowanie si¢ pochodnych czastkowych pierwszego

rzedu:
0K ,
ﬁsz=10*2*(X—10)+20*2*(X—3)+10*2*(X—4)=0
0K
W=K3’,=10*2*(Y—5)+20*2*(Y—4)+10*2*(Y—1)=0

Przeksztalcajac te warunki:
{20*(X—10)+40*(X—3)+20*(X—4)=O [: 20
205 (Y =5)+40x(Y —-4)+20x(Y—-1)=0 |[:20
{(X—10)+2*(X—3)+(X—4)=0
Y-=-5+2x-4)+¥-1)=0

{4*X=20
4xY =14
X*=5

Zatem punkt w ktorym moze istnie¢ minimum funkcji celu ma wspoétrzedne: {Y* —3c

Warunki dostateczne istnienia minimum w punkcie zerowania si¢ pochodnych czastkowych:
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celu jest aby warto§¢ wyznacznika dla Hesjanu byta dodatnia (det(H)>0 oraz element h;; = 80 > 0) —

gdyby byto zadanie na maksimum, wyznacznik ma by¢ ujemny (det(H)<O0 oraz h,; = 80 > 0).

Zatem Hesjan przyjmie posta¢: H = [ 8OO]' Warunkiem wystarczajacym istnienia minimum funkcji

Poniewaz det(H) =80%80— 00 = 6400 > 0, zatem w punkcie (5;3,5) mamy rzeczywiscie
minimum funkcji kosztow.

Nalezy zatem zlokalizowaé wspolrzgdne magazynu w uktadzie wspotrzednych na osi poziome;j
w odlegtosci: X* = 5 [km], za$ na osi pionowej w odlegtosci Y* = 3,5 [km]. Wtedy minimalne
koszty dostaw do wszystkich trzech hurtowni wyniosa:

K*=10+[(5-10)*+(35—-5)?] +20 «[(5—-3)>+ (3,5 —4)*] + 10+ [(5 — 4)®> + (3,5 — 1)?] = 430.



Przyklad 2.

Przedsigbiorstwo przemystowe korzysta z dwoch bocznic do wytadunku towaréw. Koszty postojowego
(w ty$§ zl) zwigzane z postojem wagonoéw na bocznicach podczas roztadunku wyraza nastepujaca
funkcja:

K(ty,t;) =05xt? +t;+0,25%t3 +t,
gdzie:
t; > 0 - czas trwania wytadunku na bocznicy 1 (w dniach)
t, > 0 - czas trwania wytadunku na bocznicy 2 (w dniach)
Pociagi towarowe wozace surowce do przedsigbiorstwa maja w swym skladzie 24 wagonow.
Dzienne zdolnosci przetadunkowe obu bocznic wynosza: 4 i 3 wagony.

Jak nalezy rozdzieli¢ wagony miedzy obie bocznice, aby koszt zwigzany z postojem byt mozliwie
najnizszy ?

Ile dni wobec tego bedzie trwal wytadunek na obu bocznicach ?

Podac¢ koszt postojowego przy optymalnym roztozeniu wagonéw miedzy obie bocznice

Rozwiazanie:

Model matematyczny problemu decyzyjnego:

K(t;,t)) =05t? +t; + 0,25t + t, > min

Przy warunkach:
4ty +3*t, =24
t120,t, 20

Zastosujemy metode podstawiania i eliminacji zmiennych.
Pozbywamy si¢ warunku ograniczajacego. Z warunku ograniczajacego wyznaczymy jedna ze zmiennych np.

t,=6— z * t, (*) i wstawimy do funkcji celu.
Dzigki temu funkcja celu bedzie tylko zaleze¢ od jednej zmienne;j:
1 3V 3 1,
1 9 3 1,
=E*(36—9*t2+1—6*t2>+(6—z*t2)+z*t2+t2
18 i t+9 t2+6 3 t+1 tZ+¢ 17 t2 L t, + 24
= — — % — % — — % — % = — % — — %
2 2732 * 4 74 TRz g 2

17 17 _
K(t,) =3—2*t2 —T*tz + 24 - min
Jest to funkcja kwadratowa postaci: a = t2 + b * t + ¢, dla ktorej wspotczynnik (a=g > 0) zatem minimum
posiada dla wspoétrzednych wierzcholtka.
527

2
Wspétczynnik delta A= b2—4*a*c=14—7 _4*5*24=_E<0'



Wspotrzedne wierzchotka wynosza:
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Wykres funkcji K(t,)
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Rys. Wykres funkcji K(t2)

Z warunku (*) wyznaczamy warto$¢ pierwszej zmiennej decyzyjnej: t; = 6 — % *t, =6— z x4 =3,

Inny sposdb - wykorzystanie rachunku pochodnych:

Funkcja: K (t;) = 12 t§ — -2 t, + 24 - min

osigga minimum, gdy zachodzi warunek konieczny zerowania si¢ pierwszej pochodne;j:

K'() dKk 17 2wt 17 0
=—= 1% * —_——=
dt, 32 24

Zatem
17

17 . . _

1—6*t2 = wige t; =4

Warunek dostateczny: druga pochodna w punkcie t; = 4 powinna by¢ dla zadania na minimum (dodatnia)
17

Sprawdzmy, ze K" (t) = (g *t, — T) = g > 0 dla dowolnego t,, tym samym dla t; = 4.

Odpowiedz:

Czas roztadowania na bocznicy 1 bedzie wynosit t{ = 3 [dni] za$ na bocznicy 2 bedzie wynosit t; = 4 [dni].
Koszt taczny postojowego wynosi: K*(t1,t,) = K*(3,4) = 15,5 [tys. ]

Na bocznicy 1 zostanie roztadowanych 3 * 4 = 12 [wagonow], za§ na bocznicy 2 takze 3 * 4 = 12 [wagonow].



Przyklad 3.

Firma UPS zamierza rozszerzy¢ swoja dziatalnos¢ w 3 nowych krajach. Firma zamierza zatrudni¢ w nowych
tworzonych oddziatach tacznie 11 [tys.] pracownikow. Oszacowano funkcje kosztow zatrudnienia nowych
pracownikow postaci: K(xq, x5, x3) = x2 + x% + 3x% — x; + 12 [tys. z1], gdzie: x; (i = 1,2,3) — planowane
zatrudnienie w oddziatach i-tego kraju.

Okresli¢ optymalne dla firmy wielkosci zatrudnienia w poszczeg6lnych oddziatach. Rozwiaza¢ zadanie metoda
Lagrange’a. Poda¢ optymalne koszty zatrudnienia.

Model matematyczny:

Zmienne decyzyjne:

x; = 0 — liczba nowych pracownikow zatrudnionych w oddziatach (i=1) pierwszego kraju
X, = 0 — liczba nowych pracownikow zatrudnionych w oddziatach (i=2) drugiego kraju
x3 = 0 — liczba nowych pracownikéw zatrudnionych w oddziatach (i=3) trzeciego kraju
Funkcja celu: K (xq, x2,x3) = x# + x2 + 3x% — x; + 12 —» min

Warunki ograniczajace:

{gl(xl,xz,x3) =x; +x, +x3 =11 [tys.] 0os6b (1)
X1,%2,%3 =0 2)

Rozwigzanie:

Zamieniamy zadanie ekstremum warunkowego (z warunkami w postaci kanonicznej - réwnania) na zadanie
optymalizacji bezwarunkowej.

Tworzymy tzw. funkcje Lagrange’a postaci (zob. materialy wyklad ,,PDF”):
L(x1,%2,%3,0) = x5 + x5+ 3x5 —x1 + 124+ 2% (11 — (x; + x2 + x3)) > min

Warunki konieczne istnienia ekstremum funkcji Lagrange’a — zerowanie sie¢ jej pochodnych czgstkowych

pierwszego rzedu.

()

(O g x —1-2=0()
dx,q 1

oL
E=2*x2—1=0(2)

oL
a—xS=6*X3—)L=0(3)

oL
\0A

=11—x1—x2—x3=0(4)

Rozwiazujac ten uktad 4-rownan z 4-niewiadomymi otrzymujemy:

Z rownania (1) otrzymujemy zalezno$¢ dla czynnika nieoznaczonego: A = 2 * x; — 1. Wstawiajac t¢
zalezno$¢ do rownania (2) i (3) otrzymujemy:

{2*x2—2*x1+1=0
6xx3—2*x,+1=0



ZatemZ*xl=2*x2+1=>x1=x2+%.

Oraz6*3c3—2*;cz—1+1=0:>x3:%x2

. s . , . . 1 1 7 21
Wstawiajac te zaleznosci do (4) réwnania otrzymujemy: 11 —x, — ST X2 T X = 0= 2=
9 9 1 1.9 3
= X, =§=4,5.Tymsamym:x1 =-t5= 5oraz x; = *o =5 = 1,5.

Zatem wartosci zmiennych decyzyjnych, w ktorych moze istnie¢ ekstremum funkcji Lagrange’a sg
rowne: (x; = 5;x; = 4,5;x3 = 1,5)

Warunki dostateczne istnienia ekstremum funkcji Lagrange’a (a tym samym wyj$ciowe]j funkcji
kosztow K.

Analiza wyznacznika tzw. Hesjanu brzegowego (zob. materialy wyklady ,,PDF”) postaci:

0 o 2w
0xq 0x, 0x3
dg; 0L 9%L L0 1 1 1
H dx;  0x}  Oxix; Oxx3| |1 2 0 O
M3l =log, 22 o 2w [|1 0 2 0
dx; Oxx;  0x3 x| |1 0 O 6
dg,  0%L 0°L d%L
0x3 0x3x; Oxgx,  OxZ
. . . , 9%L 9°L oL
Poniewaz pochodne 2-rzedu mieszane sa zawsze rowne zero: =0, np. =—2*x;—1-
0xixj 0x1%, 0x,
A)=0.

Natomiast pochodne wzgledem tej samej zmiennej wynosza:

9%L _ L 9%L
—_— * — 1 — = —_— =
ax?  9x, @xx=1-2)=2, dx2

oL

_ 5 9%L _ oL =
axz(Z*xz—/l)—Z,a—x%—a%@*xg A) =6.

Zauwazmy, ze warto$¢ Hesjanu brzegowego |Hs| nie zalezy od warto$ci zmiennych decyzyjnych.

Z warunkow dostatecznych dla zadania na minimum wynika, ze nalezy jeszcze zbadaé, czy wartos¢
wyznacznika dla catego Hesjanu jest ujemna (|H;| < 0) oraz czy znak jego minora |H,| =
0 1 1

1 2 0]<0 (jego wyznacznik tez jest ujemny).
1 0 2
0 1 1
Ze wzorOw na rozwiniecie wyznacznika 3x3 tzw. wzory metody Sarrusa: dla |H,| = |1 2 0[= 0%
1 0 2

224+ 1+*1+*0+1%x1*x0—-(1*2*1+0x0x0+1%1%2)=-2-2=—-4<0.

Oraz ze wzorow na rozwiniecie Laplace’a dla wyznacznika 4x4 (|H;|) wzgledem pierwszego wiersza:

2 00 1 00 1 20
Hyl =0+ (=D x]0 2 0o|+1+x(—D2x|1 2 0o[+1x(-1)¥3%[1 0 0|+1x
1 0 6 1 0 6 1 0 6
12 0
(D «[1 0 2/=0-12-12—-4=-28<0.
1 0 0




Zatem rozwigzaniem optymalnym jest nasze rozwigzanie: (x; = 5;x; = 4,5; x3 = 1,5).

Nalezy zatem zatrudni¢ 5 tys. nowych pracownikow w oddziatach i=1 (pierwszego kraju), 4,5 tys.
Pracownikow w oddziatach i=2 (drugiego kraju) oraz 1,5 tys. pracownikéw w oddziatach i=3 (trzeciego)
kraju.

Wtedy taczne minimalne koszty zatrudnienia wyniosa:

K*(5;4,5;15) =52+ 4,52 + 3% 1,52 =5+ 12 = 59 tys. zi.



