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O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW

MASOWEJ OBStUGI

System tvpu M |M |n|oo - jest to system obslugi skladajacy sie z ..n”
kanalow obslugi z oczekiwaniem (niecograniczona liczbg miejsc w kolejce).
Kanaly obslugi posiadaja wykladniczy rozklad czasu trwania obslugi dla
kazdego zgloszenia o intensywnosci 0 <v <eo0, zas strumien Wejsciowy jest
pojedynczym niezaleznym strumieniem rekurencyjnym Poissona (ze stalg
mtensywnoscig 0< 1 <oo). Zgloszenia czekaja w kolejce tylko wtedy. gdy
wszystkie kanaly obslugi sa zajete. Kolejka jest jedna 1 wspdlna dla
wszystkich kanalow obslugi. Zaklada si¢ ponadto. ze w systemie wystgpuje
obstuga (w chwili welnienia jakiegokolwiek kanalu) zgodnie z kolejnoscia
przyby¢ zgloszen do systemu (porzqdek natfuralny). Dla takiego systemu
wariant regularny istnieje (system jest stabilny). gdy A<mnv (srednio w
jednostce czasu mniej przybywa zgloszen niz jest obslugiwanych przez
wszystkie kanaly). Wyznaczymy zatem charakterystyki tego systemu w
warlancie stacjonarnym (ustabilizowanym). Oznaczmy przez pzi

v

to prawdopodobienstwo: F, = ’?—PE}. dla k=0.1.2....n. oraz P, :%Pw
C. .1
[ n-1 ,Gk . B
dla k=n+1.n+2..... gdzie: F, :' £
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Prawdopodobieristwo, ze zZgloszenie bedzie obslufone bez crekania
(w systemie znajduje sie co najwyze] n-1 zgloszen) wynosi:

Sp=R>| £
E—0 ol K J

Prawdopeodobieristwo. ze zgloszenie bedzie oczekiwalo w kolejce wynosi:
= L] ﬂ
[I=S"F = L P = P
,}Z:,; ¥ (n—1!n—p) 0 n—p "

Prawdopodobienistwo, 7ze 1=s,=n-—1 kanalow obslugi jest zajetyvch

e
wynosi: P(S=s5,)=F = £ : B,

Sl:' 3
Prawdoepodoebiernsitwo. ze dlugosc kolejki wynesi 1, = 0 obliczamy ze wzoru:
-+
Ny _ P
P(R=F{|)—E1+m _H!ﬂr:, 0

Prawdopodobieristwo, ze w keolejce oczekuje wiecej niz i, =0 zgloszen
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n+l 1

! & & " - . p
Srednia liczba zeloszen w keolejce wynosi: P = - P

Srednia liczba zajetych kanaléw (istotna informacja dla zarzadzajacego

: A
systemen) wWynosi: Eﬁ*ﬁ + E}?ﬂ = p=— . Zatem srednia liczba wolnych

k=l E=n=l 1

, : A A
kanalow wynosi: n—p=n——=n [] — — ]
v nv

Srednia liczba zgloszern w systemie Wynosi:

E[V]= TkP—,.:—P P !
(n—D!(n— p)°

Prawdopodobieristwo, Ze zgloszenie Dedzie czekaé w kolejce dluiej niz
= 0 jednostek czasu wyznacza si¢ nastepujaco:

,—Iin—,o}v-rg

P(T=>t,)=

Sredni czas oczekiwania na obsluge (w kolejce) oraz jego wariancja
wynosza: E[T]= 1 = 11 : J.DI[J_""]:1_”:2_1_1):1_1(2_1_1j
nw—A (n—p)v nv — A (n—p)v
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e Svstem typu M | M |n|N - jest to system obshigi skladajacy sie z .n”
kanalow obslugi z odmowa (ograniczona liczba .,V < oo™ miejsc w kolejce).
Kanaly obshigi posiadaja wykladniczy rozklad czasu trwania obslugi dla
kazdego zgloszenia o intensywnosci 0 < v <e0, zas strumien wejsclowy jest
pojedynczym niezaleznyvm strumieniem rekurencyjnym Poissona (ze stala
immtensywnoscia 0< A <eo). W omawianym systenue moze znajdowac sie
jednoczesnie najwyze] .n+N7  zgloszen., z ktoryveh .n” - bedzie
obshugiwanych. zas ,N” — bedzie czeka¢ w kolejce. Naplywajace w tym
czasie zgloszenia otrzymuja edmowe 1 odchodza nie obsluzone. Przyjete
zgloszenia albo od razu sa obshigiwane (jeshi jest wolny kanal) lub czekaja w
kolejce (jeshh wszystkie kanaly obshigi sa zajete). Kolejka jest jedna 1
wspolna dla wszystkich kanalow obslugi. Zaklada sie ponadto, ze w systemie
wystepuje obsluga (w ehwili zwolnienia jakiegokolwiek kanalu) zgodnie z
kolejnoscia przyby¢ zgloszen do svstemu (porzqdek naturainy). Dla takiego
systemu  wariant regularny (sysfem jest stabilny) i1stnieje zawsze.
Wryznaczymy zatem charakterystyki tego systemu w wariancie stacjonarnym

(ustabilizowanym). Oznaczmy przez ,.::::i, to prawdopodobienstwo:
v
p* p"'
P, =?PD, dla k=0.1.2....n, oraz P, = . dla k=n+1.0+2.... .n+N,

F.H

!

- p" 2
wise: 7, 32 2.5 2] |
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Prawdopodobienstwo, ze zgloszenie nie zostanie priyjete (dostanie
odmowe), czyli prawdopodobieristwo straty zgloszenia wynost:
i N
p, = (ﬁ) P
H

ntN H! 0

Prawdopodobienstwo. ze zgloszenie iostanie priyjefe do obshigi
(procentowa przepustowosc systemu — g) wynost: g=1-P

Prawdc::pﬂdobieflsmn ze zgloszenie Dbedzie obsluZone be; czekania

pk
WYNOSI: ZP PZ( k']
PIHWdOdeGblEIISWJD ze zgloszenie bedzie musialo czekac¢ w kolejce
L 1 k
WYNOSL: ZP:] =P P Z(EJ
k=0

n i\ m
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S"rwfum liczba 'ﬂfﬂszwi najdujqceych  sie  w  kolejce  wWynosi:

SR =2 B 3H(2]

Srednia liczba zajetych kanaléw wynosi: > kR, + Zn v =pP(1=P_).

k=1
Srednia liczba wolnych kanaldw (z powodu blaku zgloszenl) wynosi:
n—p(1-P_,. ).

Srednia liczba zgloszen w systemie (rowna sredniej liczbie zajefych kanalow
obslugi plus sredniej liczbie zgloszen r'eknqu'rh w kolejce) wWynosi:

E[V)= p(-By)+ 2 zk("’\”

n)

Srednia liczba zgloszen. ktore otfrzymaly odmowe wynosi: AP P .
(w jednostce czasu). Sredni odstep czasu miedzy dwoma kolejnymi

zeloszeniami, ktore otrzymaly odmowe wynosi:
e N
Srednia liczba welnych miejsc w kolejce jest rowna: N - E[V].
Sredni czas oczekiwania na rozpoczecie obslugi (oczekiwania w kolejce)
nvP

wynosi: E[T] =—”ﬂ{1 — (N + 1)[%]}?' + N[EJMI].

(mv—A) 1
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e System tvpu M|M|n|0 - jest to szczegolny przypadek systemu
poprzedniego. w ktorym wystepuje strara zgloszen (kazde zgloszenie, ktore
przychodzi 1 zastaje wszystkie kanaly obshugi zajete odchodzi nie obsluzone).
Dla tego systemu prawdopodobienstwo:

. -1
E

k "
P, :‘O—Pa._ dlak=0.1.2....n. gdzie: P, =| > P ]}
k! o\ k! J)

Prawdopodobienstwo. ze zgloszenie nie zostanie priyjefe (stracone) wyraza

M

sig wzorem: P = P P . zas prawdopodobienstwo. ze zgloszenie zostanie

priyjefe (a tym samym obsluone bez czekania) wynosi:

H

1-P=1-“p
1!

Srednia liczba zajetych kanalow obslugi (tym samym Srednia liczba zgloszen
w systemie) Wynosi:

] :rr—.l p
ElV]=>nP.=p>
k=10 k=10 kl .'
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Przvklad praktvczny:

Do stacji technicznej obstlugi samochodéw majace; n=4 1identycznie
wyposazone kanaly zglaszaja sie klienci. Strumien zgloszen jest typu
Poissona z intensywnoscia A =3 zgloszenia na godzing. Intensywnosc
obstugi przez kazdy kanal obslugi (z wykladniczym czasem trwania obslugi)
wynost v =2 klientow na godzinge. Zakladamy, ze jest to system bez
odmowy (nicograniczona ilosc miejsc w kolejce).

o SprawdziC czy system jest stabilny ? (stacjonarny):

Warunkiem koniecznym aby system byl stabilny jest by: A<nv.
W naszym przykladzie 41 =3<4-2=8. Zatem system jest stabilny.

e Obliczy¢: sredni (w procentach) czas przestoju wszystkich kanalow obshugi
systemu - F, . srednig liczbe zajetych kanalow obslugi, prawdopodobienstwo.
ze klient bedzie czekal w kolejce, srednia liczbe klientow w kolejce oraz
sredni czas oczekiwania kilienta na rozpoczecie obshugi.
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Procentowy (sredni) c¢zas przestoju wszystkich kanalow obshug
n—1 ir " -1y71 3 i 4 1yl
5 5 )
B=|>LE £ [l—ﬁ] = Zl 41 (1_£) —0.22
im0 k! nl " — A1 4

1
Srednia liczba zajetych kanalow obshigi wynosi: p=1.5

Prawdopodobienstwo. ze klient bedzie czekal w kolejce wynosi:
4] -54
_ P P, = 1
(n—D!Yn—p) 31(4—1.5)
Srednia liczba klientow w kolejce wynosi:
m+1 -55
F, £ ! R 0'221 : 2
(n—1)!(n— p) 3! (4-1.5)
- kolejka praktyvcznie nie istnieje

b | W

0.22=0.074.

=0.045

Sredni czas oczekiwania klienta na rozpoczecie obslugi wynosi:

Er1=— = 997 _ 5 015[4] (0.9 minuty).
m — A 4.2-3

-

L 3
_8)_

nyv

System jest wyraznie niedocigzony (obcigzenie systemu:
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Przvklad praktvcznv 2:

Hipermarket posiada 6 stanowisk kasowych. W ciagu godziny srednio zglaszato

sie do kas 60 klientow (intensywnosc¢ zgloszen do systemu ,?1.=60[ oz }
godz.

Sredni czas ich obshugi na stanowisku kasowym wynosi 2 minuty, tym samym

jedna kasa moze obshugiwa¢ w ciggu 1 godziny v=60-l=30{ 95 }

2 godz.
(intensywnos¢ obslugi dla jednego kanalu obslugi). Strate jaka ponosi
hipermarket z tytulu przebywania klienta w systemie przez kazdg godzing
oszacowano na poziomie 12 zl. Koszt uruchomienia 1 kasy wynosi 10 zl na
godzine (wynagrodzenie godzinowe kasjerki).

Powyzszy system masowe] obshugi interpretujemy jako system wielokanatowy
(n=6 stanowisk obslugi), z wykladniczym rozkladem czasu pojawiania sie
zgloszen (o intensywnosci A > 0) oraz wykladniczym rozkladem czasu trwania
obstugi (o intensywnosci v > 0). Porzadek obstugi zgloszen oraz tworzenia sie
kolejki jest porzadkiem naturalnym (zgodnie z kolejnoscig przybyc).

Jest to system bez odmowy (nieograniczona liczba miejsc w kolejce) — czyli
kazdy klient, ktory zastanie wszystkie kasy zajete moze ustawic sie¢ w kolejce 1
czeka¢ na obshige. Tworzy sie jednak tyle kolejek ile jest czynnych kanalow
obstugi (n=6).

Kazdy kanal mozemy interpretowac jako pojedynczy system obslugi
elementarny (jednokanatowy) obshigujacy zgloszenia kierowane do niego
zgodnie z zasada minimalizacji kazdej kolejki.

11
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= Jle kas uruchomic, aby system obstugi generowal jak najmniejsze koszty ?

Aby kolejki stale nie rosty (czyli aby system byl systemem funkcjonujacym w
ustabilizowanych warunkach — system stacjonarny) musi by¢ spelniony warunek

i<13

v 30

<1=mn=>2 (n=3 kasy sg minimalna liczba kanatow obslugi).

Srednia liczba zgloszen (klientéw) w systemie z jednym kanatem obshigi dana

) 1 A . N ,
jest wzorem: L __~ —, bo p=—, dlatego Srednia liczba os6b w kazdym
l-p v—-A 14
elementarnym systemie obshlugi (pojedyncze stanowisko kasowe) dana jest
. D Aln
wzorem: L =———
v—A/n

Srednia liczba 0s6b w calym systemie obshigi wynosi:

L=nIY=n. Aln = A .
¥ : v—A/n v—A/n

Laczny koszt obslugi calego systemu skladajacego si¢ z n — kanalow obstugi

(n kas) wynosi: K(n)=b-L, +p-n:b-é+p-n,
v—Aln

gdzie:

b - strata jaka ponosi system, gdy pojedynczy klient przebywa przez jednostke
czasu w systemie (b=12 zl — strata na godzine)

p — koszt utrzymania kanalu obshigi w jednostce czasu (p=10 zt — koszt
godzinowy)

12
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Zadanie decyzyjne sprowadza si¢ do znalezienia takiej liczby kanalow obstugi
n , aby:

K(ﬂ*) :mill{K(n) 7 ED},

gdzie D — zbior dopuszczalnych wariantow liczby kanatow obstugi

n - mozna wyznaczy¢ stosujac przeglad zupelny zbioru D, albo stosujac
rachunek roézniczkowy do wyznaczenia minimum funkcji K(n).

Przeglad zupelny rozwigzan dopuszczalnych wyglada nastepujaco:

K(3)=12-L+10-3=102
30-60/3
K& =12 99 10-4=88 - optymalne #' =4
—_ . . p— - =
30-60/4 Pty
K(S):IZ-LHO-S:QO
30-60/5
60
K(6)=12-—— +10-6=96

30—-60/6

13
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» Wyznaczyc charakterystyki osobowo-czasowe dla optymalnego systemu
(n=4) kasami obshugi.

Srednia liczba 0s6b w calym systemie obstugi wynosi:
L = & = 60 =4 [osoby]
v—A/ln 30-60/4

Srednia liczba zgloszen oczekujacych w kolejce w elementarnym systemie z
pojedynczym stanowiskiem kasowym dana jest wzorem:

B 1/ 1/ Al
gy _ P _AIn Aln adyz p= n
Vv

o

l-p v v—-A4/n

Zatem dla calego systemu obstugi skladajacego sie z n=4 — elementarnych
systemoOw jednokanalowych otrzymujemy:

LR:H-LE.{”:”:'UH- Aln -Hzﬂfﬂ-Ls,gdystz A
v v—-A/n v v—Aln
60/ 4
L =——4=2 [osob
*= 30 [0soby]

Srednia liczba 0s6b w obstudze wynosi: L, =L —1I,_ = A =2 [osoby]
1

14
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sredni czas przebywania w systemie,
sredni czas oczekiwania na obstuge w kolejce,
Sredni czas obsiugi klienta,

sq rowne odpowiednim charakterystykom dla elementarnego systemu masowe;
obstugi (z jednym stanowiskiem kasowym)

1 1 1
T =T"" = — — — [god=.] (4 minu
=L = T T30 6073 15 & )
;Lf'fﬂ
T.=T""=—Y - L A 1 -LszL-il:i[gﬂdZ.]
v—-Aln v-nmv—-Aln v-n 30-4 30

T =T""=T —-T,=4-2=2[min.]

15
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= Ze wzgledu na niskie place personelu (p=10 zl) udalo sie zatrudnic¢ tylko 3
kasjerki. Wyznaczy¢ charakterystyki osobowo-czasowe dla systemu z (n=3)
kasami obshugi.

Srednia liczba 0s6b w systemie obshugi wynosi:
A 60
L = = =6 [0s0b]
v—Aln 30—-60/3

Srednia liczba klientéw czekajacych w kolejce dla systemu z n=3 Kkasami

obshigi wynosi:
L, :':U " L :@ 6 =4 [osoby]
v 30

Srednia liczba 0s6b obstugiwanych wynosi: I, = L. — L, =6 —4 =2 [osoby]

Sredni czas przebywania w systemie, $redni czas oczekiwania na obshige w
kolejce oraz sredni czas obshlgi klienta wynosi w tym przypadku:
1 1
T = = = —[godz.] (6 minut
“Tv_A/n 30_60/3 1o[g I }
1 1 :
I,=— L =——+6= —[gadz.] (4 minuty)
V- H 30-3
T.=T7T -T,=6—-4=2 [mm ]

o & o

= Jle warto zaplaci¢ czwartej kasjerce aby zachecic ja do pracy

Poniewaz K(3)=102 zl, zas K(4)=88 zl, to oplaca si¢ dodatkowo zaplaci¢ co
najwyzej 14 zl (bedzie zarabiac 24 zl na godzing)
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