PROGRAMOWANIE
LINIOWE

— (Istota algorytmu Simpleks)



d Programowanie liniowe - metoda Simpleks
wprowadzenie

Metoda Simpleks - jest podstawowg i uniwersalng metoda
rozwigzywania zadan programowania liniowego, ktérg szczegdlnie tatwo
daje sie opracowaé¢ algorytmicznie, a tym samym wykorzystac w
procesie efektywnego poszukiwania rozwigzan ZPL nowoczesnych
komputerowych narzedzi obliczeniowych.

Tworcg metody Simpleks jest B. Dantzing (1947 r.), a je] wprowadzenie
zainicjowato burzliwe wykorzystanie metod matematycznych w praktyce
rozwigzywania wielu sformulowanych, a dotad nierozwigzanych
probleméw decyzyjnych.

Polega ona na sekwencyjnym (krokowym) i scisle ukierunkowanym
(efektywnym) przegladzie tzw. rozwigzan bazowych.

Rozwigzania bazowe zwigzane sg z postacig kanoniczng ZPL (warunki
ograniczajgce w postaci rownosci).

Dlatego punktem wyjscia w algorytmie Simpleks jest postaé kanoniczna
rozwigzywanego zadania programowania liniowego.



O Programowanie liniowe — metoda Simpleks - postaé
kanonicznai je] Baza
» Posta¢ kanoniczna ZPL.:
f(x,...,x)=(c,x)=cx +..+cx — max(min)
(a x +..+a x =b gdzie:
’ ’ A - macierz o wymiarach (m,n)
Jrrrreee e <:>{/1)C :b wspélczynnikéw w warunkach
a x+..ta x =b x>0 ograniczajacych;
| ’ b — (m — wymiarowy) wektor
(X0, 20 wyrazéw wolnych;
» Baza postaci kanonicznej ZPL.: c — (n —wymiarowy) wektor wag
Macierz B — kwadratowa m - tego funkcji celu;
stopnia nazywamy baza, jezeli sktada x - (n - wymiarowy) wektor
si¢ z m = liniowo niezaleznych kolumn  zmiennych decyzyjnych -
macierzy A. Jej kolumny nazywamy rozszerzony 0 ewentualne
kolumnami bazowymi, zas pozostale zmienne swobodne oraz
kolumny macierzy A kolumnami sztuczne;
niebazowymi. Zmienne  zwigzane A=[a ] b=(b b)
z kolumnami bazowymi nazywamy S e 1252 m

zmiennymi bazowymi, za$ pozostate
niebazowymi rz(B)=m; det(B)=0

c=(c,.,c) x=(x,.,x)



4 Programowanie liniowe - metoda Simpleks -
rozwigzania bazowe

» Przyktad. Znalez¢ rozwigzania bazowe nastepujgcego zadania ZPL

Posta¢ standardowa ZPL.: Postaé kanoniczna ZPL:
f(x,x)=2x +3x, >max f(x,x,x,x,)=2x +3x, +0x, +0x, - max
(2x +2x,<14 (2x +2x,+x, =14
<X1+2X2S8 J x1+2x2 +X4:8 X3, X4 =
wprowadzone
(x,%,20 X, X,,x,x, 20 zmienne swobodne

Przyktadowa Baza dla powyzszej postaci kanonicznej:

Kolumny niebazowe

4

X, X, -zmienne bazowe

2210 21
A= 1201/ Macierz wspoétczynnikow B = L O} - Baza

X,,X, - zmienne niebazowe

X=(x,x
Kolumny bazowe B2 N)

T LT T T __ T : . 4
A-x'=b"<B-x,+ N-x,=b" N-kolumny niebazowe bazowe niebazowe



d Programowanie liniowe - metoda Simpleks
rozwigzania bazowe

Z kazda baza B uktadu rownan w postaci kanonicznej (Ax™=bT) zwigzane jest
jego rozwigzanie bazowe. Jezeli uklad ten jest niesprzeczny (posiada
rozwigzania) oraz (n>m), to posiada skonczong liczbe rozwiagzan bazowych.

A mianowicie co najwyzej:

n,) n!
[mj B m!(n—m)!

Rozwigzania bazowe tego uktadu mozna uzyskaé¢ nastepujgco:

» Wyznaczy¢ kolejne bazy B tego uktadu;

= Zmiennym niebazowym - x,, przypisa¢ wartos¢ zero: x=0;

» Wartosci zmiennych bazowych xz; —wyznaczamy rozwigzujac uktad
m — réwnan z m — niewiadomymi: Bxg'=b" —wynika to z zaleznosci:

Ax'=b <B-x,+N-x, =b

Jezeli wartosci kazdej zmiennej bazowe] w rozwigzaniu ukifadu réwnan
Bxg'™=bT jest rézne od zera, to takie rozwigzanie bazowe nazywamy
niezdegenerowanym. Jezeli wartos¢ cho¢ jednej zmiennej bazowe] jest

rowna zero, to takie rozwigzanie nazywamy zdegenerowanym.
5
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U Programowanie liniowe — metoda Simpleks - przeglad
zupetny rozwigzan bazowych

Twierdzenie. Jezeli zadanie ZPL ma rozwigzanie optymalne, to ma takze
rozwigzanie optymalne bazowe.

Stad wniosek, ze rozwigzania optymalnego wystarczy szuka¢ wsroéd rozwigzan

bazowych. Mozna je znalezé dokonujac zupetnego przegladu wszystkich
rozwigzan bazowych. Dla naszego przyktadu mamy:

f(x1>x29x3,x4) = 2x1 -I-?’)C2 -I-O)C3 +O)C4 —>MaxX \Wszystkich rozwigzan bazowych
. : . . (4 !
2x +2x, +x, =14 4 {2 2 1 O} moze byé co najwyzej:[ j ¥ _3.9-6

:ﬁ:

= 2
| X +2x, +x, =38 12 01 {XuXoh{Xq Xahi{X1,Xa X2, X} {X2, X4 15 {X3, X 4}
X,X,,Xx,x, 20 T I I X Kazda z kombinacji moze by¢ baza,

bo kazda z kolumn A jest liniowo
niezalezna od pozostatych

Bedziemy mie¢ zatem 6 rozwigzan bazowych. Niektére z nich moga by¢ jednak

niedopuszczalne (a takie nas nie interesujg). Rozwigzanie bazowe nazywamy
dopuszczalnym, gdy dla danej bazy B, zachodzi: x, =20



U Programowanie liniowe — metoda Simpleks - przeglad
zupetny rozwigzan bazowych

» Rozwigzania bazowe dla naszego przykiadu:

Zmienne Baza (B1l) | Baza(B2) | Baza (B3) | Baza (B4) | Baza (B5) | Baza (B6)
decyzyjne {x1.%2} {x1,x3} {x1,%4} {x2.x3} {x2.%4} {X3.%4}
X1 6 8 7 0 0 0
X5 1 o) 0 4 7 0
X3 0 -2 0 6 0 14
X4 0 0 1 0 -6 8
Funkcja celu 15 Niedop. 14 12 Niedop. 0
F(X1,X2,X3,X4) (Max)

Uktad réwnan
w postaci kanoniczneyj: Funkcja celu:

(2x +2x,+x, =14 f(x,x,x,x,)=2x +3x,+0x +0x,
x+2x, +x,=8

J\

X,X,,x,,x, 20



U Programowanie liniowe — metoda Simpleks -

zupetny rozwigzan bazowych

przeglad
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U Programowanie liniowe — metoda Simpleks — ujecie
algorytmiczne

W ogdélnym przypadku metoda przegladu zupetnego rozwigzan bazowych
jest nieefektywna (duza ztozonos¢ obliczeniowa). Dla n=10 i m=5 musimy
dokona¢ przegladu juz 252 ewentualnych rozwigzan bazowych oraz
rozwigzywaé ukltady 5 rownan z 5 niewiadomymi. Dlatego w praktyce
stosuje sie przeglad ukierunkowany (tak jak w metodzie - Simpleks)

W metodzie Simpleks wykorzystuje sie metode ukierunkowanego przegladu
rozwigzan bazowych, od pierwszego znanego rozwigzania bazowego
dopuszczalnego, do nastepnego, o ktérym wiadomo, ze nie jest gorsze od

poprzedniego. Pomijamy rozwigzania niedopuszczalne oraz te, ktére sa gorsze
od aktualnie rozwazanego.



U Programowanie liniowe — metoda Simpleks — ujecie
algorytmiczne

. ALGORYTM SINMPLEX
tart
Erols 1:

l Przedstawienie zadatia - ZPL w postaci
kanonicznej - bazrowej. Zapisanie zadariia
J w  tabhlicy simpleksowej. Znalezienie

Pierwszego romwigTatia hazowezo
dopuszczalnego.

.[1 EKrolk 2:

J W ooparcia o simpleksowe  Jayvierium

[ Krolz 1

Erok 2 optyvmalnosci badamy, czy  aktualne

ro@mrigzatie bazowe dopuszczalne jest

optirmaliie.

Decyzja 1:

_ Jezeli — Talk, to kondec algotytina,
Decyzia > Jezeli Mie, to nastepior kaok 3;

EKxrol 3:

Znalezé mmer wektora wprowadzatiego do
bary - =zastosowanie kKryyterium wejscia
oraz faner wekiora wyprowadzanego
= altualne] bazmy - zastosowatie Javierium
Frak 3 wyjscia, Okreslic tza. element centralny
tablicy simpleksowe].

Exrolk 4:
. Wymienic welkliorny w bazmie 1 utworzye

nowg postad kanwoniczming - bazows (T oag
—— Krok 4 bazg). Wymnaczwd mowsa postac tablicwy

\ J simpleksowe]. Powrdt do krolku 2.

ie

Talk
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 Zagadnienia | Problemy Transportowe — Algorytm
Transportowy

ZAGADNIENIA TRANSPORTOWE

Zagadnienie transporfowe (ZT) - jest szczegolnym przypadkiem
liniowego problemu decyzyjnego. Zadanie transportowe posiada bardzo wiele
praktycznych zastosowarl, cechuje sig¢ rowniez tym, ze posiada prawie
kompletng teorie¢ obejmujaca: wlasnosci tego typu zadan oraz metody ich
rozwigzywania. W teoril tej wykorzystuje sie nie tylko elementy feorii
programowania liniowego. ale takze elementy feorii grafow, w szczegolnosci
zagadnienia zwiazane z sieciami fransportowymi.

Zadanie transportowe sformulowane zostalo po raz pierwszy przez
Kantorowicza (1934) i bylo jednym z pierwszych rozwiazanych problemow
programowania liniowego. Zostalo ono pézniej zmodyfikowane 1 opublikowane
przez Hitchcoca (1941). ktory podal takze pewna wersje algorytmu jego
rozwigzania. Zadanie sformulowane przez Hitchcoca nosi nazwe klasycznego
zadania transportowego. 12




 Zagadnienia 1 Problemy Transportowe — Algorytm
Transportowy

1. Matematyczny model zagadnienia transportowego
Od ..n" — dostawcow: 4,....4 nalezy dokona¢ przewozu ladunkéw do

.m” — odbiorcow: B,...B,. Wiadomo. ze kazdy z dostawcow dysponuje

me

odpowiednio: a,....a, jednostkami towaru (podaZ). natomiast kazdy z

"

odbiorcéw wymaga dostaw w wysokosci odpowiednio: b,....b, jednostek
towaru (popyft).

Zaklada sig. ze kazdy dostawca moze zaopatrywac dowolnego odbiorce
oraz kazdy odbiorca moze otrzymac towar od dowolnego nadawcy. Suma
dostaw od kazdego nadawcy do ,j-tego” odbiorcy rowna sie jego
zapotrzebowaniu (popytowl), zas suma dostaw wyslanych od ,.i-tego™ dostawcy
do wszystkich odbiorcow nie przekracza wielkosci jaka dyvsponuje (podaz).

Zaklada sie rowniez, ze znane sa jednostkowe koszty transportu o
kazdego dostawcy do odbiorcy: ¢ =|c; J.-J (macierz kosztow transporfin).

i=1....nj=1.__m
Sumaryczny koszt transportu jest suma kosztéw transportu na poszczegolnych
trasach 1 na kazde) z tras jest on proporcjonalny do wielkosci dostaw.
Jezeli wielkosci x, ;20 oznaczaja wielkos¢ dostaw (od ,.i”
dostawcy do .j” — tego odbiorcy). to matematyczny model zagadnienia
transportowego mozna przedstawic¢ w postaci:

— tego

13




 Zagadnienia 1 Problemy Transportowe — Algorytm
Transportowy

Nalezy okresli¢ (zaprogramowac) macierz X:[-

X r‘-.er=1,...n;.;=1...=m - wielkosci

przewozow. aby:
@
f(x:;)=>">"¢; ;x; ; »min (funkcja celu)
=1 j=1

przy warunkach ograniczajacych:

Hi
1Y% asi=1.n
=

x; ;20

Zadanie sformulowane za pomoca (1) nazywane jest klasycznym
radaniem transportowym. Mozna zauwazy¢, ze bedzie ono posiadac

rozwiazanie, gdy miedzy sumaryczna podaza a popytem spelniony jest warunek:

(2)
D.a;z) b
i=1 Jj=l

14



 Zagadnienia 1 Problemy Transportowe — Algorytm
Transportowy

« Jezeli w warunku (2) jest rownos¢ (rownowaga miedzy sumaryczna podaza

a popytem). to zadanie (1) nazywamy zamknietym zadaniem fransportowym
(ZZT) 1 posiada postac:

n m
f {xz-: J1-jl = ZZ&E: X > min

i=1 j=1

n
ZIE-J-_EJJ j=1.... m
i=1
i

*th-:j—aj i=1.... M
=1
rf:j.zl[]

« Jezell natonuast w warunku (2) jest ostra nierownosé, to zadamie (1)
nazywamy ofwartym Zadaniem transporfowym (OZT) 1 posiada postac:

n m
f {xz-: J1-jl = ZZ&E: 7X; ; —> min
i=1 j=1
n
> x;=bij=L..m
i=1
m

12,5 <azi=Ll..n
J=1

x ;20

15




 Zagadnienia | Problemy Transportowe — Algorytm
Transportowy

2  Praktyczny przykiad problemu decyzyjnego — sformulowanego za
pomocy zamknigtego zadania transportowego ZZT.

Cztery piekarnie zlokalizowane na terenie miasta sq zaopatrywane
w make z dwdoch magazynow znajdujacych sie na peryferiach miasta. Zapasy
maki w magazynach wynosza odpowiednio: I magazyn — 130 t, IT — magazyn —
200 t. Natomiast zapotrzebowanie piekamm jest rowne odpowiednio: I piekarnia —
80 t, IT — piekarnia — 120 t, IIT — piekarnia — 70 t, III — piekarnia — 60 t. Koszty
dostawy maki do piekarn zaleza tylko od odleglosci dostaw 1 sa podane w tabeli
kosztow:
Tabela kosztow (macierz kosztow)
Magazyny | Piekarnie (odbiorcy)
(dostawcy)| 1 | 2 | 3 | 4
1 25 124 | 28 | 13
2 17 | 30 | 15 | 26

Nalezy wyznaczyc, taki plan dostaw maki z magazynow do piekari. aby
dostarczy¢ piekarniom wymagane ilosci, przy minimalnych sumarycznych
kosztach jej transportu. 16




 Zagadnienia 1 Problemy Transportowe — Algorytm
Transportowy

Problem decyzyjny w postact zamknietego zadama transportowego jest
postaci:

S ;) =253 + 245, 5 +28% 3 +13x, 4 +17x5; +30x, 5 +15x; 5 + 263, , - min
[ 2 2 2 2

Z'xi,l :80, Z'xf,ﬂ :]_20, Z'xa"j :?05 ZI:‘A :605

i=l i=1 i=l i=l

4 4
lehj. - 130, lej - 200, .Ij,j = 0’f=1,2;_f=1,2,3,4
= =

17




 Zagadnienia 1 Problemy Transportowe — Algorytm
Transportowy

Zadanie to jako lmiowy problem optymalizacyjny mozna zapisac w postaci

zadania — ZPL:
. - 24=8 .
f(x)=(c.x)= E(?k.*t'k — min

zdzie:
o= [35 24 28 13 17 30 15 36]
=[x, X, Xz Xy X X, X X,

Przy wammnkach ograniczajacych (w postact macierzowej):

|A-x" =57
lxz0 |
czyli:
o
(1 1 1 1 0 0 0 0] |xy, [, =130 ]
000 0 1 1 1 1]|x; a, = 200
L |1 000100 0] x, =,g;.r=51:3“
01 000 1 0 0f]x, b, =120
001 00 01 0f|x, b, =70
000 1 0 0 0 1] |x, b, =60 |
EST 18




d Zagadnienia | Problemy Transportowe — Algorytm
Transportowy

Niektore warianty zagadnien transportowych sprowadzalne do zamknigtego
zagadnienia fransportowego.

e Otwarte zagadnienie transportowe — OZT:
Algorytm transportowy zaklada, ze zadanie jest zbilansowane (zamknigte).
Kazde otwarte zadanie transportowe (OZT) mozna sprowadzi¢ do (ZZT)
wprowadzajac dodatkowego: m+1 — fikcyjnego odbiorce (w praktyce jest to
najczescie] magazyn znajdwjacy sig¢ u kazdego z dostawcow, w ktorym beda
magazynowane nadwyzki podazy: b = Zar. — ib ;. W zadaniu tym koszty
i=l =1

magazynowaiia mozna ponunac.

Macierz kosztow dla tego zadania:

i1 2 || m m+1 a. Model matematyczny
I .
: (magazyn) zadania:
n om+l
f(x )= Yc¢ x  —min
Ly e e T LT
L C]:l G, ’ 'fl:m 0 a, =l el
E 0 [
2 e, e, | |cC a .
21 2.2 2, 2 — " —
- o, ler._J. =b:j=Ll..m+1
" “aw o aaw aaw - i‘;.1--'-1
nole L] Con 0 a, 3 Z]xr._J. =ai=1,...n
_r-
2 1 -
E}j E}l b: bw‘ lE:;:u1+1 %" a. = %b 'Tf.J' = 0
Pl L J 19
iml =l L




d Zagadnienia | Problemy Transportowe — Algorytm
Transportowy

e Zadanie transportowo — magazynowe (ZT — M):
Jezeli w otwartym zadaniu transportowym — OZT uwzglednimy takze koszty
magazynowania, to zadanie to staje si¢ zadaniem transportowo-
MAagazynowynm.
Oznaczmy: 74, - jednostkowe koszty magazynowania w magazynach

nadawcow: x, :i=1...»n - nadwyzki podazy magazynowane u nadawcow.

Macierz lacznych kosztow dla tego zadama:

i1 2 || m mrt+1 a. Model matematyczny
, (magazyn) zadanma:
R L M
Flx, )=>>e x .+ hx, , —min
¥ I Ay i m+l
Uy ||e.| M a, Py
2 ClG ., 6, h, i, f%* —h-i=1 1
=3 ] =i = = ‘/_1|I.1~.I_J _— J“j -_— ......._IFILF +
me]
n |c.|c,, c, . h a, > x =azi=l..n
i i il
n +1 . .
bJ E}l Jir)2 T b.'r.' IEI]:'.'i+1 T a. = % -1'l|-_J- = 0
il LT
— = j

20



d Zagadnienia | Problemy Transportowe — Algorytm
Transportowy

e Zadanie transportowo — produkcyjne (ZT - P)

W zagadnieniu transportowo-magazynowym zakladalismy, ze towary sa juz
wyprodukowane (znajdwja si¢ w magazynach). Jezeli towary przed
transportem mnalezy wyprodukowa¢ to musimy uwzgledni¢ w  takim
zagadnieniu takze koszty produkcji. Tego typu zadamia nazywaja sie
transportowo-produkcyjnymui.

Zakladamy. ze > a, > b, (zdolnosci produkcyjne nadawcow przewyzszaja

i=l j=1

zapotrzebowania odbiorcow), a wiec zadanie musimy zbilansowac
wprowadzajac fikcyjnego odbiorce - magazyn. w  ktorym beda
magazynowane  nadwyzki mocy  produkcyjnych w  ilosciach:
b . :er:;: ->b..

j=1

21



d Zagadnienia | Problemy Transportowe — Algorytm
Transportowy

Oznaczmy: k£ - jednostkowe koszty produkejr u .1 — tego” producenta
(dostawcy); h - jednostkowe koszty magazynowama w magazynach

d

nadawecow nadwyzki produkej;  x (I=1..mj=1__m) - wielkosci
towarow wyprodukowane 1 dostarczone od 1 — tego nadawcey do j - tego
odbrorey; x,,.,:i=1....1n - nadwyzki produke)1 magazynowane u nadawcow.
Uwaga: gdy zalozymy, ze =zdolnosci produkcyjne me beda w pelm
wykorzystane, to w zadaniu przyjmujemy: b + &, =0.

Macierz lacznych kosztow dla tego zadama:

1 1 2 ... m m+1 a

: {magazyn) '

1 Ltk (e, +k | |e,+h |tk a,

2 c,tk |6tk ||y, +hy | B +E, a,

n Crz.[ + k.'i c:'l.2 + k:'l o i‘."i,ﬂ‘:‘ + IIE3’-:l| hn- + ;Cn- ﬂ.u
-E:*JI bl E'J: - E-'_w f}m+1 Za‘ — Z_‘b

Model matematyczny zadama:

0= (e, +k)x, + 3 O + k)%, g — min
gl pel ]
ixu = b;:_j =1, .m=1
dm]

fm+

JZ:(I.J =a: i=Ll..n
=1

X, =0

1,
]

22




 Zagadnienia 1 Problemy Transportowe — Algorytm
Transportowy

1. Algorytm wyznaczania rozwiazan ZZT.

Idea poszukiwania rozwigzan ZZT jest podobna do idei algorytmu
simpleks™,

Najpierw nalezy znalez¢ jakiekolwiek poczatkowe rozwigzanie bazowe
(poniewaz rzad macierzy rz(A)= n + m — 1). to rozwiazanie bazowe
niezdegenerowane posiada n +— m - 1 dodatnich wartosci w wektorze zmiennych
decyzyjnych — zmienne bazowe, pozostale wartosci to zera — dla zmiennych
niebazowywch.

Nastgpnie sprawdza sig. czy rozwigzanie bazowe aktualne jest optymalne.
czy tez nie. Jesli nie to znajduyjemy kolejne rozwigzanie nie gorsze od
poprzedniego 1 znow sprawdzamy jego optymalnosc. Powyzsze postgpowanie
konczymy, gdy wreszcie uzyskamy rozwigzanie bazowe optymalne.

Algorytmicznie oftrzymywanie rozwigzan ZZT mozna przedstawic nastepujaco:
ETAP I (wyznaczenie dopuszczalnego poczatkowego rozwiazania bazowego).
W literaturze opisanych jest wiele metod konstrukcji poczatkowego rozwiazania
bazowego, np.:

« Metoda kqta polnocno — zachodniego (IN-W) — prosta ale malo efektywna
(wymagane jest zazwycza] przeprowadzenie duzej liczby iteracji. aby
uzyskac z niego koncowe rozwiazanie optyvmalne).

« Metoda minimalnego elementu macierzy Kkosztow transportu — na ogol
bardziej efektywna od poprzedniej.

« DMetoda VAM (aproksymacyjna) — nieco bardziej zlozona od poprzednich.
ale daje rozwiazania poczatkowe bliskie rozwigzaniom optymalnym. 23




 Zagadnienia 1 Problemy Transportowe — Algorytm
Transportowy

Metoda minimalnego elementu macierzyv kosztow:
Oznaczmy przez (r . k) — numer zmiennej wybierane] w danej (p — tej) iteracji za
zmienng bazowa: x, ;" "= 0. Oznaczmy przez: I — zbior indeksow dostawcow.

ktorych zasoby w danym kroku nie zostaly jeszcze rozdysponowane, zas przez
J — zbior indeksow odbiorcow. ktorych zapotrzebowanie w danym kroku nie
zostalo jeszcze zaspokojone. Numer zmiennej wprowadzanej do bazy w kazdej
iteracji wyznaczamy zgodnie z formula:

C, .= 1111'11{(?,..5. (i.j)elx J}

Nastepnie przypisujemy (p — tej) - zmienne] bazowej aktualng wielkose
transportu od dostawcey (r — tego) do odbiorey (k — tego) zgodnie ze wzoren:

w _ - (r-1) 7 (7-1) _19 _
X,, = min {r:rF b, }._p =1.2....m+n-1
ey (r-11 ) (ry _ (7-1} o _ .
a,’ =a, -x,, 7 .b, " =D, -x,, .p=12..m+n-1
(el [p-13 (e} (p-1 . -,
a, " =a," b, =b""", dla i®r,jEk.p=1.., m+n—1;

a!(n = a_,._z;..;_iﬂ) = bf,.;;‘ =l..,nij=1.. m:

Eliminujemy z dalszych rozwazan ze zbioru indeksow dostawcow ..I" lub
odbiorcow ,.J” ten indeks, dla ktorego a ¥’ =0 (zapasy tego dostawcy zostaly
wyczerpane) lub E:rk{‘” "=0 (zapotrzebowanie tego odbiorcy zostalo
Zrealizowane).

Powtarzamy te procedurg i na ogol po (m + n - 1) krokach znajdujemy wartosci 24
wszystkich zmiennych bazowych dla rozwiazania poczatkowego.
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Tabela kosztow (macierz Kosztow)
Magazyny | Piekarnie (odbiorey)

{(dostawcv) | 1 2 3 4
1 25 24 | 28 13

2 17 [ 30 15 [ 26
Tablica przewozow (kolejne iteracje):
i 1 2 3 3 ﬂ.em} ﬂ!cn a,.':zj ﬂjzan ﬂ',-H} a,.{S}
i
1 x¥=70 W =60|130 70 1 70 | 701 0 [0
2 X =80 |x7) =50 | x50 =70 200 | 200 | 130 | 30 | 50 [ O
p &0 120 70 60 330
p s0 120 70 0
p & s0 120 0 0
& 0 120 0 0
e 0 50 0 0
p @ 0 0 0 0

Tteracja p=3: I = {2}:J ={2}: 5 zmienna bazowa: x}, = min{50.50} =50

|

P ﬂ =
pozostate: a™ =a®; b = b . Skreslamy ze zbioru nadawcow 1 — nadawce.

Lh

modyfikujemy: a, =a, —x,,=70—-70=0; D" =D —x,,=120— 0:

25
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Tablica przewozow (ostateczna)
] 1 2 3 4

O 70| O |60
2 80 | 50 |70 | 0O

Otrzymujemy zatem rozwiagzanie bazowe poczatkowe postaci:
S5, ;)=80-17+70-24+50-30+70-15+ 60-13=6370

ETAP II (sprawdzenie optymalnosci rozwiazania bazowego).

Wyznaczamy tzw. tablicg kosztow zastepezycle ¢, w nastepujacy sposob:

¢ Koszty zastgpcze dla aktualnych przewozow rozwigzania bazowego (x,, =0)
przyjmujenmy rowne kosztom wyjsciowym podanym w tablicy: ¢

-

e Znajdujemy pare takich wierszy lub kolunmn dla ktorych mozemy wyznaczy¢
ich roznice (w te) same) kolumnie lub wierszu sa dwie zmienne bazowe).

e 7najac ile wynosi taka roznica - wyznaczamy pozostale elementy w macierzy
kosztow zastepczych., ktorych wartosci jeszcze nie znamy, 1ozwiazi)ac
odpowiednie rownania, tak aby zgadzala si¢ wyznaczona roznica.

Po wyznaczeniu kosztow zastepezych wyznaczamy tablice roinic: r;=c,, —¢,,. 26

Uwaga: Dla znuennych bazowych 5, =0.

Al
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Krvterium optvmalnosci rozwiazania bazowegco:

e Aktualne rozwiazanie bazowe jest optymalne, jezeli wszystkie roznice dla
zmiennych niebazowych sg dodatnie.

Dla naszego przykladu (w przypadku otrzymanego rozwigzania poczatkowego
metodq minimalnego elementu macierzy kosztow) mamy:

Macierz kosztow zastepczych (poczatkowa)
] 1 2 3 4

] 24 13
2 17 | 30 | 15

Roznica np. miedzy drugim 1 pierwszym wierszem wynosi: 6, zatem pozostale
elementy tej macierzy wyznaczamy rozwigzujac rownania: 17—¢,, =6=g¢, =11,

15-¢,,=6=¢,=9,6,-13=6>¢,, =19.

27
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Macierz kosztow zastepczyvch (pelna)
] 1 2 3 4

1 11 (241 9 | 13
17 1 30 | 15 | 19

[

Macierz roéznic
] 1 2 3 4

e

1 1410 [ 19] 0

2 0 0 0 7
Poniewaz wszystkie roznice dla zmiennych niebazowych sa dodatnie to

otrzymane rozwigzanie poczatkowe jest optymalne.

28
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ETAP III (modvfikacja rozwiazania bazowego i poprawa__ wartosci

funkciji celu):
Z kazdym zadaniem transportowym zwiazany jest graf tego zadania
odpowiadajacy aktualnemu rozwiazaniu bazowemu. Jezeli rozwigzanie bazowe
nie jest zdegenerowane, to taki graf jest grafem spadjnym 1 bezkonturowym.
Np. dla naszego przykladu dla rozwiazania bazowego postaci:
Tablica przewozow

i 1 2 3 4

1 0O (120 O | 10
2 80| 0 [ 70|50
Funkcja celu wynosi: f(x, ) =80-17+120-24+70-15+10-13+30-26 = 6720 (wigcej

niz dla rozwiazania optymalnego).
Graf tego rozwiazania jest postaci:

N 1 2 3 4
1
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Macierz kosztow zastepczveh:
] 1 2 3| 4

1 2100 0 26| 0
2 O(-710 ] 0

Poniewaz ¢,, =-7, to rozwiazanie to nie jest oczywiscie optymalne. Nalezy go
zatem poprawic,

30
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Transportowy

Kryterium wejscia do bazy:

Do bazy wprowadzamy te zmienng niebazowa. dla ktorej element macierzy
roznic jest najmniejszy (z ujemnych). W naszym przypadku zmienng X;;.
Wprowadzajac t¢ zmienna (przypisujac jej wielkosc transportu .,t=0" jednostek)
poprawiamy rozwiazanie bazowe. Po wprowadzeniu tej] zmiennej
otrzymalibysmy dla zadania graf konturowy postaci:

Wezly narozne konturu okreslaja numery zmiennych, ktorych wartosci sig
zmieniaja. gdy wprowadzamy do bazy nowa zmienna.

i

Nalezy ustalic. zatem ktora zmienna z aktualne] bazy (sposrod naroznych
konturu) nalezy wusunac. Okresla to kryterium wyjscia dla zadania
transportowego.

Macierz rozunic

1 1 2 3

1 21 0 | 26

2 o | -7 0
31
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Krvterium wyjscia:
Niech G ={(k.I)}, gdzie: (k,I) - wezly narozne konturu. Zbiér ten ma parzysta

liczbe wierzchotkow (dla nas 4). Wierzcholki te cechujemy na przemian (+/-)
poczynajac od wierzcholka, ktory wprowadzamy do bazy (otrzymuje on ceche

plus). Cechowanie dzieli ten zbiér na 2 rozlaczne zbiory G* oraz G~ .

W naszym przykladzie: G* = {(2,2),(L4)};:G™ = {(1.2),(2.4)}.

Warto$¢ nowo wprowadzanej zmiennej bazowej w (p — tej) iteracji wyznaczamy
zgodnie ze wzorem:

(») (p-1) }

k1= min {xl
(1, 1eG" -
Nowe wartosci zmiennych naroznych obliczamy zgodnie ze wzorami:

xf :.x!.‘::’_‘;’.'lj —.x}iﬂ) dla (i, ))eG";

D =xEV +xF dla () eG*.G )= kD,

X

O L.
X=X

Pozostate zmienne nie bedace narozne w grafie nie zmieniajg wartosci.

W naszym przykladzie:
xglé = min {XEE 513,4 }: min §120,50}=50; .xf% = .xl[:jjzj — xg% =120-50=170;

a5y =20y -5, =50-50=10; =) =x{ +x5) =10+50=60.

32
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Tresé Krvterium wyjscia: z bazy usuwamy tg¢ zmienng ze zmiennych
nalezacych do zbioru indeksow G, dla ktorej policzona nowa wartosc (zgodnie
ze wzorami redukcyjnymi) jest najmniejsza. Dla naszego przykladu usuwang
zmienng jest zmienna: X,4. Tak utworzone nowe rozwiazanie bazowe da
WYyZnaczone juz wczesnieyrozwiazanie optymalne.

/

#0 = min 42,52, = mfn 120,503 =50; =& = =% - 5 =120-50 = 70;
Ay =5 -5 =50-50=0; x5 =57+ =10+50=60.

‘ 1 2 3 4
i

()
50
.__-d o . niebazowa .
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Interpretacja wspolezynnika roznic r,, =-7 (dla rozwigzama nieoptymalnego)
prowadzi do wniosku, ze meoptymalne rozwigzanie aktualne mozna poprawic
0 wartosc (—=7-50=-350) - tzn. zmniejszy¢ o 350 koszty transportu (tyle wynosi
roznica £ — celu rozwigzama biezacego oraz optymalnego), dostarczajac
drugiemu odbiorcy nie 120 ). jego pelnego zapotrzebowamia z magazynu 1-go,
lecz w porcjach - 70 z 1-go 1 50 z 2-go. Ty samym zamowienie 4-go odbiorcy
moglo by¢ zrealizowane (60 — jednostek) w calosc1 z magazynu 1-go.

Uwaga:

Jezeli w macierzy roznic rozwiazania optymalnego jest wiece) zer niz
zmennych bazowych, to 1stnigje wiele rozwiazan optymalnych o te) same)
wartosct funkcj celu.

: ” - 8 . Macierz roznic
\ T1 112134

I
=
=
=
=

34
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