Optymalizacja dyskretna — rozwigzane przyklady
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e  Tadeusz Trzaskalik, Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem, rozdziat 2, str. 105-134
e Karol Kukutla (red.), Badania operacyjne w przyktadach i zadaniach, rozdziat 2.2, str. 128

e Materialy ,,PDF” z wyktadow

Przyklad 1. Rozwigza¢ stosujac metod¢ podziatu i ograniczen nast¢pujace zadanie optymalizacji dyskretnej
liniowej:
fxy, %) = %1 + x, > max
X1+ 2%x, <32 @Y
18 x x; + 3 % x, < 224 (2)
x; =2 0,x, =2 0,%x,x, € Z — catkowite (3)
Rozwiazanie P1:
Rozwigzujemy pierwotne zadanie bez uwzgledniania warunku catkowitoliczbowego dla zmiennych
decyzyjnych. Jest to zadanie programowania liniowego z dwoma zmiennymi wiec mozemy go tatwo rozwigzaé
metodg geometryczng (gdyby bylo wiecej zmiennych - stosujemy algorytm Simpleks).

Rozwigzanie dla pierwotnego zadania ZPL:
Obszar rozwigzan dopuszczalnych tego zadania to czworokat O1=ABCD o wierzchotkach majacych

wspotrzedne: A (10 g, 10 2) — punk przecigcia prostych warunkow (1) 1 (2), B(0,16) - punkt przecigcia krawedzi
(1) warunku z osig Xz, C(0,0) — poczatek uktadu wspotrzednych, D(12 g, 0) — punkt przecigcia krawedzi (2)

warunku z osig Xi.
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Rozwigzaniem optymalnym dla maksimum funkcji celu jest oczywiscie wierzchotek: A (10 %, 10 g)

f(A) = 10§+ 10§ = 21 (max)
f(B)=0+16=16
f(D)=122+0=122

F(C)=0+0=0

Poniewaz rozwiazanie dla zadania stowarzyszonego ZPL z pierwotnym zadaniem optymalizacji dyskretnej nie
jest rozwigzaniem nas interesujacym tzn. obie zmienne decyzyjne dla rozwigzania optymalnego nie posiadaja
warto$ci catkowitych, to stosujemy w dalszej kolejnosci metode podziatu i ograniczen.



Oznaczmy w(0) — kres gorny zbioru warto$ci funkcji celu na zbiorze dopuszczalnych rozwigzan ,,0” — zob.
definicja materialy z wykladu (PDF).

Zatem wezmy w(0,) = 22 (najblizsza warto$¢ catkowita funkcji celu ni mniejsza niz max = 21 %

Zbior ten jest tzw. zbiorem perspektywicznym, ktory bedzie podlegat podziatowi na dwa kolejne podzbiory
wzgledem wartosci tej zmiennej decyzyjnej ktora nie podsiada w rozwiagzaniu wartosci catkowitych. Poniewaz u
nas obie zmienne nie sa catkowite, to bedziemy dzieli¢ wzgledem ich numeracji (czyli wzgledem x; ).

Wprowadzamy warunki podziatu: x; < N [10 %] = 10, gdzie operator N[x] — oznacza najwigksza liczb¢ catkowita

nie wigksza niz ,,x” oraz x; = N [10%] +1=10+1=11.
Powstajg zatem dwa nowe podzbiory rozwigzan dopuszczalnych dla zadan ZPL:
f(xq, 1) = x; + x, » max (ZPL 2)
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oraz
f(xy,%0) = %, + x, > max (ZPL 3)
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Rozwigzaniem optymalnym dla zadania ZPL 2 w obszarze O; jest wierzchotek F(10,11)
f(F) =10+ 11 = 21 (max)
f(B)=0+4+16=16;f(E)=10+0=10;f(C)=0+0=0.

Kres gorny w(0,) = 21.



Rozwigzaniem optymalnym dla zadania ZPL 3 w obszarze O3 jest wierzchotek H (1 1,8 %)
f(H) =11+ 82 =19 (max)

f(D) = 12§+0 = 122;/‘(6) =11+0=11.

Kres gorny w(03) = 20.

Uwaga:

e Poniewaz dla zadania ZPL 2 w obszarze rozwigzan dopuszczalnych O, mamy rozwigzanie optymalne dla
catkowitych zmiennych decyzyjnych zatem jest to ostateczne rozwigzanie optymalne dla zadania
wyjsciowego.

e W obszarze O3 rozwigzanie optymalne ZPL 3 nie jest catkowitoliczbowe, ale warto§¢ funkcji celu
jest mniejsza niz dla rozwigzania optymalnego ZPL 2 a wigc ono nas ostatecznie nie interesuje.

Ostateczne rozwigzanie optymalne dla zadania pierwotnego catkowitoliczbowego jest postaci:
x1 =10,x; = 11, f*(x{,x3) = 21.

Gdyby na tym etapie dalej rozwigzanie nie bylo catkowitoliczbowe nalezaloby wybra¢ zbidr kolejny
perspektywiczny (zasady wyboru - zob. materialy do wykladéw PDF i przyklad rozwiazany na wykladzie) i
postepowac z podziatem wedtug kolejnej zmiennej niecatkowitej i podobnym znajdowaniem kolejnych rozwigzan,
dotad az znajdziemy rozwiazanie catkowitoliczbowe.

Przyklad 2. Algorytm heurystyczny dla zagadnienia komiwojazera

Dostawca posiadajacy hurtownie w Rzeszowie ma rozwies¢ towar w ciggu dnia do 4 odbiorcoéw zlokalizowanych
w miejscowosciach: Przeworsk, Zalesie, Gorzyce, Debow i powréci¢ do bazy.

Lokalizacja miast marszruty w uktadzie wspotrzednych (X,Y) podana jest w tabeli:

Miejscowos¢ (nr) | Nazwa miejscowosci | X | Y

1 Rzeszow 34 | 59
2 Przeworsk 71|61
3 Zalesie 42 | 74
4 Gorzyce 73|71
5 Debow 66 | 62

Odlegtosci [w km] pomiedzy miejscowosciami na mozliwych trasach przejazdu podaje tablica odlegltosci
(symetryczna macierz odlegtosci):

1 2 3 4 5

o | 429 |24.1|58.1| 376
429 | o 35 | 193 | 7
241 | 35 o | 414|294
58.1 193|414 | o | 226
376 | 7 294|226 | o
Znalez¢ najkrotszg marszrute dostaw przy zalozeniu, ze kazda miejscowo$¢ moze by¢ odwiedzona tylko raz
(zadanie o najkrotszej drodze zamknietej w tzw. problemie komiwojazera). Zastosowaé algorytm
heurystyczny typu wstawiania (,,insertion ”).
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Rozwiazanie:

Rysunek (rys. 1) przedstawia ilustracje potozenia miast dla wyznaczanej marszruty komiwojazera.
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Rys. 1. Lokalizacja hurtowni — Rzeszow oraz miast odbiorcow.

Model decyzyjny dla zagadnienia komiwojazera:

Oznaczmy:
V={@Gj):i=#j;ije€{1234,5}} - zbior wszystkich mozliwych tras.
Cij = 0 — odlegtosci pomigdzy miastami (i,j).

Zmienne decyzyjne:

_ (1 — gdy marszruta zawiera trase (i,])

Xy = { 0 — w przeciwnym wypadku — binarne

Z; € Z —zmienna catkowita, ktora kazdemu miastu j-temu przyporzadkowuje ceche — kolejnos¢ odwiedzania tego
miasta w marszrucie zamknietej (dla j=1 — Rzeszow baza, z; = 0).

Model (*)

Funkcja celu:

Cij * x;j > min

(i,j)ev
Warunki ograniczajace:
( n=>5
Z % —1 dlaj = 12345 1)
i=1
n=>5
. Z % —1 dlai = 12345 )
=1
z; — zj + N * X <Sn—1=5-1=4 dlai=12345j=2345i+#j(3)
220, €7,) = 12345 xy = (0,1} (ij) eV )

Powyzsze zadanie jest zadaniem o duzej ztozonos$ci obliczeniowej — rozwigzuje si¢ go metoda podziatu i
ograniczen. Jednakze tutaj zastosujemy prostsze podejscie, gdyz znajdziemy rozwigzanie quasi-optymalne (bliskie
rozwigzaniu optymalnemu, albo w sprzyjajacych okolicznosciach doktadnie rowne rozwigzaniu optymalnemu).



Do rozwigzania przyblizonego zastosujemy jeden ze znanych — do$¢ prostych algorytmoéw heurystycznych typu
wstawiania (zob. szczegély materialy z wykladéw — PDF).

Zaktadamy ze baza jest j=1 — Rzeszow.

Oznaczamy: N = {1,2,3,4,5} — zbiér wszystkich rozwazanych miast; V= {@} — zbiér miast wiaczonych do
marszruty.

Krok iteracyjny poczatkowy (p=0):

Poniewaz Rzeszow jest baza to wlgczamy to miasto do marszruty i wykreslamy go ze zbioru wszystkich
dostgpnych miast, zatem: V= {1}, N= {2,3,4,5}.

Krok iteracyjny (p=1):

Dla kazdego miasta ,,j”, ktore nie zostato jeszcze wlaczone do marszruty wyznaczamy odlegtos$¢ tego miasta od
tzw. aktualnej marszruty niepelnej (w tym wypadku od i=1 Rzeszéw) zgodnie ze wzorem: d®=V =

=1 : =1 =1 =1 =1 . . . .
(42" = minfe;}) = (= dP=",aP=",dP=",d=V) = (=, min {c1,}, min {c,5} min {e;,}, min {¢;s}).

Zatem: d®P=1 = (—,42.9,24.1,58.1,37.6)

Nastgpnie zgodnie z etapem selekcyjnym algorytmu wybieramy takie miasto do marszruty niepelnej, ktore jest
najdalej polozone od aktualnej marszruty niepelnej (duza skutecznos$¢ takiego podejscia potwierdzaja liczne
eksperymenty numeryczne). W tym wypadku nalezy wybra¢ miasto j=4 (Gorzyce).

Wiaczamy to miasto (miejscowos¢) do marszruty i wykreslamy go ze zbioru wszystkich dostepnych miast.

Zatem: V= {1,4}, N= {2,3,5}, a aktualna marszruta niepetna to: 1-4-1 o dtugosci: C1 = ¢4 + c4; = 2% 58.1 =
116.2 [km] (z racji symetrii odleglosci).

Krok iteracyjny kolejny (p=2):

Znowu dla kazdego miasta ,,j”, ktore nie zostato jeszcze wlaczone do marszruty wyznaczamy odlegtos$é tego
miasta od tzw. aktualnej marszruty niepelnej (w tym wypadku od miast {1,4}) zgodnie ze wzorem:

d®=2 = (—, d£p=2),d§p=2), -, dép=2)) = (—, min{cy,, ¢4,} = Min{42.9,19.3}, min{c,3, c43} =
min{24.1,41.4}, —, min{c;s, ¢,s} = min{37.6,22.6}).

Zatem: d®=2) = (—,19.3,24.1, —,22.6)

- zgodnie z krokiem selekcyjnym algorytmu wybieramy kolejne miasto do marszruty niepetnej, ktore jest najdalej
potozone od aktualnej marszruty niepetnej. W tym wypadku nalezy wybra¢ zatem miejscowos¢ j=3 (Zalesie).

Wiaczamy to miasto (miejscowos$¢) do marszruty i wykreslamy go ze zbioru wszystkich dostgpnych miast. Zatem:
V= {1,3,4}, N= {2,5}.

- krok wstawiania wybranego miasta do marszruty
Dla aktualnej marszruty niepetnej 1-4-1 mozemy miasto j=3 wstawi¢ pomig¢dzy (1,4) lub pomiedzy (4,1):

e w pierwszym przypadku powstaje marszruta: 1-3-4-1, za$ koszt wlaczenia tego miasta do marszruty (o ile
zwigksza si¢ dlugo$¢ marszruty, lub zmniejsza gdy koszt ujemny, jezeli jedziemy przez wilaczane miasto
posrednie) wynosi: K1 = ¢y3 + ¢34 — €14 = 24.1+41.4 —58.1 = 65.5 —58.1 = 7.4. Zatem marszruta
ulegnie wydtuzeniu w poréwnaniu z poprzednia niepetng marszrutg o 7.4 [km].

e w drugim przypadku powstaje marszruta: 1-4-3-1, za$ koszt wlaczenia tego miasta do marszruty wynosi:
K2 = c43+ 31 — €4y =414+ 24.1 — 58.1 = 65.5 — 58.1 = 7.4. Zatem marszruta ulegnie wydtuzeniu w
poréwnaniu poprzednig niepelng marszrutg rowniez o 7.4 [km)].

Wstawiamy zawsze pomigdzy takie dwa miasta nowe miasto do marszruty, gdzie koszty wlaczenia s3 najmniejsze.
W tym przypadku koszty sg rowne — w takim przypadku wstawiamy blizej pierwszej bazy w marszrucie niepeine;j.



Zatem teraz aktualna marszruta niepetna bedzie postaci: 1-3-4-1, a jej dtugo$¢ bedzie rowna: €2 = C1+ 7.4 =
116.2 + 7.4 = 123.6 [km].

Krok iteracyjny kolejny (p=3):

Ponownie dla kazdego miasta ,,j”, ktore nie zostato jeszcze wlaczone do marszruty wyznaczamy odleglosc tego
miasta od tzw. aktualnej marszruty niepetnej (w tym wypadku od miast {1,3,4}) zgodnie ze wzorem:

d®=3 = (—, d§p=3), - -, dép=3)) = (—, min{cy,, €3, €4} = Min{42.9,35,19.3}, —, —, min{c;s, C35, C45} =
min{37.6,29.4, 22.6}).

Zatem: d®=3) = (—,19.3,—, —,22.6)

- zgodnie z krokiem selekcyjnym algorytmu wybieramy kolejne miasto do marszruty niepetnej, ktore jest najdale;
potozone od aktualnej marszruty niepetnej. W tym wypadku nalezy wybraé¢ zatem miejscowos¢ j=5 (Debow).

Wilaczamy to miasto (miejscowos$¢) do marszruty i wykreslamy go ze zbioru wszystkich dostepnych miast.
Zatem: V= {1,3,4,5}, N= {2}.

- krok wstawiania wybranego miasta do marszruty niepeine;j

Dla aktualnej marszruty niepeinej 1-3-4-1 mozemy miasto j=5 wstawi¢ pomigdzy (1,3), (3,4) lub (4,1):

e W pierwszym przypadku powstaje marszruta: 1-5-3-4-1, za$ koszt wlaczenia tego miasta do marszruty wynosi:
K1 =cy5+ 53 — 13 =37.6+ 294 — 24.1 = 67 — 24.1 = 42.9. Zatem marszruta ulegnie wydtuzeniu w
poréwnaniu z poprzednig niepetng marszruta o 42.9 [km].

e w drugim przypadku powstaje marszruta: 1-3-5-4-1, za$ koszt wiaczenia tego miasta do marszruty wynosi:
K2 = ¢35 + €54 — C34 = 29.4 + 22.6 —41.4 = 52 — 41.1 = 10.6. Zatem marszruta ulegnie wydtuzeniu w
poréwnaniu poprzednig niepetng marszrutg o 10.6 [km].

e W trzecim przypadku powstaje marszruta: 1-3-4-5-1, za$ koszt wlaczenia tego miasta do marszruty wynosi:
K3 = c45 + €51 — €4 = 22.6 + 37.6 — 58.1 = 60.2 — 58.1 = 2.1. Zatem marszruta ulegnie wydluzeniu w
poréwnaniu poprzednig niepetng marszruta tylko o 2.1 [km].

Poniewaz koszty wlaczenia sg najmniejsze w trzecim przypadku, zatem aktualna marszruta niepetna bedzie teraz
postaci: 1-3-4-5-1, a jej dlugo$¢ bedzie rowna: €3 = C2 + 2.1 = 123.6 + 2.1 = 125.7 [km].

Krok iteracyjny kolejny (p=4):

Zgodnie z krokiem selekcyjnym algorytmu dodajemy ostatnie miasto (miejscowos¢) do marszruty niepeinej j=2
(Gorzyce).

Wiaczamy tg miejscowos¢ do marszruty i wykre§lamy go ze zbioru wszystkich dostepnych miast.

Zatem: V= {1,2,3,4,5}, N= {0}

- krok wstawiania wybranego miasta do marszruty niepeine;j

Dla aktualnej marszruty niepelnej 1-3-4-5-1 mozemy miasto j=2 wstawi¢ pomiedzy (1,3), (3,4), (4,5) lub (5,1):

e w pierwszym przypadku powstaje marszruta: 1-2-3-4-5-1, za§ koszt wlaczenia tego miasta do marszruty
wynosi: K1 =cy, +cy3 — €13 =429+ 35—-241=779—-24.1=>53.8. Zatem marszruta ulegnie
wydtuzeniu w porownaniu z poprzednig niepelng marszruta o 53.8 [km].

e wdrugim przypadku powstaje marszruta: 1-3-2-4-5-1, za$ koszt wlaczenia tego miasta do marszruty wynosi:
K2 = ¢35+ Cyy — €34 =35+ 19.3 —41.4 = 54.3 — 41.4 = 12.9. Zatem marszruta ulegnie wydtuzeniu w
poréwnaniu poprzednig niepetng marszrutg o 12.9 [km].

e W trzecim przypadku powstaje marszruta: 1-3-4-2-5-1, za$ koszt wiaczenia tego miasta do marszruty wynosi:
K3 =4y + Cy5 — C45 = 19.3 + 7 — 22.6 = 26.3 — 22.6 = 3.7. Zatem marszruta ulegnie wydluzeniu w
poréwnaniu poprzednig niepelng marszrutg tylko o 3.7 [km].



e W czwartym ostatnim przypadku powstaje marszruta: 1-3-4-5-2-1, za$ koszt wlaczenia tego miasta do
marszruty wynosi: K4 = cg; + ¢y —C51 =7 +429 —37.6 =499 —37.6 = 12.3. Zatem marszruta
ulegnie wydtuzeniu w poréwnaniu poprzednia niepetng marszrutg tylko o 12.3 [km].

Poniewaz koszty wlaczenia s najmniejsze w trzecim przypadku, zatem ostateczna marszruta pelna bedzie teraz
postaci: 1-3-4-2-5-1, a jej dtugo$¢ bedzie rowna: C4 = €3 + 3.7 = 125.7 + 3.7 = 129.4 [km].

Z racji symetrii rowniez takg samag dlugo$¢ bedzie posiadata marszruta: 1-5-2-4-3-1 (129.4 km).
Odpowiedz:

Nalezy zatem odwiedzi¢ kolejno miejscowosci: Rzeszéw (baza) — Zalesie — Gorzyce — Przeworsk — Dgbow —
Rzeszow (powrdt do bazy). Wtedy taczna dlugosé tej trasy wyniesie 129.4 [km]. Uzyskane algorytmem
heurystycznym rozwigzanie jest rOwniez rozwigzaniem nie tylko bardzo bliskim rozwigzaniu optymalnemu, ale
dokltadnie optymalnym dla tego zadania.

Uwaga:
Sprawdzenie warunkow dla modelu:
Zmienne decyzyjne - wartosci optymalne (w modelu):

z=[z]=121=0,2, =3,23 =1,2z, = 2,z; = 4]
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zi—zitn*xx; <n—1=4

j=1 j=2 j=3 j=4 Jj=5
i=1 0-3+5%0=—-3 0—-1+5%1=4 0-2+5+0=-2 0—-4+5+0=—4
i=2 3-14+5%0=2 3-2+5%x0=1 3-4+5x1=4
i=3 1-345%0=-2 1-2+5+1=4 1-4+5%0=-3
| =4 2-3+5+1=4 2-1+5x0=1 2—-445%0=-2

i=5 4-3+5%0=1 4-1+5x0=3 4-1+5x0=3



