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Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

W rozwazaniach dotyczacych sieciowe] analizy przedsigwzigé z funkcja
czasu (metoda CPM) Kkonstruwac optvmalny harmonogram realizacyi
przedsiewziecia przyjetym kryterium optymalnosci byla minimalizacja czasu
realizacji calego przedsigwzigcia.

W analizie ekonomiczne] realizowanych przedsigwzigé niezmiernie
wazne jest takze podejscie kosztowe — majace na celu oszacowanie kosztow
realizacji badanego przedsiewzigcia.

Analiza harmonogramu realizacji przedsiewzig¢ z uwzglednieniem
kosztéw ich realizacji nosi nazwe analizy czasowo — kosztowej 1 posiada
w planowaniu sieciowym bardzo wazna rolg.

Dotychczas przyjmowalismy. ze czas trwania poszczegolnych czynnosci
jest ustalony 1 zwiazany jest on z wykonaniem czynnosci w zwyklych
(normalnych warunkach). Taki czas wykonania czynnosci bedziemy nazywac —

normalnym czasem trwania czyvnnosci : I;f:' . a koszt zwiazany z realizacja

czynnosci w tym czasie nazywac bedziemy — kosztem normalnym: R'r.':,.”] .

W mniektéorych przypadkach czasy ftrwania czynnosci moga ulec
skroceniu. Wiaze sie to jednak za koniecznym zaangazowaniem dodatkowych
srodkow, co pociaga za soba wzrost Kosztow wykonania tej czynnoscl. 2




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Najkrotszy mozliwy czas, w ktoryvm wykonana dana czynnosc
z wykorzystaniem wszystkich zaangazowanych srodkow — nazywamy
granicznym czasem ftrwania CzZynnosci: rgr.g?. Koszt realizacji czynnosci w

czasie granicznym nazywamy kosztem granicznym: A'é.g ),

‘ Uwaga:
K Zakladamy, ze funkcje
i kosztow w przedziale

[Ié.g ) fig.”l' ] mozna

aproksymowac funkcja
liniowa. a skrocenie
czasu trwania jednej
czynnosci nie wpltywa
na czas trwania
pozostalych.

k"
]




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Przvjmujemy oznaczenia:
At =1 — () - odcinek czasu o jaki mozemy maksymalnie skrocié¢ czynnosci
przedsigwzigcia (wykonywane w czasie normalnym) do czasow granicznych:
Ay =k — k" - wzrost kosztow realizacji czynnosci wynikajacy ze skrocenia
czasOw trwania czynnosci do czasow granicznych;
(g) _ j-(n)
Kk k;
T ) _ (e)
I i I i
wykonania czynnosci spowodowany skréceniem czasu trwania Cczynnosci
o jednostke.

sredni gradient kosztu — okresla przyrost kosztow

W tak pomowanym planowaniu sieciowym bardzo waznym
zagadnieniem programowania sieciowego jest wszechstronna analiza
przedsiewzigeé¢ w aspekcie ekonomicznym oraz mozliwosé modyfikacji modelu,
poprzez kompresje sieci — wynikajaca ze zbvt dlugiego dla inwestora lub
odbiorcy okresu realizacji przedsigwziecia.

Wzgledy ekonomiczne powodwa, ze mnalezy rozpatrzy¢ techniczne
mozliwosci skrécenia wykonania calego przedsiewziecia. aby koszty jego
realizacji byly jak najnizsze.

Wiazac sie to bedzie z ulozeniem takiego programu przyspieszenia. aby
najwicksza akceleracja przypadala na te czynnosci krytyczne. ktorych koszty
przyspieszenia beda najnizsze.




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

W tego typu analizie rozpatruje si¢ réznego rodzaju koszty skladajace sie
na sumaryczny koszt realizacji calego przedsiewzigcia. Uwzglednia sig
zazwyczaj nastepujace rodzaje kosztow:

e Koszty stale (dotyczace sporzadzenia dokumentacji, pozyskania srodkow
wytwarzania itp.);

e Koszty bezposrednie (dotyczace robocizny. materialéw, maszyn itp. —
wystepwja dla kazde) czynnosci przedsiewzigcia):

¢ Koszty posrednie (zwiazane glownie z czasem realizacji przedsiewziecia

1 dotycza dla przykladu przestojow na stanowiskach pracy, kar za

nieterminowos¢ wykonania itp.):

e Koszty zamrozenia kapitalu (dotyczace nakladow inwestycyjnych,
zasobow 1tp.)




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

W rozwazaniach ograniczymy si¢ tylko do kosztéw bezposrednich.

Koszty bezposrednie wykonania czynnosci dla dowolnego czasu jej trwania

r# <t <t mozna obliczy¢ ze wzorw: k, =—a -1, +b=—s,1, + [ﬁ'(” + surg”{]

S k“

kitgh B

ki-l:n}
j




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Celem analizy czasowo kosztowe] jest wyznaczenie takich czaséw trwamia
poszczegolnych czynnosci. dla ktorych calkowity koszt bezposredni realizacji
przedsigwzigcia jest minimalny. Zadanie to mozna przedstawi¢ za pomoca
nastepujacego zadania — ZPL:

K= Z[k{”:' + 5,1, ”:'J suru]%-mm
=

Przy warunkach dla kazdej czynnosci sieci (i, j) e U :
(t, +1,; <t,,
e =t =,
t,=0., <T@
Ll **n —

gdzie: 7'¢ - czas graniczny zakonczenia przedsiewziecia.




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Uwaga :

Mozna rowniez sformulowaé inacze) problem, tzn. minimalizowac laczny czas
realizacji calego przedsiewzigcia, tak aby laczne koszty bezposrednie tego
przedsiewzigcia nie przekroczyly pewnego - z gory ustalonego limitu srodkow.
Tak sformulowane zagadnienie prowadzi do nastepujacego zadania ZPL:

-

{, — min,

e

o+t <t i < <l dla (1)) €U,
3 [ké,”} + 5. ,f!:”}]— .S‘{J.f{r.]*_i K.

i
(i.))=

L

W ulozenmu programu przyspieszajacego wykonanie przedsiewzigcia pomaga
wykorzystanie specjalnego algorytmu analizy czasowo-kosztowe] znanego pod
nazwa: CPM - COST.

Zastosowanie algorytmu kompensacji sieci zostanie omowione na nastepujacym
przykladzie.




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Przvklad:

Pewien etap wiekszego przedsigwzigcia sklada sig¢ z 9 czynnosci ktorych czasy
normalne, czasy graniczne, koszty normalne 1 koszty graniczne podane sa
w tabel1.

Czynnosc (1) | t, |1, | K, | K,,
(1,2) 5 |3 30 |30
(1,3) s |5 |44 |50
(1.4) 715 30 | 35
(2.4) 6 |4 |25 |30
(3.4) 8 |4 |35 |40
(3.6) 108 |44 |50
(4.5) 5 |4 10 |12
(4,6) 1016 |24 |28
(5.6) 6 |4 |20 |26

= Wykresli¢ sie¢ czynnosci oraz wyznaczy¢ sciezke krytyczna;
= O 1le tygodni mozna maksymalnie zredukowac¢ czas realizacn
przedsiewzigcia ? Jak w tym wypadku ksztaltowac beda sig koszty.




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Sie¢ czynnosci oraz sciezka krytyczna:

10



Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

(g) _ p-(m) ——
Ky K;

(m) _ .(g)
Ty fU.

2. Wyznaczy¢ dla czynnosci krytycznych gradienty kosztow: S, =

Czynnos¢ (1) | ¢, | I, | K, | K, | Sy | Z.G.J)
(1.2) 5 |5 30 |30 |- 5

(1.3) (%) S |5 |44 |50 |2 |o(%
(1.4) T |5 30 | 35 25 |9

(2.4) 6 |4 |25 |30 |25 |5

(3.4) (*) S |4 [35 |40 [1.25]0(®
(3.6) 108 |44 |50 |3 9

(4,5) (%) 514 |10 |12 |2 |0
(4.6) 106 |24 |28 1 1

(5.6) (%) 6 |4 |20 |26 |3 |o

3. Wyeliminowac¢ te czynnosci krytyczne dla ktérych sredmi gradient nie
istnieje (r,;’*;.”?’ =r§5 ) — w przykladzie: (1,2) — ale ona jest niekryvtyczna

4. Proces skracania czasow wykonania czynnosci rozpoczyna sig¢ od czynnosci
krytyczne) o najnizszym gradiencie kosztow
Dla naszego przyvkladu od czynnosci (3.4) — gradient wynosi: 1,25 11




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

5. Skracajac czasy trwania czynnosci krytycznych nalezy starac sie skrocic jej
czas o jak najwieksza mozliwg liczbe jednostek.
Nalezy przestrzegac jednak dwa ograniczenia:
= gskracamy do czasu granicznego
» skracamy dotad az pojawi sie nowa Sciezka kryvtyczna (pojawia sig
wowczas, gdy zniknie zapas czasu calkowitego w ciggu czynnosci
niekrytycznych)

Skracamy czynnosé (I‘ 4) o 4 Jednostkl — koszt skrocenia czynnosci
(przyspieszenia realizacji przedsigwziecia) wynosi: K; =53, -4=125-4=5. 12
Czas trwania przedsigwzigcia wynosi: fg =27 —4=23.




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Kolejna czynnoscia ktora bedziemy skracac jest np. (1.3) — nie mozemy
jednak skrocic jej o 3 dni. bo 1 tak termin wykonania wyniesie 22 dni - nowa
sciezka krytyczna: 1-2-4-5-6 1 poniesiemy niepotrzebne koszty. Skracamy ja
zatem tylko o 1 dzien. Koszt przyspieszenia realizacji przedsigwziecia
wynost: K, =5;-1=2-1=2.

Nowa sie¢ po 2-krotnym skroceniu czasow frwania czynnosci

przedsigwzigcia. Czas wykonania przedsigwziecia wynosi: 7, = 22.
10 (6)

0 ~

13




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

6. Jezeli wystepuje dwie lub wiece] sciezek krytycznych. nalezy skracac czasy
o t¢ sama wielkos¢ na wszystkich réwnoleglych sciezkach krytycznych.
Mozemy teraz w dalszym ciagu skroci¢ czynnos¢ (1.3) o pozostale
2 jednostki. Tym samym nalezy skroci¢ o 2 jednostki takze czynnosc (2.4),
lezaca na drugiej rownoleglej sciezce krytycznej. Koszt przyspieszenia
realizacji przedsiewzigcia wynosi zatem:
Ky=552+48,-2=2.2+25.2=4+5=9,

Czas wykonania przedsigwzigcia wynosi: f, =22 -2=20.

14




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Kolejna skracana czynnoscia krytyczng — ktora posiada najmniejszy gradient
kosztow, a nie zostala jeszcze skrocona — jest czynnosc: (4.5). ktora
skracamy o 1 jednostke. Koszt przyspieszenia realizacji przedsiewziecia
wynosi zatem: K,=S5,,-1=2-1=2. Czas wykonania przedsigwzigcia

wynosl: 1, =20-1=19.

Siec przedsiewzigcia — po skroceniu czynnosci (4.5):
10 (6)

— e 15

Powstaja dwie kolejne rownolegle sciezki l{ryTyc_zue: 1-2-4-6 oraz 1-3-4-5-6.




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

10 (6)

aktualna sie¢ czynnosci

|

Kolejng skracang czynnoscig krytyczng — ktora posiada najmniejszy gradient
kosztow, a nie zostala jeszcze skrocona — jest czynnosc: (5.6). ktorg
skracamy o 2 jednostki. Tym samym czynnos¢ (4.6) nalezy rowniez skrocié
0 2 jednostki. Koszt przyspieszenia realizacji przedsiewzigcia wynosi zatem:
K.=54-2+8,-2=3-2+41-2=6+2=8.

Czas wykonania przedsiewzigcia zostaje skrocony zatem do wartosci:
ts=19-2=17.

7. Najkrotszy termin wykonania przedsiewziecia uzyskuje sie, gdy wszystkie
czynnosci lezace mna jakiejkolwiek drodze krytyczne] osiqgng czasy

graniczne: rjff,-g ) (wtedy dalsze skracanie jest niemozliwe). 16




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Sie¢ przedsiewzigcia — po skréceniu czynnosci (5,6) oraz (4.6):

8 (6)

8. Laczne koszty przyspieszenia czasu wykonania przedsigwzigcia sa suma
kosztow poniesionych na poszczegolnych etapach:
K- =K|+K,+K;+K,+K;=5+2+9+2+8=26 (jednostek).

17




MAKSYMALIZACJA
PRZEPLYWU SIECIOWEGO
ALGORYTM: FORDA - FULKERSONA

18



1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Bardzo wazng z punktu widzenia zastosowan praktycznych grupe
zagadnien sieciowych, stanowig zagadnienia dotyczace optymalizacji
(maksymalizacji) przeplywu sieciowego w sieciach transportowych typu Forda
— Fulkersona (nazwa pochodzi od nazwisk tworcow algorytmu
optymalizacyjnego rozwiazujacego tego typu zagadnienia).

Bedziemy rozwazac zagadnienie sterowania przeplywem jednorodnego
produktu od dostawcy (dostawcow) poprzez punkty posrednie, az do odbiorcy
(odbiorcow).

Tego typu zagadnienia sa bardzo czesto spotykane w praktyce:

»  wysylka gotowego produktu z fabryki do hurtowni, a pozniej do sklepow:

" przeplyw pradu z elektrowni po liniach wysokiego napiecia do stacji
transformatorowych, a pozniej przez linie sredniego 1 niskiego napigcia do
odbiorcow finalnych:

Powiazania pomiedzy dostawcami, punktami posrednimi a odbiorcami
wygodnie jest przedstawiac w postaci pewne] sieci transportowej, ktora posiada

nastepujace wilasnosci.
19




1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Charaktervstvcezne cechy sieci Forda — Fulkersona:

Wystepujace we wzorach symbole oznaczaja odpowiednio: ‘V| - ilos¢

elementéw zbioru V, &§:7* — {01} - jest funkcja incydencji (polaczenia) za
pomoca ktore; okreslany jest zbior lukow U w grafie G. Zbidr ten jest
definiowany nastepujaco:
U= {u:u :<1'a,,1'ﬁ.> AV Vg EV AND,, = J(vg,vﬁ) = 1}.

(i) V=V,ulVu..uV, uVmH.\VG\ =V, 4

Wierzcholki sieci nalezace do zbioru V sa rozbite na warstwy. ktore
zawieraja nie mniej niz dwa wierzcholki (za wyjatkiem warstwy
pierwsze] oraz ostatnie] — w ktorych znajduje sie po jednym wierzcholku
— tzw. wezel wejscia i wyjscia).

(1) Jezeli 5,5 =6(v,.vg)=1nv, €V (j=0L...m)=v; eV ,.

:]..r"\

VI‘ =1ij=12....mmz=2

Polaczenie lukiem dwoch dowolnych wierzcholkéow sieci jest mozliwe
tylko pomigdzy wierzcholkami nalezacymu do dwdéch sasiadujacych
warstw (poczatek luku — warstwa poprzednia, koniec huku warstwa
nastepna).

20



1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

(iil) Jezeli [ra eV, v, eV, xx(j:fvj-:::fvj—f::-l]]:vci'ﬁﬁ =0.
Nie jest mozliwe polaczenie lukiem dwoch wierzcholkow nalezacych do
te] same] warstwy, lub gdy wierzcholek koncowy (luku) nalezy do
warstwy wczesniejszej, lub gdy wierzcholek koncowy nalezy do kolejne,
ale nie bezposrednio nastepne] warstwy.

(1v) v L Y8 =8, ve)ZIn Y S =0(ve.vy) 2.

j=1,2,...,m:vﬁE]’-’j| voel v el '
| Ye =t -l A= i+

Istnieje co najmmniej jeden hik laczacy dowolny wierzcholek dangj

warstwy (poza warstwa pierwsza 1 ostatnia) z pewnym wierzcholkiem

warstwy nastgpnej oraz analogicznie co najmniej jeden lhuk laczacy

pewien wierzcholek warstwy poprzednie) z rozwazanym wierzcholkiem

te] warstwy).

21



1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Zbior hukow U moze mie¢ w praktyce bardzo roznorodng interpretacje.
Fuki mozemy na przyvklad uwazac¢ jako skierowane drogi, kanaly (polaczen
informatycznych). linie energetyczne lub technologiczne, trasy zaopatrzen (trasy
fransportowe). a takze jako relacje Iub pewne zaleznosci finansowe,
administracyjne. strukturalne Iub organizacyjne.

Na zbiorze hukow okreslamy dwie funlkcje:

= funkcja ¢:¥P? — R™, ktéra okreéla przepustowoié poszczegdlnych hikow
w sieci typu Forda — Fulkersona (uwaga: funkcja C na zbiorze: V° —U
przyjmuje zawsze wartosc zero):

= funkcja x:07 — R”. ktora okreéla aktualny przeplvw x; ; po hukach (7. j)
zgodnie z ich orientacja:

Poniewaz wartosci funkcji C dla poszczegolnych elementow ze zbioru
hikéw ,.U” mozemy uzalezni¢ od dwoch indeksow: Clu = {x. 8) = U)= C g -
gdzie alfa — indeks wierzcholka poczatkowego. zas beta — indeks wierzcholka
koncowego luku, to wartosci funkcji C tworza macierz kwadratowa zwana
macierza przepustowosci postaci:

C = C g J&.:ﬁ-=1:2:...=n

Sie¢ (transportowa) w sensie Forda — Fulkersona jest grafem 22
&= {P"- L. c. :r} z funkcjami obcigzajacymi huki. spelniajacym warunki (1)-(1iv).




1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Wrykorzvstanie sieci tvpu Forda — Fulkersona do problemu optvmalizacji
PrZewozow w sieci transportowej:

Rozwazmy dla przykladu zadanie optymalizacyjne efektywnosci
transportu przez pewna firme spedyveyjna - polegajace na przetransportowaniu
jak mnajwigksze] ilosci towarow od wierzcholka wejsciowego (W naszym
przykladzie wierzcholek 1, - nadawca towarow) sieci transportowe] G do jej
wierzcholka wyjsciowego (w przykladzie v, - odbiorca towarow) po
skierowanych hikach (kanalach spedycyjnych) przy uwzglednieniun ograniczen
na ich przepustowosé (ograniczenia ladownosci posiadanych sSrodkow
transportowych).

Graficzna interpretacja zadania:
Rozwazana sie¢ transportowa w sensie Forda - Fulkersona przedstawia sig
nastepujaco:

V, = {1}.V, = {23.4}.V, = {5.6}.V, = {7}.

Pomiedzy warstwainai siecl G zachodzi oczywista rownosg¢:
V=V,uwulLuwul, ;.

Luki generuje macierz incydencji [ctiaﬁ Ja perr® gdzie poszczegodlne jej

skladowe sa postaci:
O =0;3=0,=1. S,5=0,=1, &;=1, O6,5=,=1, &6,;,=1, &;;=1, a na 23

57
pozostalych parach wierzcholkéw (wezléw) zachodzi: 5, = 0.




1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Maksymalna ladowno$é srodkéw transportowych na poszczegélnych

etapach transportu (zgodnie z macierza incydencji) podaje tabela:
Kanal transportowy | Maksymalna ladownos¢

(i, ]) C; (w tonach)
(12) 100
(13) 80
(1,4) 80
(2.5) 150
(2.6) 50
(3.5) 100
(4.5) 20
(4.6) 40
(5.7) 150
(6,7) 100

Rysunek przedstawia graficzna interpretacje zadania za pomoca siecl
transportowe] Forda — Fulkersona.

Graf ten jest siecia z przepustowosciami c,; naniesionymi na luki

zgodnie z danymu zaczerpnmigtymi z  tabeli. W mnawiasach okraglych 24
przedstawiony jest aktualny transport (x, > 0) przez dany kanal transportowy




1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

(obecnie wszedzie 0). Aktualny strumien przeplvwu (liczony jako suma

> x;; wynosi 0).
iel7

Strumien przeptywu
0=0

Aby najlepiej zrealizowac swoj cel firma spedycyjna rozwiazuje zadanie
transportowe algorytmem Forda — Fulkersona — opublikowanym w pracy: 25
Ford L. R., Fulkerson D. R., Przeplyvwy w sieciach, PWN, W-wa, 1969.




1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

W algorytmie tym poszukuje sie tzw. strumienia maksymalnego @

okreslajacego jaka maksymalna ilos¢ towarow z wezla poczatkowego mozemy
lukami (drogami dystrybucji) przetransportowa¢ do wezla koncowego nie
przekraczajac jednoczesnie przepustowosci (dopuszczalne] ladownosci) na
poszczegolnych hukach sieci.

max

Idea algorvtmu jest nastepujaca:

Najpierw poszukuje sie jakiegokolwiek dopuszczalnego strumienia @
przeplywu (spelniajacego tzw. Prawo Kirchoffa dla sieci), taki strumien
poczatkowy zawsze istnieje (w najgorszym wypadku jest to strumien zerowy).
W dalszych krokach algorytmu strumien ten odpowiednio sig¢ poprawia,
nasycajac kolejne tuki, tak aby uzyskac¢ wreszcie wartos¢ maksymalna.

W sieci forda — fulkersona dla kazdego wierzcholka grafu zachowane jest
tzw. I prawo Kirchoffa dla przeplywu (odpowiednik prawa Kirchoffa dla
pradu elektrycznego): Sumaryczny wplyw do kazdego wierzcholka sieci za
wyjatkiem  wierzcholka wejsSciowego i wyjSciowego jest rowny
sumarycznemu wyplywowi z tego wezla (wplyw bilansuje wyplyw).

Zatem dla kazdego jeV —{lL.n} zachodzi D x,, = > x, .

—_ + 26
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1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Powiemy. ze luk {r‘. j} jest masycony. jesli jego przepustowosc jest
calkowicie wykorzystana (realizacja dystrybucji towarow wymaga na tym etapie
wykorzystania transportu o maksymalnie dostepnej ladownosci). tzn. x, . =, ..

Schemat algorvtmu Forda — Fulkersona:

[ Start } Krok 1 — '».I.ryzuaczen_ie jakjegokolwiek
poczatkowego  strumienia  przeplywu
(spelniajacego prawo Kirchoffa).

Krok 2 — sprawdzenie warunku czy
wyznaczony strumien przeplywu jest
maksymalny (wykorzystanie procedury
cechowania wierzcholkow — kryterinm
max przeplywu).

Krok 3 — polepszenie wartosci strumienia
poprzez lepsze nasycenie jego lukow.
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Realizacja kroku 1:

W kroku tym staramy si¢ wyznaczy¢ jakikolwiek strumien poczatkowy.
Poczatkowg dystrybucje towarow (przy najgorszym zerowym strumieniu
przeplywu) przedstawia rysunek.

0=0
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Realizacja kroku 2:

Aby zbada¢ czy strumien zupelny jest maksymalny nalezy zastosowac
procedurg  cechowamia  wierzcholkéw  zaproponowana  przez Forda
i Fulkersona.

Cechowanie wierzcholkow zawsze zaczynamy od wierzcholka wejsciowego v,
ktoremu nadajemy ceche (—.o0). Wierzcholek ten staje si¢ ocechowany ale

niezbadany.

Nastepnie bierzemy pod uwage kolejny wierzcholek ocechowany, ale jeszcze
niezbadany 1 rozpatryjemy wszystkie wierzcholki nieocechowane do niego
sasiednie (tzn. z niego wychodzace lub do niego wchodzace) 1 staramy sie je
ocechowac zgodnie z procedurs:

Oznaczenia: j — numer wierzcholka ocechowanego badanego. 1 - numer
wierzcholka, ktory cechuyjemy.
- Jezeli (j.[)eU oraz x,, <c,; (nie jest to luk maksymalnie nasycony), to

wierzcholkowi: 1 - nadajemy ceche (j.& =min{e,.c,, —x,,}.
« Jezeli (/.j)eU oraz x;; > 0 (istnieje juz jakis przeplyw przez ten luk). to
wierzcholkowi: 1 - nadajemy ceche (j,—&, =min{e . x; }.

Wierzcholek: j - badany staje si¢ wtedy ocechowany i zbadany. Przechodzimy
do kolejnego wierzcholka ocechowanego 1 mniezbadanego 1 procedure 29
cechowania powtarzamy. az uda si¢ ocechowac wierzcholek wyjsciowy (v, ).
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Krvterium optvmalnosci (maksvmalnosci) strumienia przeplvwu:
Aktualny strumien przeplywu jest maksyvmalny, jezeli stosujac procedure
cechowania wierzcholkow nie da si¢ ocechowac wezla wyjscia.

Stoswjac  procedure cechowania wierzcholkéw do mnaszego przyvkladu
otrzymujemy:

(5,100)

Strumien przeptywu
o=0
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Mozliwe bylo ocechowanie wierzcholka wyjsciowego zatem (co bylo do
przewidzenia) strumien zerowy nie jest maksymalny.

Realizacja kroku 3:

Procedura cechowania wierzcholkow podaje ponadto o ile mozemy poprawic
wartos¢ aktualnego strumienia. Mowi o tym wartos¢: &, =100 przypisana
wierzcholkowi wyjscia. Pierwsze skladowe cech podaja nam rowniez Sciezke
zwiekszajaca ten przeplyw: 1 -2 -5 - 7.

(1,100)

Strumien przeptywu
=100
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Ponownie powracamy do kroku 2 (sprawdzajac czy strumuen aktualny
¢ =100) jest maksymalny, itd. Kolejne etapy przebiegu algorvtmu dla naszego
przykladu przedstawiaja ponizsze rysunki.

(5, —80)

Strumien przeptywu
d=100

Sciezka zwiekszajaca przeplyw o 50 jest postaci: 1 -3 —5—7. 3
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3
g 0

Strumien przeptywu
=150

SciezKa zwiekszajaca przeplyw o 40 jest postaci: 1 -4 — 6 — 7.
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Strumien przeptywu
=190

Sciezka zwiekszajaca przeplyw o 30 jest postaci: 1 -3 -5-2-6-7.
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Strumien przeptywu
=220

(poprzednia dystrybucja)

SciezKka zwiekszajaca przeplyw o 20 jestpostaci: 1 -4 -5-2-6-7.

35



1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Otrzymany strumien przeplywu jest zarazem strumieniem maksymalnym
O =240=®___. gdyz nie jest mozliwe zgodnie z kryterium optymalnosci
strumienia - stosujac  procedure cechowania oznaczenie wierzcholka
WY]SCIOWEego v, . 36
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W ostatnim kroku algorytmu otrzymalismy rozbicie zbioru wierzcholkow
V sieci na dwa zbiory: wierzcholkéw ocechowanych: 79 = {1.4} - zawierajacy
zawsze  wierzcholek  wejscia 1 wierzcholkow  nieocechowanyvch:
VY ={2.3.5.6.7) - zawierajacy zawsze wierzcholek wyjscia.

Zauwazmy, ze wszystkie luki prowadzace do wierzcholkow, ktérych nie
mozna ocechowac sa nasycone.

® Przekrojem S w sieci G nazywamy zbior lukow: {(f._ )eU:ieP' AjeP? }
gdzie zbiory P'.P® spelniaja nastepujace warunki: P' P’ =,
P'UP'=V: 1€ P'.ne P’ oraz dla kazdego (i, j)eU zachodzi: i.je P’
lub i. je P* albo ie P'. j e P*.
Jest to kazdy minimalny zbior lukow. ktorych usunigcie spowoduje utrate
spojnosci sieci (nie bedzie istnie¢ sciezka prowadzaca od v, do v, ).
Do kazdej sciezki (v; —v,) musi istnie¢ co najmniej jeden z lukow
przekroju:
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* Liczbe w=w(S)= > x, ,réwng sumie przepustowosci lukéw przekroju
(i./1=%
nazywamy przepustowoscia przekroju:

- - - " - . * L] L] L
* Przekrojem minimalnym bedziemy nazywaé przekroj] S o minimalnej
przepustowosci ¥, . Jest to przekro; generowany przez zbior V. czyli

przekroj postaci: {(i. NeU:ievlnjev?” }
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Twierdzenie Forda - Fulkersona:
O =¥

Max min

Wartos¢ maksymalnego przeplvwu w sieci rowna sie wartosci minimalnego
jej przekroju.

W naszvim przvkladzie mamy:
@, .. =150+4+90=240 ton

(liczone na tukach wchodzacych do v, )

Przepustowos¢ przekroju na lukach wchodzacych do 7" ={2.3.5.6.7}
ma wartosc: ‘¥, =100+ 80+ 20+ 40 =240 ton

Zatem z twierdzenia Forda — Fulkersona mamy: @ __ =% . =240.
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