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1. Uwagi wstepne.

Przez ,,system obsfugi masowej” rozumie si¢ roznego rodzaju wrzadzenia
ze stanowiskami obslugi (kanalami obslugi). do ktorych zglaszaja sie w stalych
lub losowych odstepach czasu klienci, ktorzy chca by¢ obshuzen.

Przykladamui tego rodzaju systemow moze by¢:

Numer Stanowisko obslugi
systemu Klient Kanal obslugi Rodzaj obslugi
obslugi
1 statek nabrzeze zaladunek lub rozladunek statku
portowe
2 pacjent gabinet badanie stanu zdrowia pacjenta
lekarski
3 abonent telefoniczny centrala polaczenie z wybranym numerem
telefoniczna
4 samochod stacja tankowanie paliwa
benzynowa
5 samochod stacja obslug: naprawa samochodu
samochoddw (badanie stanu technicznego)
6 maszyna konserwator maszyn | naprawa uszkodzone] maszyny
7 widz kinowy kasa biletowa sprzedaz biletu do kina
8 kupujacy kasa supermarketu | pobieranie naleznosci za towar
w supermarkecie
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Gdy wszystkie stanowiska obslugi sa zajete, to zglaszajacy si¢ klient ma dwie

mozliwosct:

« zrezygnowac z obshigi

« ustawic si¢ w kolejce (nie jest to skutkiem zlej organizacj pracy. lecz faktem
obiektywnym wynikajacym z losowego czasu przybywania klientow do
stanowisk obslugi oraz losowego czasu trwania ich obshugi)

Uwaga:

Calkowita likwidacja kolejek (przez zmaczne zwigkszenie liczby stanowisk

obshugi) jest rozwiazaniem nie tylko ekonomicznie najgorszym (najbardziej

kosztownym). ale takze fizycznie mniemoZliwym (zmmniejszeniu sie liczby

klientow oczekujacych na obshige towarzyszy¢ bedzie znaczny wzrost liczby

niewykorzystanych stanowisk obshigi oczekwacych na klientow - powstaje

zatem inny rodzaj kolejki).
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Aby skrocic czas oczekiwania klientow w kolejce na obshige menadzer systemu

moze:

« zwiekszy¢ 1los¢ stanowisk obshugi,

« skroci¢ czas obshugi klientow przez wszystkie kanaly obshugi lub tylko ich
cZesc.

Uwaga:

Oba rozwiazania wymagaja poniesienia dedatkowych keszféw na inwestycje

oraz powoduja. ze wydluZy sie czas w ktorym wszystkie stanowiska obslugi lub

ich czes¢ bedq niewykorzystane (system ponosi wtedy niepotrzebne straty).

Menadzer systemu musi podjac decyzje. ktére sa pewnym kompromisem

pomiegdzy inferesami klientow (brak kolejek, szybszy czas obslugi) oraz

interesami Zarzqdzajqcego systemem (mzsze koszty funkcjonowania systemu,

brak strat).

Zakres zastosowan feorii masowej obslugi obejmuje rozne dziedziny
dzialalnosci ludzkiej. Teoria ta znalazla zastosowanie m.in. przy rozwiazywaniu
bardzo wielu problemow ekonomicznych. Do zadan z teorii masowej obshigi
naleza rowniez zadania z zakresu feorii niezawodnesci, oraz zarzqdzania
zapasami.
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2. Struktura svstemow obslugi i ich podstawowe elementyv.

Systemy masowe] obslugi (jak np. wielkie przedsigbiorstwa, systemy

zaopatrzeniowo — magazynowe, systemy transportu miejskiego) poza duza

roznorodnoscia indywidualnych wlasciwosci posiadaja wiele wspolnych cech.

Glowna 1ch wspolna cecha jest wystepowanie w nich trzech podstawowych

elementow:

. Zrédlo zgloszeri - zbior potencjalnych zgloszer (klienci, zyczenia, potrzeby,
przedmioty) do systemu, ktore czekaja na obsfuge (sprzedaz, przeglad,
obrobke) przez urzadzenia obshugujace.

« Urzqdzenia obslugujqce (kanaly obslugi) - realizuja obslige na podstawie
zgloszen wchodzacyvch do systemu. Moga to by¢ zarowno obshigujacy
zgloszenia ludzie jak 1 maszyny.

« Kolejka (powstaje. gdy liczba wolnych kanalow obshigi jest mniejsza od
liczby zgloszen). Nie jest to jedynie zbior oczekujqcych na obsluge. ale
takze pewna struktura podlegajaca pewnemu zbiorowi regul — regulamin
kolejki.
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Schemat funkcjonowania przykladowych systemow masowe] obslugi
przedstawia ponizszy rysunek:
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a) szeregowa struktura wielofazowego systemu obslugi masowej
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b) szeregowo - rewnolegla struktura wielofazowego systemu obslugi masowej
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c) rowneolegla struktura wielofazowego systemu obslugi masowej

Powstale w zrodle zgloszenia pojawiaja sig w stalych Iub losowych
chwilach czasu i1 tworza tzw. wejsciowy strumien zgloszen (S,.). Kazde
zZgloszenie przechodzi kolejno przez kilka kanalow (faz) i przed kazdym moze
czekac w kolejce (obshiga konczy sie po przejsciu wszystkich faz). Wszystkie
obsluzone zgloszenia tworza strumien wyjsciowy (S,,). Obsluga zgloszen przez
oddzielny kanat obstugi podlega okreslonym prawidlowosciom — tzw.
mechanizm obslugi (zalezy on m.in. od system. celu obshigi, kanalhu obshugi).
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Charakterystyka wejsciowego strumienia zeloszen.

Zgloszenia wchodzace do systemu (pojedynczo lub grupowo) tworza tzw.
wejsciowy strumien zglosgen. Strumien zgloszen jest okresfony - jesli znane sa
prawidlowosci rzadzace powstawaniem zgloszenia w przedziale czasu [7.7f + T ]
od chwili ,t” — powrotu jego do zrodla do chwili . t+T" ponownego jego
pojawienia sie W systemie (zZnana jest prebabilistyvezna charakterysityka
zmiennej losowej .., T7") oraz licgba ggloszen N7

Jezeli w wejsciowym strumieniu zgloszen nie wystepuja przypadki
pojawienia sig dwoch lub wigkszej liczby zgloszen (tzw. strumien pojedyncgy).
to jest on w pehli charakteryzowany za pomoca dlugosci przedzialu czasu .5 7
pomigdzy kolejnym (n — ..tym”. n=1.2.3,...) oraz poprzednim (n-1 — ,.szym”)
Zgloszeniem.

Wejsciowy strumien zgloszen moze byc strumieniem regularinym
(zgloszenia wplywaja w jednakowych odstepach czasu: £, = consr ). W praktyce
przypadek ten bardzo rzadko wystgpuje (czas pomiedzy kolejnymi zgloszeniami
zalezy od bardzo wielu czynnikow przypadkowych)., Zatem najczescie]
wejsciowy strumien zgloszen jest sfrumieniem losowym (£ - sa Zmiennymi
losowwymi o okreslonych funkcjach rozkladu prawdopodobienstwa).

Jezeli dlugosci przedzialow czasu pomiedzy kolejnymi zgloszeniami nie
wplywaja wzajemmnie na siebie (zmienne losowe £, - sa niezalezne). to strumien
nazywa sie sfrumieniem bez nastepstw (bez pamieci). W szczegolnosci, gdy
zmienne losowe ~ maja ten sam rozklad prawdopodobienstwa to taki strumien

nazywa sig strumieniem rekurencyjnyim.
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W zaleznosci od typu rozkladu zmiemnych losowych £ strumienie

rekurencyjne posiadaja pewne specyficzne nazwy. Czesto w systemach obshugi
masowe] rozpatruje sie wejsciowy rekurencyjny strumien zgloszen bedacy
tzw. strumieniem Poissona.

Dla wejsciowego strumienia zgloszen fhypu Poissona zmienne losowe
s =t —t_, (n=1.2...) okreslajgce czas pomiedzy dwoma Kkolejmymi
zgloszeniamui sq zmiennymi losowymu o jednakowym rozkladzie wykladniczym,
a zatem posiadaja rozklad prawdopodobienstwa okreslony za pomoca
dystrybuanty postact:

F(H)=P(& <t)=1-¢e""; 1>0,t20.

Wynika to z ponizszego twierdzenia

Twierdzenie:

Jesli proces zgloszen do systemu jest procesem Poissona z intensywnoscia
A >0, to odstepy czasu pomigdzy kolejnymi zgloszeniami (zmienne losowe £ )

posiadaja ten sam rezklad wykladniczy z parametrem A > 0.




O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

Niech X(7) - bedzie sygnalowym procesem Poissona (proces jednorodny

o przyrostach mniezaleznych 1 pojedvnczy) oraz oznacza i1los¢ sygnalow
(zgloszen) jakie pojawily sie w przedziale czasu [0.t].

Dla strumienia wejsciowego bedacego  sfrumieniem  Poissona
prawdopodobienstwo zdarzenia. ze w przedziale [0.t] pojawilo sie kK7 —
zgloszen (sygnalow) wynosi:

P(X(H)=k)=e* %;k =0.1.2....

Oczekiwana (srednia) ilos¢ zgloszen (sygnalow) w przedziale czasu [0.t]
wynosi zatem: E[X(f)]=A-f. Stad parametr ,,A>0" — interpretujemy jako
ilos¢ zgloszen w jednostce czasu. a wiec jako imfensywnosé zgloszen dla
strumienia typu Poissona.

W praktycznych zastosowaniach rozwaza sie takze wejsciowy strumien
zgloszen typu Erlanga (rzedu k7). W tym przypadku strumien naplywajacych
zgloszen moze by¢ strumieniem Poissona. lecz do obslugi dopuszcza sie tylko
jedno (ostatnie) z kazdych ..k — kolejno naplywajacych zgloszen.

10
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W dotychczasowych rozwazaniach wejsciowy strumuen zgloszen
charakteryzowal sig¢ tym. ze kolemne zgloszemia pojawialy sie pojedynczo.
W praktyce wystepuja rowniez takie przypadki. gdzie zgloszenia pojawiaja sig
grupowe w dowolnych chwilach czasu 1 liczba tych zgloszen moze by¢ losowa.

W zaleznosci od tego czy struktura probabilistyczna (rozklad) strumienia
wejsciowego Zmienia sie¢ w czasie cfy fei nie, strumienie dzielimy na
niestacjonarne oraz stacjonarne (znacznie prostsze do analizy).

Oznaczmy przez:
N, - liczba zgloszen, ktore weszly do systemu od chwili poczatkowej ,,7, =07

do chwili czasu ..t=07, #,.7,.....7, .... kolejne chwile pojawiania si¢ zgloszen. zas
1-%2 M d Y ~F

przez X,.X,.... X, .... - liczba zgloszen (liczba serii zgloszen) pojawiajaca sie

w tych chwilach.

i

Uwaga: Strumien wejsciowy uwaza sie za okreslony jesli znany jest rozklad
prawdopodobienstwa wektora losowego:

(&=t —tynl, =t —t X n X)),
gdzie: & =1, —1, ;. j=12...n - czas pomiedzy pojawieniem si¢ ,j-tej” serii

zgloszen.

11
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Analiza strumienia zgloszen wplywajacego do systemu obslugi okresla jego typ:

« Jezeli zmienne losowe &....& :X,.....X, sa niezalezne to strumien
WeJSCIOWY nazywamy Zz egraniczonymi nastepstwami (Z ograniczona
pamigcia). Strumien taki okresla sig¢ za pomoca nastepwjacych rozkladow:

F()y=P(& <t).:n=12.... A4 (A'}—P({X =k}): k=0.1..... n=1.2....
P({e <& <% X, =kl X, =k Y =F (") .- F,(t°)- 4, (K))- .- A (k0

« Jezeli praktycznie niemozliwe jest pojawienie sie dwoch Iub wiece) zgloszen
w jednej 1 tej same) chwili, to strumien wejsciowy nazywamy strumieniem
pojedynczym (np. strunuen Poissona).

« Jezeli prawdopodobienstwo pojawienia sie k7 zgloszen w przedziale czasu
[t.t+T) nie zalezy od tego ile zgloszen 1 w jaki sposob pojawilo sie w czasie
poprzedzajacym ten przedzial to strunuen taki nazywa si¢ strumieniem beg
nastgpstw (bez pamieci). Jezeli N, . - oznacza liczbe zgloszen. ktore
pojawily sie w przedziale czasu [t.t+T). to warunek braku nastepstw dla
strumienia wejsclowego mozemy zapisac nastepujaco:

PNV, ... =k | N, =nf)=P{N.,.., =kf). k.n— calkowite nieujemne.

Inaczej: brak pamieci okresla wzajemna niezaleznosc liczby zgloszen.
ktore wplywaja w rozlacznych przedzialach czasu

12
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« Jezeli dla dowolnej skonczonej liczby rozlacznych przedzialow czasu:
[#,.5; + A [t ., + A,) prawdopodobienstwo pojawienia sie w tych
przedzialach odpowiednio: £,.....&k, - zgloszen zalezy tylko od dlugosci tych
przedzialow. a nie od polozenia wzgledem pozostalych przedzialow, to
strunuen wejsSclowy nazywa sie strumieniem stacjonarnym.

« Jezell strumien wejsciowy jest: stacjonarny. pojedynczy oraz bez nastepstw,
to jest tzw. strumieniem prostym.

Charakterystyka mechanizmu obslugi.

Teoria masowej obshigi bada procesy. w ktorych z jednej strony powstaje
zapotrzebowanie na wykonanie pewnych prac (ushig), a z dimgie) powstaje
koniecznos¢ zaspokojenia tych potrzeb. Zwiazane jest to z odpowiednim
mechanizmem obshugi, ktory ekresla sposoby postepowania ze zgloszeniami,
ale od strony kanalu obslugi.

Do podstawowych charakterystyk kanahi obslugi naleza:
« Czas trwania obslugi.

« Zdolnosc przepustowa systemu

« Dostepnosc systemu

13
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Czas trwania obslugi - to przedzial czasu niezbedny dla realizacji obshigi dla
pojedynczego zgloszenia.

Przyjmuje sig, ze czasy trwania obslugi dla poszczegdlnych zgloszen sa
zmiennymi losowymi niezaleznymi o jednakowych rozkladach.

Jezeli jednak wystepwe kilka rodzajow zgloszen. to kazdy rodza) ma
wlasny czas trwania obshigi. Podobnie kazdy kanal obslugi (jeshi jest ich wiele)
moze posiada¢ wlasny czas trwania obshigi.

Tvp rozkladu czasu trwania obshigi okresla nazwe odpowiednie) obshigi
(mozemy mnue¢ do czymienia z obshuga: wykladniczq, deterministycing,
Erianga, dowoing). Badania systemow obshigi masowe) pokazuja. ze
najczescie] rozklad czasu trwania obshugi jest rozkladem wykladniczym.

Niech 7, - oznacza czas konieczny do obslugi .k-tego™ zgloszenia
(k=1.2....) Zakladajac ponadto, ze zmienne losowe 7,.,77,.....77, sa niezalezne 1

-

maja ten sam rozklad. to rozklad prawdopodobienstwa dla wykladniczego czasu
trwamia obshuigr k- tego” zgloszemia okresla  dystrybuanta:
B(fy=P(np, <t)=1-e"".

Stad otrzymwjemy, ze sredni czas frrwania obslugi dla jednego zgloszenia

. . 1 .
(w przypadku rozkladu wykladniczego) wynosi: 7. = E[n, ]=—. Odwrotnosc¢
L.l‘
sredniego czasu obshigi nazywamy infensywnosciq obslugi: v=— (liczba
i.

I

zgloszen obshuzona w jednostkowym przedziale czasu).

14
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Jezeli system obslugi jest systemem wieloetapowym (kazde zgloszenie
jest obshugiwane przez jeden kanal w ,,m™ etapach), zas czas trwania obslugi dla
kazdego etapu ma identyczny rozklad wykladniczy, to rozklad pelnego czasu
trwania obslugi (po zakonczeniu wszystkich etapow) jest rezkladem Erlanga

postaci: B =P <t) =1 —e " [1 Lt o0 o

1! 21 N m!

Zdolnos¢ przepustowa systemu — to maksymalna liczba zgloszen. ktore moga
by¢ jednoczesnie obshigiwane przez system.

W zaleznosci od liczby jednoczesnie obslugiwanych zgloszen
rozrozniamy systemy: jednokanalowe (tylko jedno zgloszenie w tym samym
czasie obslugiwane) oraz wielokanalowe (Wwiecej niz jedno zgloszenie moze by¢
jednoczesnie obslugiwane).

W praktyce spotyka sie rowniez tzw. sysfemy wielofazowe (kazde
zgloszenie musi przejs¢ przez kilka kanalow obshlugi 1 przy kazdym z nich moze
czekac w kolejce).

15
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Dostepnosc¢ svstemu — okresla dostep zgloszen do réznych kanalow obstugi.
System jest w pelni dostepny. gdy kazde zgloszenie moze by¢ obshizone przez
dowolny kanal. Jezeli jest to niemozliwe, to system nalezy do grupy systemow
niepelnodostepowych.

Najczescie) w systemach masowe] obslugi zgloszenia sa obshigiwane
zgodnie z kolejnosciq ich naplywania. Moga jednak zdarzy¢ sig takie systemy
obshigi. w ktoryvch mniektore zgloszenia sa wuprpywilejowane (systemy
Z priorytetem).

Moga by¢ to systemy z prioryfetem begwZglednym (przerywana jest
obsluga zgloszen o mnizszym priorytecie) oraz o priorytecie wiglednym
(zgloszenie o wyzszym priorytecie musi czeka¢ na zakonczenie rozpoczete)
obshigi zgloszemia o nizszym priorytecie). Mozliwe zasady obshigi zgloszen
zawiera regulamin (dyscyplina) obshigi.

Uwaga: Do charakterystyk mechanizmu obshugi nalezy réwniez niezawodnosc
kanalu obslugi (okresla sie ja za pomoca odpowiednich rozkladow
prawdopodobienstwa dla przedzialu czasu sprawnej - niezawodnej pracy kanala
obshigi oraz dla przedzialu czasu trwania jego odnowy — naprawy w sytuacji
awarii).

16
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Charaktervstvka reculaminu kolejek.

Regulamin kolejki — to regula wyboru zgloszemia, ktore ma zosta¢ obshuzone.

gdy tylko zakonczy si¢ obshuga poprzedniego.

Jezel zgloszenia ustawiaja sie w kolejce w kolejnosci ich przybywania to taki

porzadek tworzema kolejki nazywa si¢ naturalnym.

Wrystepwa tez mme zasady w regulaminie kolejki: wybor zgloszema, ktorego

obsluga zajmuje najmniej czasu, lesowy wybor zgloszen. priorytetowy

(wzgledny lub bezwzgledny) wybor zgloszen oraz mieszany wybor zgloszen.

Regulamin kolejki obeymuje rowniez:

« Ograniczenia liczby oczekwacych zgloszen (systemy z odmowq lub ze
strata).

« Ograniczenia dotyczace czasu oczekiwania na obshige oraz pobytu
zgloszenia w systemie (moga by¢ to wielkosci stale lub zmienne losowe).

» Przepisy reguluyjace mozliwosci przechodzenia z jednej kolejki do drugie;.

17
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3. Klasvfikacja svstemow masowej obslugi.

Najczescie] systemy masowe] obshigi charakteryzowane sa za pomoca kodu
zaproponowanego przez D. G. Kendalla (jednego z tworcow teorii). Oznaczenie
systemu masowej obshugi ma postac: X | Y |n|N| f, 7. gdzie:

»w X — oznacza typ straumienia wejsciowego,

» Y — oznacza typ rozkladu czasu ftrvania obshugi,

Przyjmuje sie kod X=M — oznaczajacy Poissonowski (Markowski) strumien
zgloszen (wykladniczy rozklad czasu pomiedzy dwoma kolgjnymi
zgloszeniami), Y=M — wykladniczy rozklad czasu trwania obshigi. X=D —
deterministyczne (regulamme) zgloszenia klientow do systemu., Y=D — staly czas
obshigi. X=G — dowolny proces zgltoszen klientow do systemu. Y=G — dowolny
rozklad prawdopodobienstw czasu trwania obshigi, X=F; — rozklad Erlanga (z
parametranu A.k) odstepow czasu miedzy zgloszeniami, Y=E; - rozklad
Erlanga (z parametrami v,k ) prawdopodobienstw czasu trwania obstugi.

»n” — liczba kanalow w systemie (system z nieograniczona liczba kanalow
obshigi oznacza sig 71 =90,

» N7 — maksymalna liczba miejsc oczekiwania (systemy z odmowa maja IN=0,
dla nieograniczonej kolejki NV ==0),

7 - regulamin obshugi (wskaznik ..i") i regulamin kolejki (wskaznik ,.j™)
Znaczenie indeksow: ,i=0" — nieprioryfetowa obshiga (porzadek naturalny
FIFO lub odwrotny LIFO). .i=1" wggledny priorytet obshigi, .i=2" —
bezwzgledny priorytet obshugi, ,j=0" — priorytet w kolejce nie obowiqzuje
(zgloszenie, ktore zastaje wszystkie miejsca zajete w kolejce odchodzi), ..j=2" —
bezwzgledny priorytet zgloszen (zgloszenie z wyzszym priorytetem usuwa z
kolejki jedno zgloszenie z niZzszym priorytetem).

18
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