Wybrane metody planowania sieciowego
Analiza czasowo-kosztowa

Literatura:

- Badania operacyjne w przyktadach i zadaniach (K. Kukula red.) — rozdzialy 5.4-5.6, str. 190-196 (zadania:
200-212)

- Materialy (PDF) z wykiadu

Przyklad 1. (algorytm CPM-Cost) Przedsiewziecie sktada si¢ z 10 czynnosci, dla ktorych podano czasy
normalne (t,) , czasy graniczne (t;) [w tygodniach] oraz koszty normalne (K,) i koszty graniczne (K;) [w
tysigcach zlotych] (zob. tabela). Stosujac algorytm metody ,,CPM-Cost”

Czynnosci (i,j) tn | tg | Kn| Kg
0,1) 106 |30 |40
(1,2) 12 | 10 | 43 | 45
(1,3) 8 6 |26 | 30
2,3) 4 | 4 15 | 15
2.4 7 5 120 | 22
2,5) 1117 |24 | 30
3.4) 5 5 10 | 10
4,5) 4 13 8 11
(4,6) 9 6 16 | 19
(5,6) 8 3 127 |37

a) Wykresli¢ sie¢ zaleznos$ci oraz wyznaczy¢ najwczesniejszy mozliwy termin zakonczenia przedsiewziecia.

b) Do jakiego terminu mozna skrocié¢ czas realizacji przedsigwzigcia ? Jakie si¢ z tym wigza koszty ?

¢) Skroci¢ czas realizacji przedsiewzigcia tak, aby koszty skracania nie przekroczyty 14 tys. zt.

d) Skrocié czas realizacji przedsigwzigeia o 5 tygodni przy mozliwie najnizszym koszcie. Ile wynoszg koszty
skrocenia.

Ad a)

Stosujac metody planowania $ciezki krytycznej CPM wyznaczono si¢ czynno$ci dla przedsigwzigcia z
normalnymi czasami trwania czynnosci (rys. 1). Na tukach zobrazowano normalne czasy trwania czynnosci, zas
w nawiasach okraglych przedstawiono czasy graniczne (do jakich warto$ci mozna je maksymalnie skrocic).

Rys. 1. Model sieciowy z normalnymi czasami trwania czynnosci.

Istnieje zatem jedna $ciezka krytyczna: 0-1-2-3-4-5-6 o dlugosci 43 tygodni. Przedsigwzigcie moze zatem
najwczesniej zakonczy¢ sie po uptywie 43 tygodni. Koszty taczne wykonania wszystkich czynno$ci (i,j) wynosza:

Yijeu K((,l{)j) = 219 [tys. z1].
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Adb) Wyznaczamy zapasy czasu catkowitego Z.({, j) oraz gradient kosztow S;; = 7 dla kazdej czynnosci

(tabela):

Czynnosci (i,j) tn tg | Kn | Kg | S;; | Z.(i,))
(0,1 10 |6 3040 [25 | o®
12) 210 43|45 |1 | 0(
(13) 8§ |6 26130 | 2 8
(2.3) 4 | 4 5115 |- | 0
2.4) 7 |5 20]22 |1 2
2,5) 11 7 24 (30 | 1,5 2
(.4 5 |5 010 |- | 0™
(4.5) 4 |3 8§11 |3 | 0"
(4,6) 9 |6 6] 19 | 1 3
(5.6) 8 |3 27037 |2 | oM

Koszty razem 219|259

Zauwazmy, ze dla czynnosci (2,3) oraz (3,4) gradient kosztow nie istnieje, gdyz sg one juz wykonywane w czasach
granicznych i dalsze skracanie jest niemozliwe.

Zaczynamy skraca¢ oczywiscie te czynnosci lezace na $ciezce krytycznej, ktore maja najmniejszy gradient

(najnizszy wzrost kosztow akceleracji).

e  Skracamy zatem czynnos$¢ (1,2) o 2 tygodnie do jej czasu granicznego. Koszt akceleracji wynosi zatem K; =
2%1=2 [tys. z]. Sciezka krytyczna pozostaje ta sama: 0-1-2-3-4-5-6. Czas trwania realizacji
przedsiewziecia 43-2=41 tygodni. Rysunek sieci po skroceniu przedstawia rys. 2.

Rys. 2. Sie¢ po (1) etapie akceleracji.

e  Skracamy nastgpnie kolejng czynno$¢ na $ciezce krytycznej (wedhug wzrastajacego gradientu) tj. (5,6), ale
tylko o 3 tygodnie (a nie 0 5), gdyz powstanie druga $ciezka krytyczna o tej samej dhugoéci i wigksze skrocenie
tej czynnosci byloby nieefektywne kosztowo (generuje dodatkowe koszty a czas trwania przedsiewzigcia nie
ulega zmianie). Koszt akceleracji wynosi zatem K, = 3 * 2 = 6 [tys. zt]. Powstaja dwie rownolegle $ciezki
krytyczne: 0-1-2-3-4-5-6 oraz 0-1-2-3-4-6. Czas trwania realizacji przedsigwzigcia 41-3=38 tygodni. Rysunek
sieci po akceleracji przedstawia rys. 3.

Rys. 3. Sie¢ po (2) etapie akceleracji.



e Mozemy teraz skroci¢ (5,6) o kolejne 2 tygodnie. Tym samym musimy jednoczesnie na drugiej rownolegtej
$ciezce skroci¢ czynnos$¢ (4,6) takze o 2 tygodnie. Koszt akceleracji wynosi zatem K3 =2*2+2%1=6
[tys. zt]. Sciezki krytyczne pozostaja dalej te same (dwie rownolegle): 0-1-2-3-4-5-6 oraz 0-1-2-3-4-6. Czas
trwania realizacji przedsiewzigcia 38-2=36 tygodni. Rysunek sieci po akceleracji przedstawia rys. 4.

Rys. 4. Sie¢ po (3) etapie akceleracji.

e Skracamy teraz (0,1) o 4 tygodnie. Koszt akceleracji wynosi zatem K, = 4 * 2,5 = 10 [tys. z}]. Sciezki
krytyczne pozostaja dalej te same (dwie rownolegte): 0-1-2-3-4-5-6 oraz 0-1-2-3-4-6. Czas trwania realizacji
przedsigwzigcia 36-4=32 tygodnie. Rysunek sieci po akceleracji przedstawia rys. 5.

Rys. 4. Sie¢ po (4) etapie akceleracji.

e W ostatnim (5) etapie mozemy wreszcie skroci¢ (4,5) o 1 tydzien. Tym samym musimy jednocze$nie na
drugiej réwnolegtej $ciezce skroci¢ czynnosé (4,6) takze o 1 tydzien. Koszt akceleracji wynosi zatem K5 =
1% 3+ 1% 1 =4 [tys. zt]. Sciezki krytyczne pozostaja dalej te same (dwie rownolegle): 0-1-2-3-4-5-6 oraz
0-1-2-3-4-6. Czas trwania realizacji przedsigwzigcia 32-1=31 tygodni. Rysunek sieci po akceleracji
przedstawia rys. 5.

Rys. 5. Sie¢ po (5) etapie akceleracji.



Poniewaz wszystkie czynnosci na $ciezkach krytycznych zostaty skrocone do czasow granicznych dalsze
skracanie jest niemozliwe. Tym samym mozemy maksymalnie analizowane przedsiewziecie skroci¢ do czasu 31
tygodni. Wiaze si¢ to ze zwigkszeniem kosztéw realizacji o

AK =K, +K, +K;3+K,+Ks=2+6+6+10+4 = 28 tys. zt.

Laczne koszty realizacji catego przedsigwzigcia w takim terminie wyniosg zatem:

_ @) _ _
K =YKo +AK = 219 + 28 = 247 tys. zk

Ad c) Mozemy skroci¢ przedsigwziecie do 36 tygodni, tak aby koszty akceleracji nie byly wieksze niz 14 tys. zt.
(akceleracja z 3 pierwszych etapow)

Ad d) Jezeli skrocimy przedsiewzigcie o 5 tygodni (do 38) to koszty takiej akceleracji wyniosa 8 tys. zt. (koszty

akceleracji z 2 pierwszych etapow).

Przyklad 2. (algorytm PERT-Cost) Pewien etap wigkszego przedsigwzigcia sktada si¢ z 11 czynnosci, ktorych
parametry sieci przedstawia tabela:

@) tn Eg Kn Kg 1 2

(1,2)| 15 10 1200 1300| 0,9 | 14
(1,3) 8 8 300 300 - -
(1,4) 7 5 200 400 0,5 25
2,5 15 13 250 370 0,6 | 1,1
2,6)| 10 8 740 820 0,5 1,7
(3,6) 8 5 300 390 0,8 | 1,2
4,6)| 12 11 620 635 0,7 | 1,9
@,7)| 25 20 500 625 0,7 | 1,1
(5,8)| 20 17 490 556 | 0,75 1,5
6,8)| 22 20 1100 | 1400| 0,8 | 1,6
(7,8)| 16 15 950 1200 0,5 1,2
Suma 6650 | 7996

a) Narysowaé¢ model sieciowy tego projektu.

b) Okresli¢ normalny koszt jego realizacji, czas zakonczenia w warunkach normalnych oraz §ciezke krytyczna.
c¢) Stosujac metode PERT-Cost okresli¢ koszt programu optymalnego dla najkrétszego czasu jego realizacji.
Wskazac roéznice kosztow przy zastosowaniu programu optymalnego oraz kosztow granicznych.

d) Zaktadajac, ze dopuszczalne ryzyko dotrzymania terminu wynosi 20%, wyznaczy¢ najkrotszy czas zakonczenia
projektu w tych warunkach.

Ada)ib)
Model sieciowy tego przedsiewzigcia przedstawia rysunek (rys. 1)

Rys. 1. Model sieciowy projektu z normalnymi czasami (Srednimi) realizacji jego czynnosci.



Gdyby czynnosci tego projektu (przedsigwzigcia) odbywaly si¢ w warunkach normalnych realizacji jego
czynnosci to przedsigwzigcie srednio moze zakonczy¢ si¢ po 50 jednostkach czasu. Istnieje 1 Sciezka maksymalna
krytyczna: 1-2-5-8. Laczny koszt wykonania przedsigwzigcia w czasach normalnych wyniesie 6650 jednostek
pienieznych.

Adc)

Zalozenia:

Podobnie jak w metodzie CPM-Cost przyjmujemy liniowy przebieg zaleznosci kosztéw od czasu jednak za czas
przyjmujemy czas przecietny (Sredni — oczekiwany) wykonania czynnosci.

Zaktada si¢, ze w miar¢ skracania czaséw poszczegdlnych czynnosci od czasu normalnego t, do czasu
granicznego t, (przy zmianie kosztow od K, do K; zachowane sg stale relacje czasoéw poszczegdlnych czynnoscei:

- dla czasu optymistycznego (najkrotszego) a: ? = % = ‘;—g =n
n s g
. S b, _bs _ b
- dla czasu pesymistycznego (najdtuzszego) b: E—” = E—S = E—g =r,
n s g

gdzie: t; — jest czasem czynnosci przyspieszonych (skracanych).

Z relacji tych mozna wyznaczy¢

- czas modalny dla czynnos$ci skracanych: m = w ts (1)

—r)? -
- wariancje dla czynno$ci skracanych: O'izj = % tsz 2)

: . \ Kg—K.
Natomiast gradient kosztow wyznaczamy ze wzoru: S;; = Eg E" 3)
n—tg

Wariancja dla najwczesniejszego czasu zakonczenia przedsigwzigcia w czasach normalnych wyniesie zatem przy
jednej Sciezce krytycznej: 1-2-5-8 (ze wzoréw (2) z czasami normalnymi) o -, = 0, + 055 + 95 = 1,56 +
1,56 + 6,25 = 9,37. Odchylenie standardowe: Oty=tg = 9,37 = 3,06.

Tabela przedstawia wyznaczone ze wzoru (3) wartosci gradientow kosztow oraz zapasy czasu catkowitego dla
$rednich czasow wykonania czynno$ci w warunkach normalnych.

(i,j) tn tg Kn Kg 1t ) Sl] ZC(L,j)
(1,2)| 15 10 1200 | 1300 | 0,9 1,4 20 0*
(1,3) 8 8 300 300 - - - 12
(1,4) 7 5 200 400 0,5 25 100 2
2,51 15 13 250 370 0,6 1,1 60 0*
2,6)| 10 8 740 820 0,5 1,7 40 3
3,6) 8 5 300 390 0,8 1,2 30 12
4,6)| 12 11 620 635 0,7 1,9 15 9
@,7)| 25 20 500 625 0,7 1,1 25 2
(5,8)| 20 17 490 556 | 0,75 1,5 22 0*
6,8)| 22 20 1100 | 1400 | 0,8 1,6 150 3
(7,8)| 16 15 950 1200 | 0,5 1,2 250

Suma 6650 | 7996

(iteracja 1)

Skracamy czynno$¢ na $ciezce krytycznej o najmniejszym gradiencie kosztow (1,2) tylko o 2 jednostki (a nie o
5), bo powstang dwie rownolegle $ciezki krytyczne: 1-2-5-8 (juz istniejaca) oraz 1-4-7-8 (nowa) o tej samej
dtugosci 48.

Rysunek sieci po skroceniu przedstawia rysunek (rys. 2). Przedsigwzigcie $rednio moze zakonczy¢ sig¢
najwczesniej po 48 jednostkach czasu.

Koszt skrocenia: K; = 2 * 20 = 40 [j. k. — jednostek kosztow]

Wariancja dla najwczesniejszego czasu zakonczenia przedsiewzigcia na tym etapie skracania (akceleracji) czasow
trwania czynnosci wyniesie przy 2 $ciezkach krytycznych: 1-2-5-8 oraz 1-4-7-8: of —, = max{o{, + 035 +

02; 0% + 0 + 0%} = max{1,17 + 1,56 + 6,25; 5,44 + 2,78 + 3,48} = 11,7.  Odchylenie  standardowe:
Gpmty = VIL7 = 3,42.



Rys. 2. Model sieciowy projektu po pierwszym etapie skrocenia czynnosci.

(iteracja 2)

Skracamy czynnos¢ (1,2) o kolejne 3 jednostki i jednocze$nie na drugiej Sciezce czynnosc¢ (4,7) — o najmniejszym
gradiencie kosztow takze o 3 jednostki.

Rysunek sieci po skroceniu przedstawia rysunek (rys. 3). Przedsigwzigcie $rednio moze zakonczyC sie
najwczesniej po 45 jednostkach czasu.

Koszt skrocenia: K, = 3 * 20 4+ 3 * 25 = 135 [j. k. — jednostek kosztow].

Wariancja dla najwczesniejszego czasu zakonczenia przedsiewzigcia na tym etapie skracania (akceleracji) czasow
trwania czynnosci wyniesie przy dalej dwoch $ciezkach krytycznych: 1-2-5-8 oraz 1-4-7-8: 0t2k=t8 =
max{o’, + 0% + 02; 04 + 02, + 0%} = max{0,69 + 1,56 + 6,25; 5,44 + 2,15 + 3,48} = 11,07. Odchylenie

standardowe: Otp=ty = 11,07 = 3,33.

Rys. 3. Model sieciowy projektu po drugim etapie skrocenia czynnosci.

(iteracja 3)

Skracamy kolejng czynno$¢ na pierwszej §ciezce krytycznej o najnizszym gradiencie kosztow (5,8) o maksymalne
3 jednostki oraz jednoczesnie na drugiej $ciezce czynno$é (4,7) o 2 jednostki oraz (1,4) o jeszcze 1 jednostke.
Rysunek sieci po skroceniu przedstawia rysunek (rys. 4). Przedsigwziecie s$rednio moze zakonczy¢ sie
najwczesniej po 42 jednostkach czasu.

Koszt skrocenia: K3 = 3 * 22 4+ 2% 254+ 1 %100 = 216 [j. k. — jednostek kosztow].

Powstaje trzecia rownolegta $ciezka krytyczna: 1-2-6-8.

Wariancja dla najwczesniejszego czasu zakonczenia przedsigwzigcia na tym etapie skracania (akceleracji) czaséw
trwania czynno$ci wyniesie przy trzech Sciezkach krytycznych: 1-2-5-8, 1-4-7-8 oraz 1-2-6-8: Jtzkzts =
max{oZ, + 0% + 02g; 044 + 02, + 0%; 0% + 0% + 04} = max{0,69 + 1,56 + 4,52; 4 + 1,78 + 3,48; 0,69 +

4 + 8,6} = 13,29. Odchylenie standardowe: Oty=ty = V13,29 = 3,65.



Rys. 4. Model sieciowy projektu po trzecim etapie skrocenia czynnosci.

(iteracja 4)

Skracamy czynnosc¢ (2,6) o 2 jednostki oraz jednoczesnie na drugiej Sciezce czynnos$¢ (2,5) o 2 jednostki oraz na
trzeciej (1,4) o 1 jednostke oraz (7,8) tez o 1 jednostke.

Rysunek sieci po skroceniu przedstawia rysunek (rys. 5). Przedsigwzigcie S$rednio moze zakonczyC sie
najwczesniej po 40 jednostkach czasu.

Koszt skrocenia: K, =2 %404+ 2+ 604+ 1 %100 4+ 1 * 250 = 550 [j. k. — jednostek kosztow].

Wariancja dla najwczesniejszego czasu zakonczenia przedsiewzigcia na tym etapie skracania (akceleracji) czasow
trwania czynno$ci wyniesie przy istniejacych trzech $ciezkach krytycznych: 1-2-5-8, 1-4-7-8 oraz 1-2-6-8:
0} =, = max{of, + 035 + 0dg; 08y + iy + 07g; 0F, + 036 + 05} = max{0,69 + 1,17 + 4,52;2,78 + 1,78 +

3,06; 0,69 + 2,56 + 8,6} = 11,85. Odchylenie standardowe: Opp=ty =V 11,85 = 3,44.

Rys. 5. Model sieciowy projektu po czwartym (ostatnim) etapie skrocenia czynnosci.

Poniewaz wszystkie czynnos$ci na jednej chociaz ze $ciezek krytycznych sa wykonywane w czasach $rednich
granicznych (w tym wypadku na wszystkich) to jest to najkrotszy mozliwy termin akceleracji tego projektu.
Projekt mozna zatem zrealizowaé w najwczeSniejszym terminie po czasie Srednio 40 jednostek czasu z
odchyleniem 3,44 j. czasu. Koszty takiej akceleracji w porownaniu z kosztami normalnymi (w normalnych -
zwyklych warunkach) zwigksza sie o AK =K; + K, + K3 + K, =40+ 135+ 216 + 550 =941 [j. p.].
Wyniosg zatem K; = K,, + AK = 6650 + 941 = 7591 [j. p.]

Add)
Skorzystamy z zaleznosci (*): tP = f_g + Ot * Uq, gdzie: tP — szukany najwcze$niejszy termin dyrektywny, za$
u, — jest wartoscig odczytana z tablic rozktadu normalnego standaryzowanego Z: N(0,1) dla kwantyla rzedu a =
20% = 0,2, dla ktorego zachodzi zalezno$¢: P(Z = u,) = a.
W naszym przypadku u, = 0,84, bo P(Z > 0,84) = 0,2 (20%).

g

Zatem ze wzoru (*) mamy: tg;“’ =u, = 0,84. Czyli t° = 40 + 3,44 0,84 = 42,9 [j. czasu]
tg

Whiosek: Jesli dopuszczamy maksymalne ryzyko dotrzymania terminu dyrektywnego na poziomie 20% to ten
termin (dyrektywny) zakofczenia projektu nalezy ustalié na poziomie nie mniejszym niz t°=42,9 (43) jednostki
czasu.



