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 Tresci ksztalcenia (wyklady — 30, laboratoria - 15):

O Istota i geneza badan operacyjnych. Przedmiot i metodologia badan operacyjnych
- 2 godz.

 Zadania programowania liniowego (wybrane liniowe problemy decyzyjne, dualizm
w programowaniu liniowym, algorytm Simplex, zagadnienia transportowe) — 6
godz. ( 4 godz.)

0 Programowanie nieliniowe w kontekscie zadan programowania liniowego
- 2 godz., (2 godz.)

0 Zadania programowania dynamicznego (algorytm Bellmana) — 2 godz.
Q Przykiadowe problemy optymalizacji dyskretnej, metoda podziatu i ograniczen,

zagadnienie komiwojazera - algorytmy heurystyczne poszukiwania rozwigzan
-4 godz. (3 godz.)



 Tresci ksztalcenia (wyklady i ¢wiczenia):

O Elementarne pojecia teorii graféw - problemy decyzyjne w ujeciu
sieciowym - 6 godz. (2 godz.)
- programowanie sieciowe z kryterium czasu: metoda sciezki
krytycznej CPM,
- planowanie przedsiewzie¢ z kryterium kosztowym,
- planowanie w warunkach niepewnosci - algorytm PERT,
- maksymalny przeptyw w sieci (algorytm Forda-Fulkersona),

O Elementy programowania wielokryterialnego - 2 godz. (2 godz.)
O Elementy teorii gier — 2 godz.

O Wybrane zagadnienia systemow kolejkowych - 2 godz.

O Praktyczne zaliczenie laboratorium — 2 godz.

O Pisemne zaliczenie wyktadow - 2 godz.



 Efekty ksztalcenia - umiejetnosci

1. Zdobycie wiedzy:
« o sposobach modelowania matematycznego zagadnien
decyzyjnych;
* o0 réznych metodach poszukiwania rozwigzan optymalnych zadan
decyzyjnych.
2. Zdobycie umiejetnosci:
 budowania modeli matematycznych zagadnien decyzyjnych:;
* rozwigzywania probleméw decyzyjnych z wykorzystaniem
wilasciwych technik i metod badan operacyjnych;
 wykorzystania oprogramowania komputerowego (np. arkusza
kalkulacyjnego ,,Excel” plus dodatek ,,Solver”) do rozwigzywania
roznorodnych problemoéw decyzyjnych dotyczacych problematyki
zarzgdzania.



O Warunki zaliczenia przedmiotu:

1. Zaliczenie pisemne wykiadow:
- zaliczenie testowe (test jednokrotnego wyboru) sprawdzajace
opanowanie tresci ksztatcenia omawianych na wyktadach.

2. Praktyczne zaliczenie laboratoriow:

- sprawdzenie praktycznych umiejetnosci modelowania i rozwigzywania
wybranych probleméw decyzyjnych w zarzadzaniu z wykorzystaniem
arkusza kalkulacyjnego ,,Excel” oraz modutu ,,Solver”.

3. Ocena koncowa jest srednig ocen z zaliczenia testowego wyktadow
(z wagg 0,4) oraz zaliczenia praktycznego laboratoriow (z waga 0,6).
Obie skltadowe oceny muszg by¢ pozytywne.
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 Istota Badan Operacyjnych

Badania Operacyjne — Operational Research — Operations Research

Definicja badan operacyjnych (czym sa badania operacyjne)

¢ Definicja podawana przez Amervkanskie Towarzystwo Badan Operacyjnych

(Operations Research Society of America ORSA) w 1990 r.

(1) Badama operacvine to naukowe podejscie do procesow podejmowania decvzn

(2) Badama operacyjne koncentriya sie wokol zagadnien naukowego decydowania jak
najlepiej projektowac 1 obshigiwad roznorakie systemy (np. systemy produkcyjne,
transportowe, logistyczne, gromadzenia 1 magazyvnowama zasobow), zazwycza) w
warunkach wymagajacych wykorzystania (przydziatn, alokacji) ograniczonych
zasobow.

* Bryvtyjskie Towarzystwo Badan Operacyvjnvch (British Operational Research
Society) w 1962 r. definiuje badania operacyjne jako:

» Wykorzystanie formalnych modeli matematycznych do badama zloZzonych
problemow decyzvinych powstajacvch w  procesach zarzadzamia duzvmi
systemami ludzkimi, maszyvnowymi, materialowymi, piemieznymi w przemysle,
biznesie, zarzadzaniu panstwem oraz obronnosci.




J Rozwdj Badan Operacyjnych

Chronologia czasowa rozwoju
Badan Operacyjnych — wazniejsze osiagniecia

Zrodlo: S. L Gass, A. A. Assad, 4An annotated timeline of operations research —
An informal history, Springer 2005.

e Prekursorzy badan operacyjnych (1564-1935)
1654 — okreslenie wartosci oczekiwanej (Expected Value)

Blaise Pascal (francuski matematyk) — opisat jak obliczaé wartoéc oczekiwana gry
hazardowe;, jako wartosci oczekiwane; (Sredmie) wygrane)) w oparciu o prawdopodobienstwo
wielokrotne) wygrane) W grze — zastosowania w teorii gier 1 w grach decyzyjnyvch.

1657 — pierwsza nowoczesna monografia dotyczaca teorii prawdopodobienstwa

Christiaan Huvgens (dufiski uczony) — napisal pierwsza nowoczesna ksiazke naukowa
dotyczaca rachunku prawdopodobienstwa. Zawarl w nie; formalna definicje wartosci
oczeliwaney, rekurencyjna  metode rozwiazywama  problemdow  z  rachunku
prawdopodobiefistwa oraz sposob obliczama tzw. sprawiedliwe) wygrane; w grze (fair value
of game). Jego prace w pewnym sensie powiclaly badamia Pascala, ale pracowal od niego
niezaleznie. Podal wlasne dowody twierdzed dla opracowane) przez siebie teorii.

1665 — opracowanie metod numerycznych obliczania pierwiastkéw rownan pierwszego
stopnia: f{(x)=0 i warunkoéw istnienia ekstremow funkcji wielu zmiennych

Sir Isaac Newton (angielski uczony) — opracowal numeryczna przvblizona metode
rozwiazywania tego typu rownan. Metoda Newtona jest stosowana do rozwiazywania rownan
z wiceloma zmiennymi oraz poszukiwamia ckstremow takich funkcji. Zostala poznie
zaadoptowana do rozwiazywania nieliniowych problemdw optymalizacyjnyvch z wieloma
warnnkami.




1713 — pierwsze rozwiazanie minimaksowe dla optymalnej strategii wygranej w grze

James Waldegrave (angielski Baron Waldegrave of Chewton) — opracowal metode obliczania
wygrane] dla pewnej gry hazardowej w karty dla dwoch oséb. Rozpatrywat problem wybom
optymalne) strategi1 dla gracza, ktora maksymalizuje prawdopodobienstwo wygrane] gracza
niezaleznie od wybora strategii przeciwnika — jego metoda zwana strategia minimaksowa
weszla do kanonu metod optymalizacyinych majacych zastosowania w teorit gier.

1718 — pierwszy kurs teorii prawdopodobienstwa (The Doctrine of Chances)

Abraham de Moivre (francuski uczony - matematyvk) — w trzech edvejach swoich monografii
zawarl wprowadzenie do elementarne; teorint rachunku prawdopodobienstwa oraz zawart
pokainy  zbior  rdZnorakich  problemdéw  probabilistycznych  oraz matematyki
ubezpisczeniowe].

1763 — opracowanie reguly Bavesa dla prawdopodobiefnstwa warunkowego

Thomas Bawves (angielski duchownv) - zaproponowal regule (formule) oszacowania
prawdopodobiefstwa warunkowego dla niezaleinych zdarzen, wykorzystujac wiedze a priori
o wystapieniu zdarzemia bedacego konsekwencja weczesniejszego zajscia tvch zdarzen.

1788 — metoda czynnikéw nieoznaczonyvch Lagrange’a

Joseph-Loms de Lagrange’s (francuski matematyk) — opracowal metode znajdowania
ekstreméow warunkowych funkeji wielu zmiennych, dla warunkéw w postaci rownosci —
zastosowania w optymalizacii nieliniowe;.

1789 — poczatki teoril uzytecznosci

Jeremy Bentham (angielski prawnik 1 filozof) — opublikowal monografie w ktore; zawart tzw.
regule uZzytecznosdci (principle of utility). Podal zatozenia 1 podstawy teoril uzyvtecznosci,
ktore) byl prekursorem.
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1795 — opracowanie metody najmniejszych kwadratow

Carl Friedrich Gauss (niemiecki matematvk) 1 Adnen-Marie Legendre (francusk: matematyk)
— niezaleznie opracowali metode naymniejszyvch kwadratow, ktora jest podstawowa metoda
znajdowania nieznanych parametrow ogolnego modelu regresy, ktore czesto stosowane sa w
badaniach statystycznvch oraz w zastosowaniach badaniach operacvinych.

1826 — pierwsze metody rozwiazania ukladu nieréwnosci

Jean-Baptiste-Joseph Fournier (francuski matematyvk) — jako pierwszy sformulowal problem
decyzyiny, jako liniowe zadanie optymalizacyine z warunkami w postaci lintowych
nierdwnosci oraz zajmowal sie metodami rozwiazywama ukladu nierdwnosct limowvch.

1826 — rozwiazanie ukladu réwnan limowych

Carl Friedrich Gauss (matematyk niemiecki) — opracowal sposob rozwiazywania ukladu
rownan lmiowych, ktory wykorzystuyye metode przeksztalcenia wierszy  macierzy
wspolczynnikow tego ukltadu rownan 1 sprowadzania tej macierzy do rownowaznej jej postaci
jako gorne) trogkatne) macierzy.

1833 — pierwsza idea zastosowania komputera

Charles Babbage (angielski matematyk 1 wynalazca) — jako pierwszy opracowal idee budowy
komputera ogélnego zastosowania (tzw. Analytical Engine), jednak nigdv go nie zbudowat.
Zaprojektowal specjalne karty na przechowywanie danych 1 zdefimiowal zbior mstruken —
program.

Jest uwazany jako pierwszy badacz, ktory zajmowat sie problemami badan operacvinych —
badat problem optymalizacji kosztoéw obshugi przy wysylaniu listow na poczeie Brytyskiey
(British Post Office).
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1845 — rownania przeplywow sieciowych

Gustav B Kirchhoff (miemiecks fizvk) — podat dwa sbynne praw przepbywu w sieca
elektryczne). Zostaly one zaadoptowane do zagadnieni optymalizacyi sieciowe] 1 przeplywow
w sieciach.

1900 — opracowanie podstaw planowania realizacji projektow. Wykresy Gantta w
planowaniu przedsiewzieé (harmonogram realizacji czynnosci przedsiewziecia)

Henrv L. Gantt — opracowal metode planowania realizacji projektow 1 przedstawiania w
sposob graficzny w postact wykresow shupkowych (wykresy Gantta) harmonogramu realizacji
przedsiewziecia: wzajemnego powiazania czvnnosci, kolejnosci poprzedzania 1 nastepowania
czynnosci, czasow zakoficzenia czynnosci, aktualnego stanu w ktorym znajduje sie projekt.
Do dzié jest to jedna z podstawowych metod zarzadzama realizowanyvmi projektami,
zwlaszeza w budownictwie.

1900 — test zgodnosci Chi-kwadrat

Karl Pearson (brytviski statystyk) — opracowal test zgodnosci oparty na statvstyce Chi-
kwadrat, ktory do dzisiaj jest podstawowa metoda badania zgodnosei rozktadu empirycznego
z zadanym rozkladem teoretvcznym.

1906 — optimum w sensie Pareto

Vilfredo Pareto (wlosk: ekonomista) — zaproponowal, ze w svtuacjach wallki konkurencyjne;
rozwiazanie dla graczy (konkunyacvch ze soba) jest optymalne (efektvwne), gdv zadowolenie
(korzysc) kazdego z graczy nie moze byc zwickszone, bez obniZzenia zadowolenia (korzysct)
co najmniej jednego z pozostalvch graczy.

W sytuacjach optvmalizacpt wicelokryvterialne) (przyv wielu celach) optimum Pareto jest
praktycznym rozwigzaniem, w ktorym wzrost wartosct jednego celu moze byé osiagniete
tylko kosztem zmniejszemia wartosci co najmnie] jednego mnego celu.
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1907 — proces stochastyczny w sensie Markowa i lancuchy Markowa

Andrer Andreevich Markov (rosyjski matematyvk) — opracowat koncepcje procesu Markowa
jako procesu kolejno nastepujacych po sobie eksperymentow (polaczonvch w tzw_ tancuch).

Procesy stochastyczne w sensie Markowa 1 lancuchy Markowa sa wykorzystywane w
metodach badan operacvinych m in. w analizach systemow kolejkowvch 1 masowe] obshugi.

1909 — pierwsze badania ruchu (zgloszen) w centrali telefonicznej

Agner Krarup Erlang (dunski mnZvnier) — jako pierwszy zamodelowal proces badama zgloszen
w centrali telefonicznej (pracowal jako glowny inzynier w Copenhagen Telephone Company)
1 pokazal, ze proces zgloszen moze byc modelowany rozkladem Poissona. W 1917 podat
wzory dla stynnych formut strat dla zgloszen telefonicznych (Erlang loss formulas) Byt
prekursorem nowoczesne) teori kolejek.

1909 — pierwsza monografia dotyczaca problemoéw optymalnego zlokalizowania
instalacji (obiektu) — Facility location problem

Alfred Weber (niemiecki ekonomista) — napisal monografie dotyczaca problemow optymalne)
lokalizacyi obiektow (budynkow, fabryk, magazynow, hurtowni). Zwrocit tym samym uwage
ekonomistow 1 analitvkow na waznosc tego typu problemow - przemvstowe) lokalizacy
obiektow.

Weber nie podawat metody rozwiazywania tego typu problemow, ale omawiat szezegolowo
ogolne problemy lokalizacyt centralnego obiektu (fabrvka, magazyn), ktore musza
zaopatrywac (lub byé zaopatrywane) kilka innych punktéw dystryvbucyi (centra dvstrvbucyine,
sklepy), tak aby wazona suma odleglosci do wszystluch punktow dostaw byla mimimalna. W
jego modeln wagi bvly udziatem wielkosci zasobow wysylanvch z obiektu centralnego do
kazdego punktu dystrybucyi.
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1913 — poczatek teorii Zapaséw — model Economic Order Quantity (EOQ)

Ford W. Harris — podat dobrze znana pierwiastkowa formule obliczania tzw. ekonomicznie
uvzasadnione) wielkosci zamowiemia (EOQ — opublikowany w 1913), ktora stala sie
kamieniem wegielnym rozwoju wspolczesne teoril zarzadzama zapasami.

1930 — pionierskie badania systemoéow kolejkowvch - formula Pollaczka dla systemow
kolejkowych typu M|GJ|1

Felix Pollaczek — byl piomierem badan nad systemam kolejkowymi 1 podat formule na
obliczanie sredniego czasu oczekiwania w systemach kolejkowych typu M|G|1. Analizowat
poznie] bardzie) zloZone systemy kolejkowe, ale analiza tego typu systemoéw okazata sie
bardzo trudnym problemem decyvzvinym do opisu analitycznego.

1931 — poczatek teorii kontroli jakosci w przemysle

Walter A. Shewhart — stworzyl podstawy tzw. statystyczne) kontroli jakosci 1 opracowal
graficzna metode przedstawiania procesu kontroli jakodci (tzw. control charts), ktora
wyznaczyvla kierunk: dalszego rozwoju w te) dziedzinie.

1932 — opracowanie podstaw teorii testowania hipotez statystycznych

Jerzy Neyman 1 Egon S. Pearson — opracowali podstawy teoru testowania hipotez
statystvcznvch, ktora byla znacznym krokiem naprzod w stosunku do stosowanego
dotycheczas podejécia ad-hoc Fonalda A Fishera. Wprowadzili m.in. pojecie hipotezy
zerowej, alternatywne), optymalnego testu oraz podstawowe dwa typy bledow wnioskowania
statystvcznego (blad I 1 Il-rodzaju, moc 1 poziom i1stotnogci testu).

14



e Narodziny Badan Operacyjnych (1936-1946)

1936 — data zerowa — Brytyjskie zastosowania militarne — pojawienie sie nazwy: badania
operacyjne (operational research)

W tym roku Brytyyski minister lotnictwa powolal osrodek badawczy kontroli radarowe) kraju
Bawdsey Manor Eesearch Station w Suffolk, w celu przeprowadzenia badac na ile skuteczny
moze okazac sie nowo wprowadzany system ochrony radarowe) do przechwytywania wrogich
samolotow. Pierwszym kierownikiem osrodka byl Eobert Watson-Watt kierownik wydzialn
Fadiowego w National Physical Laboratory. Wrysitki grupy oficerow RAF, cywilnych
naukowcow daty poczatek nowe) dziatalnosci badawczo-nankowe) w naukach stosowanvch,
ktore whkrotce zostaly nazwane - operational research (badania operacyjne).

W 1941 roku grupa badawcza przyjela nazwe - Operational Research Section, RAF Fighter
Command.

1936 — pierwsza maszyna liczaca — maszyna Turinga

Alan M. Turing (angielski matematyk) jako pierwszy sformalizowal jezyvk zapisu obliczen
komputerowvch oraz wprowadzit model maszyny Turinga jako model uniwersalne) maszyny
do obliczen (skladalta sie z 1 - jednostki sterujace; (obliczemiowep), 2 - tasmy do
wprowadzania danych — podzielone] na pola, z ktorych kazdv kwadrat mogl odezytvwac tyvlko
jeden symbol ze zbioru dyskretnych dopuszezalnych symboli danych oraz 3 — glowicy
odczytujaco - zapisujace), ktora przesuwata sie wzdhuz tasmy 1 przesyvlala odczytane dane do
jednostki sterujacey)

1937 — sformulowanie problemu komiwajazera (travelling salesman problem)

Albert W_ Tucker — jako pierwszy sformutowal najstynniejszy problem kombinatoryczny tzw.
zagadnienie komiwojazera (sprzedawca — komiwojazer zamierza odwiedzic zbior miast tylko
jeden raz 1 powrocic do miasta startowego, tak aby droga przebyta przez miego, lub koszt
marszruty byt minimalny).

Poznie) Merrill M. Flood spopularyzowat problem w 1936 roku na tamach wydawnictwa
Operations Research.
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1941 — sformulowanie zagadnienia transportowego

Frank L. Hitchcock — sformutowat klasyczne zagadnienie transportowe - przewozu towarow
od grupy nadawcow do grupv odbiorcow po mimimalnym koszcie. W swoje) pracy podatl
takze zarys procedury rozwiazania tego problemu. W czasie II wojny dwiatowe) Tjalling C.
Koopmans niezaleznie zajmowal sie tego tyvpu problemem 1 podat dokladna metode jego
rozwiazania. Pozniey George B. Dantzig dokonat formalnego =zapisu zagadnienia
transportowego, sformulowat jego teorie oraz dokonal powtomego rozwiazama -
zastosowaniem metody Simplex.

1943 — poczatki teorii sieci nenronowych

Warren 5. McCulloch and Walter H. Pitts wprowadzili model sieci neuronowych jako

odzwierciedlenie modelu funkcjonowama ludzkiego mozgu 1 sytemu nerwowego

1945 — sformulowanie zagadnienia diety (jeden z najczesciej podawanych przykladéw
problemdéw decyzyjnych dotyczacych optymalizacji liniowej)

George Stigler (ekonomista) — sformulowal limiowy problem decvzyviny polegajacy na
okreileniu optvmalne; ilodci potrzebnvch produktow ywieniowych, aby sporzadzié diete
wymagajaca dostarczema odpowiednie) ilosci skladnikow odivwezyvech (oraz wymagane)
liczby kalorii), przy minimalnyvm koszeie zakupu produktow.

1946 — pierwszy cyfrowy komputer ENIAC

ENIAC (Electronic Numerical Integrator and Computer) — byl pierwszym nowoczesnym,
ogolnego zastosowania komputerem na Swiecie. Mozliwosc zastosowania komputerow w
badaniach operacyjnych byvla milowym krokiem w rozwoju tej dziedziny nauki.

1946 — opracowanie zalozen metod symulacyjnych symulacji Monte Carlo

stanistaw Ulam (polski matematyk 1 fizvk teoretyczny) — opracowal podstawy teoretyczne
metod symulacyjnvch opartych na tzw. metodach Monte Carlo (polegajacych na symulacji
eksperymentu  w oparciu o wielokrotne losowanie liczby o zadanym rozkladzie
teoretycznym).
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* Ekspansja badan operacyjnych (1947-1950)
1947 — formalny zapis matematyczny zagadnien programowania liniowego

George B. Dantzig — podal formalny matematyczny zapis problemow programowania
liniowego - okreélajac funkcje celu oraz warunki ograniczajace.

1947 — algorytm Simplex (algorvtm rozwiazyvwania zadan programowania liniowego)

George B. Dantzig — podal procedure rozwiazyvwama zagadmien programowania limowego.
Algorytm ten mogt byé wykorzystywany do rozwiazywania wielu roiznorodnyeh problemow
optymalizaciy lhmowe) z wykorzystaniem coraz powszechnie) stosowanyvch cyfrowych
komputerow — co przvezynilo sie do ogromnego rozwoju praktvcznyvch zastosowan badan
operacyjnyvch. Algorvtm simplex zostal wybrany do 20 najznakomitszych algorytmow XX
wieku.

1950 — pierwszy periodyk dotyczacy badan operacyjnych

Operational Research Quarterly — byl pierwszym kwartalnikiem wydanym od marca 1950
roku, w ktorym publikowano artykuly z zakresu badat operacyvinych. W 1978 roku zmieniono
nazwe na Journal of the Operational Research Society.

1950 — equilibrium (ré6wnowaga) Nasha

John F. Nash — rozszerzvt von Neumanna teorie minimax dla gier dwuosobowych o sumie
zerowe) 1 wykazal, Ze kazda skonczona n-osobowa gra o dowolne) sumie ma co najmnie)
jeden punkt rownowagi w zbiorze strategii mieszanvch. W 1994 otrzymatl nagrode Nobla z
ekonomu za jego pionierskie badania nad teoria rownowagi w teorut gier niekooperacyinych
(duze zastosowania praktyvczne w negocjacjach wojskowwch, handlowych, negocjacjach na
rynku pracy)

1950 — programowanie dynamiczne
Fichard Bellman — wprowadzil technike optymalizacyina dla wielostanowego problemu
decyzyinego, bazujac na kryterium optymalnosci: dla kazdej optymalnej strategii, niezaleznie

od obecnego stanu 1 biezace) decyzji, pozostale decyzie musza stanowid strategie optvmalna,
z punktu widzenia stanu wynikajacego z podjecia biezace) decyzji.
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e Dalszy rozwoj badan operacyjnych (1951-2000)
1951 — programowanie nieliniowe

Harold W. Kuhn and Albert W. Tucker — opracowali formalnvy model matematyczoy
problemow decyvzyinvch optymalizacyi nielimowe). Podali rowniez warunki konieczne
warunki 1stnienia rozwiazan tego typu zagadmen optymalizacyjnych.

1951 — okreslenie optymalnej dynamicznej strategii odnawiania zapasow (S, s)

Eenneth Arrow, Theodore Harris, and Jacob Marschak — pokazali, ze optymalna strategia dla
system magazvnowego (w ktorym przeglad zapasow odbvwa sie okresowo z losowym
popvtem) jest strategia: zamow gdy poziom zapasow spadnie poniZey progu .5 1 dokonaj
uvzupelnienia poziomu zapasow do poziomu .57

1951 — zastosowanie lancuchow Markowa w teorii kolejek

David G. Kendall — zastosowat lancuchy markowa 1 procesy stochastyczne w sensie Markowa
dla analizy systemow kolejkowych (analizowal systemy typu M|G|1). W 1953 dokonal on
rowniez usystematvzowama (klasvfikacyi) oraz opracowal symboliczny sposob kodowania
tego typu systemow.

1952 — poczatki analizy portfelowej

Harry M. Markowitz — opracowal podstawy analizy portfelowe) na rynkach finansowych z
wykorzvstaniem metod badan operacyinvch. Podat model mieliniowego programowania
umozliwiajacy inwestorom wyznaczanie optymalnych wartosci portfela inwestycyjnego dla
oczekiwane) stopy zvskn przy zaktadanym ryvzvku (lub dla minimalnego rvzvka przy
zaktadanej stopie zysku).
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1953 — RAND — program badan logistycznych

RAND Corporation — firma badawcza (osrodek badawczy), ktora zajmowala sie
wykorzystaniem metod badan operacyjnych w zastosowaniach logistyczaych (glownie
optymalnym rozmieszczeniem bombowcow w bazach strategicznych)

1954 — algorvtm maksymalnego przeplywu w sieci

Lester B Ford, Jr. 1 Delbert Ray Fulkerson — opracowali algorytm wyznaczania
maksymalnego przephrwu w sieciach, ktorych model matematyczny podali. Podali rowniez
shynne twierdzenie, ze maksymalny przeptyw w sieci rowna sie minimalnemu przekrojowi.

1954 — idea metody podzialu i ograniczen (branch and bound)

George B. Dantzig_ Lester Ford, and Fav Fulkerson — badali wczesniejsze proby 1 metody
rozwiazama dla problemu komiwojazera. Opracowali podstawy tzw. metody podzialu 1
ograniczen, ktora jest do dzisia) wykorzystywana jako ogdlna technika przyv rozwiazyvwanin
zadan programowania catkowitoliczbowego.

1955 — poczatki programowania stochastycznego

G. B. Dantzig and E. M. L. Beale — podali podstawy programowania stochastveznego (w
warunkach miepewnosci 1 rvzvka). W standardowym wanancie programowama limowego
zaktada sie ze wszystkie dane sa deterministyczne. W programowaniu stochastveznym
zaklada sie, Ze sa to zmienne losowe.

1955 — kinematyczna teoria przeplywow w ruchu ulicznym (traffic flow)

M. J Lighthill and G. B. Whitham — zaproponowali model, ktorv opisywal proces
zachowania sie w ruchu ulicznyvm. Wprowadzili miedzy innymi pojecia fal w ruchu ulicznym
1 kolejek wynikajacych z zakorkowania sie ruchu. Ich pionierskie badania doczekaly sie
poznie) wielu zastosowan 1 adaptacyi.
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1956 — programowanie kwadratowe

Wiele problemow optymalizacyvinych jest formulowanyvch w postact modelu matematycznego
z warunkami W postaci rownan z nieujemnymi zmiennymi, ale o funkeji celu w postaci
kwadratowe). M. Frank, P. Wolfe — opracowali algorytm rozwiazyvwama tego typu zadan
decyzyinych.

1956 — problem najkrotszej sciezki w sieci

Edsger W. Dijkstra — opublikowal pierwszy efektyvwny algoryvtm (o zlozonosci obliczeniowe)
rzedu O(n®)) wyznaczania najkrotszej éciezki w grafie (sieci) o n-wierzcholkach i
nienjemnych kosztach zdefinowanych na jego krawedziach.

1957 — pierwsza miedzynarodowa ($wiatowa) konferencja badan operacyjnych

W Oxford w Anglii — odbyta sie 1 konferencja dwiatowa badan operacyjnych. Uczestniczylo
250 delegatow z 21 krajow.

1957 — zarzadzanie projektem (metody planowania sieciowego)

D. G Malcolm, J. H Roseboom, C. E Clark, W. Fazar — opracowali algorvtm
harmonogramowania realizacyi projektow (PERT - Program Evaluation and Eeview
Technique). Inne metody to metoda sciezki krvtyczne) Critical-Path Method (CPM) 1 Metra
Potential Method (MPM). Do dzig sa z powodzeniem stosowane w zarzadzaniu projektami

{zwlaszcza w budownictwie).
1958 — multi-eszelonowy model zapasow

Andrew J. Clark — wprowadzil pojecie tzw. wielo-eszelonowvch systemodw gromadzenia
zapasow, skladajacych sie z kilku lokalizac)i magazynowych, z ktorych kazdv zaopatrywany
jest tvlko z poprzedniej lokacii. Prowadzit badania symulacyine nad takimi systemami
zapasow. Clark 1 Herbert Scarf opracowali optyvmalna strategie gospodarki zapasami w takich
systemach wykorzystujac metodvke programowania dynamicznego.
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1958 — programowanie calkowitoliczhowe — tzw. metoda plaszczyzn tnacych

Ralph E. Gomory — opracowal tzw. metode plaszczyvzn tnacych, ktora przy zastosowaniu
zmodyfikowanego algorytmu simplex daje zbiezne rozwiazamia dla liniowego problemu
optymalizacyi dyskretne) (catkowitoliczbowey).

1962 — teoria zbioréw rozmytych

L. A Zadeh — sformulowat teorie zbiorow rozmytych. Analizowal zastosowamia teornn do
rozwiazywania wiclokryvterialnych problemow decyzyinych.

1964 — Vehicle routing savings algorithm (algorytm wyznaczania optymalnych marszrut
dla floty pojazdow)

G. Clarke, J. W. Wright — opracowali przvblizony 1 w ogolnosci prawie optymalny algorvtm
wyznaczania przydzialn centralnie zlokalizowanych pojazdow do obslugi tras (dostaw
towarow), tak aby catkowity koszt przvdzialu pojazdow do marszrut (tras) byt minimalny.

1967 - grv o niepelnej informacji

John C. Harsanyi — badal czv mozna modelowac teoretvcznie gry 1 strategie graczy, gdy
niektorzy z graczy nie posiadaja pelnej informacyi o waznych parametrach gry (funkcji wyplat
gry, strategu innych graczy).

Obok teorii rownowagi Nasha jego teoria stanowi chyba jedna z najbardzie) znaczacych
innowacji, z punktu widzenia praktycznych zastosowan w ekonomit 1 zarzadzaniu.

1980 — pierwsze analizy tzw. Flexible manufacturing systems (elastyvcznvch systemow
produkcyjnych)

Systemy typu FMS zaczely funkcjonowac przemysle od wezesnveh lat 70-tych. Sktadaja sie
z wielu sterowanych komputerowo (maszvn narzedzi), kazda z nich moze wykonywac wiele
operacji. Do sterowania tego typu svstemami 1 do modelowania ich funkcjonowania
wykorzystuje sie metodologie badan operacyjnych: sieci kolejkowe, liniowe, nieliniowe oraz
catkowito liczbows programowanie, metody symulacyine, algorvtmy heurystyczne).
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1981 — pierwszy komputer osobisty

IBM wprowadzilo do sprzedazy pierwszy komputer osobisty. co zrewolucjomizowalo
1 upowszechnito praktyczne wvkorzystanie komputerow 1 technik obliczeniowych.

1984 — sieci neuronowe w zastosowaniach optymalizacyjnych (Hopfield network)

John J. Hopfield — opracowal architekture sieci neuronowych wielowarstwowych (wiele
warstw neuronow ukrytych). Wykorzystal modele sieciowe 1 opracowane algorytmy do
rozwiazywania wielu zagadnien optymalizacynyvch, np. zagadmenia komiwojazera.

1989 — pierwsze badania dotvczace zarzadzania lancuchem dostaw (Supply Chain
Management)

Problem wvniknat z koniecznosci redukey1 zapasow komputeréow osobistych 1 drukarek w HP.

Lancuchy dostaw zwiazane sa z wszelkiego rodzaju aktvwnoscia wyvmkajaca z przepbywu
towardow od dostawcow do wielu lokalizacyi odbiorcow.

Zarzadzanie tancuchem dostaw odnosi sie do problemow wzajemne) integracj elementow
tego systemu 1 wzajemnych przeplywow produktow pomiedzy nimi, w celu zapewnienia
dostepnosci produktu w wyvmaganych ilosciach we wilascrwe) lokalizacyi, tak aby zapewnic
wymagany (zalozony) poziom obshugi przy minimalnym koszcie catkowitym funkcjonowania
systemu.

1995 — wystartowal portal internetowy INFORMS online

http://www.informs.org — portal wymiany informacyi dotyczace) badan operacyjnych 1 nauk
o zarzadzaniu

- wyszukiwanie informacyi o publikacjach 1 ksiazkach z zakresu badan operacyjnvch
- przeglad 1 recenzje oprogramowania
- mozliwoié wymiany informacyi na forach, pomoc w rozwiazywaniu problemow, porady itp.

2000 — obchody 50-lecia pierwszego wyvdania Journal of Operational Research
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d Model matematyczny problemoéw decyzyjnych

1. Wyjasnienie podstawowych pojec:
= Sytuacja decyzyjna:

- Okolicznosci rozwiazywania problemu — okolicznosci: w jakich podeymowana jest
decyzja

= Decydent (osoba lub cialo kolegialne):
- podeymuje decyzie — przejmuje odpowiedzialnosc

- ustala priorvtety dziatamia 1 hierarche celow dzialamia — kolejnosc rozwiazywania
problemow (hierarchia dziatania, waznosc stawianych celow)

- definiyje dostepnosc zasobdow — formuhye ograniczemia: finansowe, techniczne,
personalne, surowcowe, itp.

- niie posiada jednoznaczne) odpowiedzi na pojawiajace sie pytania
®»  Problem decyzyjny:

— brak racjonalnej 1 jednoznaczne) decyzyi (brak prostego 1 jednoznacznego wylonienia
rozwiazania problemu, uwzgledniajac okolicznosci podejmowania decyzji)

- trudnosc w wyborze optymalne) decyzii — jednej z wielu mozliwych decyzi




d Model matematyczny problemoéw decyzyjnych

=  Decyzja (wariant, rozwiazanie)
- skutek podjecia dziatania (okreslone rozwiazanie)
Przykiad:

dvsponujesz 80 mln € - ktora decyzja jest najlepsza 7
4

Decyzje do podjecia Dl D2 D3
Naklady inwestycyjne (mln €) &0 80 50
Spodziewane zyski (mln €) 6 4 2.5

- rodzay decyzj:
+ dopuszczalna (spehniajaca zatoZzenia realnosci 1 wykonalnodci w danych warunkach
+ optymalna (najlepsza sposrod decyzit dopuszezalnych)
=  Kryterium oceny roinych decyzji:

- miermk _doskonaltosci” (jakosci) rozwiazania dopuszczalnego, tzw. funkcja celu (dla
poszukiwa)

- liczba krvteriow (jednokrvtenialne 1 wielokrytenialne problemy decvzyine)




d Model matematyczny problemoéw decyzyjnych

»  Jdentyfikacja problemu decyzyvjnego:
- doktadne zidentyviikowanie aktualnego stanu

* rozpoznanie realizowanych dziatan
+  wskazanie obszaru wystepowania trudnosci

- werbalny opis sytuacyi (zaistmiatego problemu)
= Model matematyczny problemu:

- zapis problemu decyzyjnego w postaci matematyczne) - ma na celu sprowadzenie
problemu wyboru najlepsze) (optvmalne;) decyzji do rozwiazania pewnego jednoznacznie
okreslonego zadania matematyecznego.

PARAMETRY:

* wielkosci znane
» zdefiniowane a’prion
*  niezmienne podczas procesu podejmowania decvzyi (rozwiazywania problemu)

ZMIENNE DECYZY.INE:

*  wielkosci nieznane
»  wielkosci do ustalemia w trakcie procesu podeymowania decvzj (rozwiazywania
problemu)

- WYTrazony w postaci rownar 1 ner0wnosci
FUNKCJA CELU:

*  wyrazona za pomoca zmiennvch decyzyjnych
+ okreila kryterium wyboru rozwiazania dopuszczalnego

OGRANICZENIA:

*  wyrazone za pomoca zmiennych decyzyjnych
* okreilaja dostepnosc (posiadanych zasobow)




d Model matematyczny problemoéw decyzyjnych

Algorytm konstrukcji modeln matematycznego problemu decyzyjnego:
- zidentyfikowac zmienne decyzyine

+ czego poszukyemy 7
+ jakie wielkosci maja byc wyznaczone 7

- zidentyfikowac parametry zadania
+ jakie wielkosci sa znane (stale) 7
- yasno zdefimowac cel swoich poszukiwan (funkcje celu)
+ jaki cel chee ostagnaé decvdent 7
- okreslic wszvstkie ograniczenmia podjecia decyzn (warunki ograniczajace)

* o stanowi ograniczenie dla podeymowanych decvzyj 7
* co charakteryzuje sie ograniczona dostepnoscia 7




d Model matematyczny problemoéw decyzyjnych

Rozwiazanie problemu - wybér najlepszej decyzji:
- problem o charakterze jednokrytenialnym
(DECYZJA OPTYMALANA)
= ustalenie takiej decyzji dopuszczalne), przy ktorey funkcja celu osiaga wartosc

najkorzystniejsza (optvmalna)

minimalna

np.: koszty eksploatacji taboru

np.: czas przejazdu

np.: zuzycie energii elektryczne)

maksymalna

np.: zysk

np.: udziat w rynku,

np.: efektywnosc wykorzystania taboru




d Model matematyczny problemoéw decyzyjnych

Niech:

D — oznacza zbior dopuszezalnych decyzyi,
x — dowolna decyzje,

f — funkcje celu,

to zadame decvzyvine opismjace problem wvboru najlepsze) decvzpiy mozna zapisac
nastepujaco:

Znajdz taka decyzje dopuszczalna x" = D | ze

f I:x'} =max {f({x)| x = D} . gdy maksymalizujemy funkcje celu

f[:x°} =min{f(x)| x= D}, gdv mmimalizyemy funkcje celu

Ogdlna postad zadania programowania matematycznego jest zatem postaci:

F (61 %,) —> max(min)

Rozwiazanie problemu - wybér najlepszej decyzji:
- problem o charakterze wielokryterialnym
(DECYZJA KOMPROMISOWA)

= poszukiwanie decyzji dopuszczalne), przy ktore; uzyskiwany jest kompromis
wszystlkich kryteriow (celdow)




PROGRAMOWANIE
LINIOWE



d Zadanie programowania liniowego - istota
programowania liniowego

2. Istota programowania liniowego:

- Jedna z najpopularmiejszych 1 najbardzie) uzzvtecznyvch techmk optymalizacyinych
stosowanych w badaniach operacyinvch

- Programowanie liniowe znajduje powszechne zastosowanie przy rozwiazywaniu problemow
alokacyi (przyvdziatu) ograniczonvch zasobow do konkurencyjnvch operacyi (zadan), np.:

=  wybdr portfela oferowanych ushug transportowych przy ustalonych kosztach przewozu
1 posiadanym taborze

»  pkreilenie rodzaju magazynowanych wyvrobow przy uwzglednieniu ich zyskownosci
oraz mozliwosciach magazynowych

- Problemy sformutowane w kategoniach programowama liniowego polegaja glownie na:
=  maksymalizacy zysku
*  minimalizacy kosztow
= psiagnieciu zaktadane) wartosci




O Zadania programowania liniowego -
zadan programowania liniowego

postacie

3. Postacie zadan programowania liniowego:
Ogélna postac ZPL:

x=(x.....x,) - wektor zmiennych decyzyjnych

) ~
Przy ograniczeniach:
<
a;;x; = bi(i=Ll..m)
J=1
=
xz20..x,20

b=(h....b,) - wektor ograniczen warunkow ograniczajacych (wystepwacych po prawej
stronie rownat 1 nierdwnosct)
A =[ai J':Im LT macierz wspolczynmkow warunkow ograniczajacych (wystepujacych po lewe;

stronie rownar 1 nerowWnosc)




 Zadania programowania liniowego
zadan programowania liniowego

postacie

Postac standardowa ZPL.:

] H
Max ZCJ—.I’; Min ZcJ-.rJ.-
=

J=1

[iauxj =b: (i=L..m) [iauxj z2b: (i=1....m)
-l

xz20 (j=L...n)

Postac kanoniczna ZPL.:

Max(Min) 3 c;x;

=1

[Zﬂng=bf! G=1..m) W Zapisie maclerzowym: {A-f:br
Je=l

=i Meax(Min) i €;X; = (e, x)




 Zadania programowania liniowego - postacie
zadan programowania liniowego

Kazda postac ZPL mozemy sprowadzic do postaci kanoniczne] poprzez wprowadzenie
zmiennych swobodnvch.

Dla warunkow postact <, jezeli 1-tyv warunek jest taka nierownoscia, wprowadzamy zmienna

swobodna: x,., 20; x,, =b,—> a, x; ze wspblczynnikiem (+1)

J=1
np. 2x +3x, =6 zamieniamy na warunek 2x +3x;, +x5 =6
Dla warunkow postact =, jezeli 1-ty warunek jest taka nierownoscia, wprowadzamy zmienna

swobodna: x,., 20; x., =2 a, x;, —b, ze wspélczynnikiem (-1)

J=1
np. 7x —x, = 1 zamiemamy na warunek Tx —x, —x, =2

Uwaga: Do funkcy celu zmienne swobodne wchodza ze wspolczynnikami rownymi zero,
w przyvkiadzie ¢; =0.¢, =0.




 Zadania programowania liniowego - dualnosc¢
W programowaniu liniowym

4. Dualno$¢ w programowaniu liniowym:

£ kazdym zadaniem PL sprzezone jest pewne inne zadanie PL, zwane zadaniem dualnym ZD

PL.

Dla zadania pierwotnego (ZP) na maksimum w postaci standardowe;:

R
Meax Z €x;
J=l

Zadanmiem dualnym ZD PL bedzie zadame:

Min 3 by,
il




O Zadania programowania liniowego - dualnosc
W programowaniu liniowym

Z relacpt zachodzacych pomiedzy zadaniem ZP (pierwotnym) 1 ZD (zadaniem dualnyvm)
wynika, Ze:

¢ w zadaniu dualnym jest tvle zmiennych, tle warunkow w zadanmu prerwotnym (kazdemu
warunkowi odpowiada jedna zmienna)

e w zadaniu dualnvm jest tvle warunkow, ile zmiennvch w zadaniu pierwotnym

 wagi funkcy1 celu zadama pierwotnego sa wyrazami wolnymi (prawymi ograniczeniami
warunkow) w zadaniu dualnym

* wyrazy wolne zadania pierwotnego sa wagami funkcyi celu w zadaniu dualnym

e macierz wspdlczynnikow zadamia dualnego jest transpozycja macierzy wspolczynmkow
zadania pierwotnego

* jezeli zadanie pierwotne jest ma maksimum, to zadanie dualne jest na mimmum
(1 odwrotnie)




O Zadania programowania liniowego - dualnosc
W programowaniu liniowym

Stosuje sie takze nastepujace dodatkowe reguly tworzenia zadania dualnego:

e jezeli z ZP 1-ty warunek jest rownoscia, to odpowiadajaca mu zmienna w zadaniu dualnym
nie ma ograniczen (przyjmuje dowolne wartosci)

o jezeliz ZP 1-ty warunek jest typowa mieréwnoscia, to odpowiadajaca mu zmienna w zadaniu
dualnym jest nieujemna

o jezeli z ZP 1-tv warunek jest nietypowa nierownoscia, to odpowiadajaca mu zmienna
w zadaniu dualnym jest niedodatma (1, =0)

o jezeli w ZP na zmienna x. mie naloZzono ograniczefi, to j-ty warunek w ZD jest rtéwnoscia

o jezeli w ZP zmienna x. =0 (jest nieujemna), to §-ty warunek w ZD jest typowa nieréwnoscia

¢ jezeliw ZP zmienna x; =0 (jest niedodatnia), to j-ty warunek w ZD jest metypowa nieréwnoscig




 Zadania programowania liniowego - dualnosc¢
W programowaniu liniowym

5. Twierdzenia o Dualnosci:
Twierdzenie 1 (o istnieniu)

Jezeli ZP 1 ZD maja rozwiazania dopuszczalne, to oba maja rozwiazamia optvmalne. Jezeli
natormiast chociaz jedno z nich mie ma rozwiazama dopuszczalnego, to obvdwa nie maja
rozwiazan dopuszczalnych.

Twierdzenie 2

Jezeli x....x, jest rozwiazaniem dopuszczalnym zadama pierwotnego. a 3y.... ), TOZWiazatiem
dopuszczalnym zadamia dualnego, to pomiedzy wartosciami funkeyp celu zachodzi nieréwnosc:

n i
2652 2hy,
=1 il

Dla rozwigzan dopuszczalnych wartosc funkcji celu ZP nie moze byc wieksza od wartosci funkcji celu
D




 Zadania programowania liniowego - dualnosc¢
W programowaniu liniowym

Twierdzenie 3 (o optymalnosci)

Jezeli 1stmeja dwa takie rozwiazamia dopuszczalne xliz___zx; (ZP) 1 }'1*

" L " L
2% =2 by,
fml

J=1

1
E )

to obydwa rozwigzania 53 rozwigzaniami optymalnymi.
Twierdzenie 4 (o rownowadze)

Jezeli x ... x jest rozwiazaniem uszczalnym zadama pierwotnego oraz v, ..., V. [0Zwiazaniem
R - w1 ey ]

dopuszczalnym zadama dualnego, to aby te rozwiazama byly rozwiazaniami optymalnymi wystarcza,
ze spetniane beda nastepujace warnki:

(1) X ax <b=y=0

J=1

i
(2) Z a ¥y, >c; = x; =0

fml

(3) ¥, =0= > a.x =5,

J=1

e
(4) x=0= é:a;- Vi=¢;
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