Charakterystyki liczbowe rozkladow cech statystycznych

Miary polozenia, zmiennos$ci, asymetrii i koncentracji

(literatura: Ostasiewicz, Rusnak, Siedlecka. Statystyka elementy teorii i zadania.
Wydawnictwo AE we Wroctawiu, Wroctaw 1999 (2006 — wydanie 6)

Przyklad 1. Szereg rozdzielczy szczegotowy

Na podstawie danych statystycznych (szereg rozdzielczy statystyczny szczegdtowy n=20)
wyznaczy¢ charakterystyki liczbowe rozkiladu dla X — oceny infrastruktury drogowej na
Podkarpaciu.

X = {1 — niedostateczna, 2 — mierna, 3 — dostateczna, 4 — dobra,5 —
bardzo dobra, 6 — celujaca}.

Obliczy¢ podstawowe miary klasyczne 1 pozycyjne: potozenia, zmiennos$ci, asymetrii i
koncentracji — wyniki zinterpretowac w praktyce.

Ocena Dane
infrastruktury | posortowane (X; — x)? (X; —x)3 (X; —x)*
drogowej - Xi Xi
4 1 (4-41)2=0,01 | (4-4,1)°=-0,001 | (4-4,1)*=0,00
5 2 (5-4,1)=0,81 (5-4,1)*=0,73 (5-4,1)*=0,66
5 2 (5-41)°=081 | (5-4,1°=0,73 | (5-4,1)*=0,66
3 3 (3-4,1)%=1,21 (3-4,1)3=-1,33 (3-4,1)*=1,46
6 3 (6-4,1)2=361 | (6-4,1)7°=6,86 | (6-41)"=13,03
4 3 (4-4,1)*=0,01 | (4-4,1)*=-0,001 | (4-4,1)*=0,00
6 3 (6-4,1)*=3,61 (6-4,1)*=6,86 (6-4,1)*=13,03
5 3 (5-41)°=081 | (5-4,1°=0,73 | (5-4,1)*=0,66
6 4 (6-4,1)=3,61 (6-4,1)*=6,86 (6-4,1)*=13,03
3 4 (3-41)°=121 | (3-410°=-1,33 | (3-41)°=1,46
3 5 (3-4,1)%=1,21 (3-4,1)3=-1,33 (3-4,1)*=1,46
2 5 (2-41)7=4,41 | (2-4,1)°=-926 | (2-4,1)*=19,45
5 5 (5-41)°=081 | (5-4,1°=0,73 | (5-4,1)*=0,66
1 5 (1-4,1)2=9,61 | (1-4,1)*=-29,79 | (1-4,1)*=92,35
5 5 (5-41)°=081 | (5-4,1°=0,73 | (5-4,1)*=0,66
5 5 (5-4,1)=0,81 (5-4,1)*=0,73 (5-4,1)*=0,66
6 6 (6-41)2=361 | (6-4,1)°=6,86 | (6-41)"=13,03
3 6 (3-4,1)2=1,21 (3-4,1)3=-1,33 (3-4,1)*=1,46
2 6 (2-4,1)*=4,41 (2-4,1)*=-9,26 | (2-4,1)*=19,45
3 6 (3-41)7=121 | (3-410°=-133 | (3-41)° =146
suma 82 =43,8 =-23,16 =194,63




e Miary polozenia (klasyczne):

ix; 82 , . . .
Zizi M 2= 4,1 — $rednio infrastruktura drogowa na Podkarpaciu byla oceniana

przez ankietowanych na ocen¢ 4,1 (4,0 - dobrze).

Srednia X =

e Miary polozenia (pozycyjne):

Modalna (Dominanta) — warto$¢ najczestsza statystyki pojawiajaca si¢ w rozktadzie D = M, =
5, liczno$¢ mody = 6. Najczesciej ankietowani oceniali infrastruktur¢ drogowa na oceng 5 —
bardzo dobrze (6 — ankietowanych na 20 — 30%)

Kwartyle (Mediana, Kwartyl dolny, Kwartyl gorny)

Mediana (M=Q;) — warto$¢ $rodkowa w rozktadzie cechy. W przypadku szeregu

szczegblowego wyznaczamy pozycje mediany dla danych uporzadkowanych. W przypadku
parzystej liczby wynikow sa dwa takie wyniki §= 22—0 =10 oraz §+ 1 =11. Mediang

—xlo;'xll = 4:—5 = 4,5. Potowa ankietowanych (50%) ocenita

infrastrukture drogowa na ocene 4,5 lub gorzej (co najwyzej 4,5: 1,2,3 lub 4), tym samym
polowa ankietowanych ocenita infrastrukture nie gorzej niz 4,5 (51 6).

obliczamy jako Me =

Podobnie wyznaczamy:

Kwartyl dolny Q1. W przypadku parzystej liczby wynikow sa dwa takie wyniki odpowiadajace

kwartylowi dolnemu % = 24—0 = 5 oraz %+ 1=26. Qi obliczamy zatem jako Q; = xs;xs -

3:—3 = 3. Co czwarty ankietowany (25% ankietowanych) ocenial infrastrukture drogowa na

ocen¢ 3 lub gorzej (co najwyzej 3: 1,2,3), tym samym % (75%) ankietowanych oceniato
infrastrukture nie gorzej niz 3 (co najmniej 3: 3,4, 51 6).

Kwartyl gorny Qs. W przypadku parzystej liczby wynikow sa dwa takie wyniki odpowiadajace

kwartylowi gérnemu %n = 3*420 = 15 oraz %n +1=16. Q3 obliczamy zatem jako Q3 =
xlszﬂ = % = 5. % ankietowanych (75% ankietowanych) oceniato infrastrukture drogowa na

ocen¢ 5 lub gorzej (co najwyzej 5: 1,2,3,4,5), tym samym co czwarty ankietowany (25%)
ankietowanych oceniato infrastrukturg nie gorzej niz 5 (co najmniej 5: 5, 6).

e Miary zmiennosci (klasyczne):

Wariancja i odchylenie standardowe. Wariancje obcigzong wyznaczamy ze wzoru S? =
N (x._%)2 ) ) . . ..
%: %: 2,19 (2,2). Wariancje nieobciazong S;% (wyznaczang przez program
Statistica), ktéra daje lepsze oszacowanie dla nieznanej warto$ci wariancji w populacji w
S (Xi—%)? 438
T T 5o = 231 (2,3). Aby
wyrazi¢ zmienno$¢ w tych samych jednostkach co wartosci statystyki obliczamy warto$ci

odchylenia standardowego: S = /2,19=1,48 (S; = v2,31=1,52).

przypadku matych prob obliczamy ze wzoru: S;* =

Zmienno$¢ ocen infrastruktury drogowej wyrazona odchyleniem standardowym wynosi +/- 1,5.

Zatem typowy przedzial zmienno$ci wartodci tej statystyki jest postaci: (X —S, X +5) =
(2,62 —5,58). Jest to typowy przedzial zmienno$ci, w ktorym znajduje si¢ 2/3 (67%)



wszystkich wynikow. Typowy przedziat zmiennosci dla ocen infrastruktury to przedziat
zmienno$ci ocen (2,6 — 5,6), w ktorym znajduje si¢ zmienno$¢ (rozrzut) ocen dla ok. 2/3 (67%)
wszystkich badanych ankietowanych. Jest to do$¢ duza zmiennos$¢. Aby ocenic jak jest to duza

procentowo zmienno$¢ nalezy wyznaczy¢ klasyczny procentowy wspotczynnik zmienno$ci

(procentowe zréznicowanie wartosci statystyki) Vi = %* 100% = % * 100 = 36,1%.

Zmienno$¢ ocen infrastruktury drogowej jest na poziomie 36% (do$¢ duza zmienno$¢ — znaczne
istotne zréznicowanie warto$ci badanej statystyki > 10%).

e Miary zmiennosci (pozycyjne):

Rozstgp jest pozycyjnym parametrem charakteryzujagcym zmienno$¢ rozktadu warto$ci
badanych statystyk. Rozstep obliczamy ze wzoru: R = Xpqx — Xmin =6 —1=05.
Maksymalna zmienno$¢ — rozrzut (rozstgp) dla ocen infrastruktury drogowej wynosi 5.
Podobnie mozemy policzy¢ rozstgp kwartylowy Ry o, = Q3 —Q; =5 — 3 = 2. Rozstep
kwartylowy charakteryzuje zmienno$¢ wynikéw po odrzuceniu 25% najmniejszych wynikoéw
(ponizej Q1=3 dostatecznie) oraz 25% najwigkszych wynikoéw (powyzej Q3=>5 bardzo dobrze).
Tak charakteryzowana zmienno$¢ wynikoéw dla ocen infrastruktury wynosi 2. Pozycyjnym

wspolczynnikiem zmiennosci jest odchylenie ¢wiartkowe (podobnie jak w przypadku miar

klasycznych odchylenie standardowe). Wyznaczmy go ze wzoru: Q = (Q3_ME)Z(Me_Q1) =

Q3-Q1 _ 5-3

2 2

wzoru Vo = -= % 100% = — * 100 = 22,2%.

= 1. Procentowy wspolczynnik zmienno$ci pozycyjny mozna wyznaczyC ze

e Miary asymetrii — sko$nosci rozktadu:

Rozktady r6znig si¢ miedzy sobg zaréwno kierunkiem jak i sitg asymetrii. Do oceny asymetrii
stosuje si¢ pordéwnanie X, M, i M,. Jezeli x = M, = M, mamy do czynienia z rozktadem w
petni symetrycznym. Jezeli X > M, > M, mamy do czynienia z rozkladem o asymetrii
prawostronnej. Natomiast jezeli X < M, < M, mamy do czynienia z rozkladem o asymetrii
lewostronnej. W naszym przypadku: x = 4,1; M, = 4,5; M, = 5, zatem mamy do czynienia z
asymetrig lewostronng rozktadu ocen infrastruktury. Do okreslania sity 1 kierunku asymetrii
mozna stosowa¢ wspotczynniki sko§nosci oparte zard6wno na parametrach klasycznych jak i
pozycyjnych. W przypadku parametrow klasycznych mozna wyznaczy¢ np. wspoiczynnik

X-M, _ 41-5 . .
S 2= Ve —0,61 (asymetria lewostronna — dos¢

duza). W przypadku parametrow pozycyjnych wyznacza si¢ wspotczynnik sko$nosci wyrazony
+Q1—2M, 5+3-2%4,5 . . ’ c .
wzorem A, = g Q;Q 2= S E —0,5 (asymetria lewostronna). Mozna roéwniez

wyznaczy¢ (podobnie jak w pakiecie Statistica) klasyczny wspotczynnik asymetrii (skosnosci)

sko$nosci wyrazony wzorem Ag =

1on 3
. m _Z'=1(xi_x)
oparty na tzw. momencie centralnym rozkladu rzedu 3 ze wzoru: A = 5—33 = ”LS—S =
~23,16%~

148320 = —0,36 (rowniez $wiadczy to znaczgcej asymetrii lewostronnej rozktadu ocen
infrastruktury drogowej).

e Miary koncentracji rozktadu:



Miarg skupienia (koncentracji) poszczegdlnych wartosci wokot sredniej jest wspdiczynnik
1an _ 1

skupienia Kurtoza K = m—f = ;Zizl(fi_x)4 = 194'63:5 = 2,03.

S s 1,48
badanego rozktadu z rozkltadem Normalnym (Gaussa), ktory jest symetrycznym rozktadem o
koncentracji wyrazonej Kurtoza K=3 odbywa si¢ za pomoca analizy wspdiczynnika
koncentracji K' = K — 3 = 2,03 — 3 = —0,97. Zatem rozktad naszej badanej statystyki ma
mniejsza koncentracj¢ (jest bardziej sptaszczony) w porownaniu do analogicznego (o tych
samych parametrach) rozktadu normalnego (jest rozkladem tzw. platokurtycznym). Gdy K>3

mamy do czynienia z rozkladami bardziej wysmuktymi (tzw. leptokurtycznymi).

Poréwnanie koncentracji

Przyklad 2. Szereg rozdzielczy punktowy — dane uporzadkowane (dane statystyczne z
przykiladu 1)

Na podstawie danych z przykladu 1 utworzono szereg rozdzielczy punktowy:

Klasa(i) | X; | n; | Liczno$¢ | Procen | Procent X; %1 (x; — %) (x; —%)3 (x; —0)*

k=6 sk. t sk. * N *N; *N;

liczba N sk Wi Wi sk

klas

ocena 1 1 1 1 0,05 0,05 1*1=1 9,61 -29,791 92,3521

ocena 2 2 2 3 0,1 0,15 2¥2=4 8,82 -18,522 38,8962

ocena 3 3 5 8 0,25 0,4 3*5=1 6,05 -6,655 7,3205
5

ocena 4 41 2 10 0,1 0,5 | 4%2-8 0,02 20,002 0,0002

ocena 5 5 6 16 0,3 0,8 5*6=3 4,86 4,374 3,9366
0

ocena 6 6 4 20 0,2 1 6*4=2 14,44 27,436 52,1284
4

suma 2 1 82 438 23,16 194,634

0

Wyznaczy¢ dla tak zgrupowanych danych jeszcze raz: Srednig, wariancje i odchylenie
standardowe oraz wspoOtczynnik skosnosci (A oparty o moment centralny ms) oraz
wspoétezynnik koncentracji (K’ = K — 3) — zauwazmy, ze otrzymamy te same wyniki co w
przyktadzie 1.
X =

, . Zkz Xi%¥N; 82 X X Zkz (X;—%)%*n;
Srednia: =T 22— 41, Wariancja §2 = 2= i

— =88 _219(2,2),
n 20 n 20
odchylenie standardowe S = +/2,19 = 1,48. Wspdiczynnik asymetrii (skosnosci) A = % =

1ok —\3 1

=Yz, (i—%)%sn;  —23,16%— , . .. m

n— = 20 = —(0,36. WspoOfczynnik koncentracji K'=K—-3=—-3=
s3 1,483 sS4

1

Iyl (=)t 194,63+
nzl—l(x4 X)*en -3 = —420 —3=2,03-3=-0,97.
S 1,48




Przyklad 3. Szereg rozdzielczy przedzialowy — dane uporzadkowane

Na podstawie danych zgrupowanych w postaci szeregu rozdzielczego przedziatlowego dla
czasow dojazdu na uczelni¢ 15 studentéw (min):

Srodk | m; | Licznos¢ | Procent | Procent X (x; — %)? (x; — %)3 (x; — 0)*

Przedziat i sk. w; sk. *n; * 1 * 1 * 1

y % N sk Wisk

klasowe

k=4

[5-13] 9 3 3 0,2 0,2 27 522,72 -6899,904 91078,7328

[14-22] 18 5 8| 0,33333 0,53 90 88,2 -370,44 1555,848
3

[23-31] 27 4 12 | 0,26666 0,8 108 92,16 442,368 2123,3664
7

[32-40] 36 | 3 15 0,2 1 108 571,32 7884,216 | 108802,1808

suma 1 1 333 1274,4 1056,24 203560,128

5

Wyznaczy¢ statystyki opisowe parametréw rozkladu badanej statystyki (Interpretacje
praktyczna poda¢ samodzielnie !!!), takie jak:

, K s
Srednia= ¥ = 2=t _ 333 22,2 (min)
n 15

Modalna - dla danych zgrupowanych warto§¢ modalnej mozna oszacowaé nastgpujaco.
Okresli¢ przedziat zawierajacy modalng (klasa druga [14-22] — liczno$¢ 5). Wyliczy¢ jej

>3 49 =20

oszacowanie ze wzoru (3.12 — podrgcznik Ostasiewicz): M, = 14 +m

(min).

Mediana - dla danych zgrupowanych wartos¢ kwartyli (w tym wypadku wartosci srodkowe;j
mediany mozna oszacowac nastepujaco. Okresli¢ przedziat zmiennos$ci, w ktorym znajduje sig
mediana (klasa druga — procent skumulowany powyzej 0,5: [14-22] — liczno$¢ 5). Wyliczy¢ jej

22259 = 22,1 (min).

oszacowanie ze wzoru (3.14 — podrecznik Ostasiewicz): M, = 14 +

Podobnie mamy dla kwartyla dolnego. Przedziat zmiennosci, w ktérym znajduje si¢ Q1 (to dalej
klasa druga — procent skumulowany powyzej 0,25: [14-22] — liczno$¢ 5). Zatem Q; = 14 +

2722 49 = 15,35 (min).

Oraz dla kwartyla gornego. Przedziat zmiennosci, w ktorym znajduje sie Qs (to klasa trzecia —

procent skumulowany powyzej 0,75: [23-31] — licznos$¢ 4). Zatem Q3 = 23 + %5_8 * 9 =

30,31 (min).
YK L Gy=0)my

Wariancja i odchylenie standardowe: S? = ~ =

1274,4

= 84,96,5 = /84,96 = 9,2.




ms gl (BB
Sko$no$é i Kurtoza: Wspélczynnik asymetrii (sko$nosci) A =-—2=2""""" "=

s3 s3
1 1ok o 4
1056,24+— , . .. m —Xi=1 (=2
———18 = (,09. Wspolczynnik koncentracji K' =K -3 =—-3=20"-—"—" 3=
9,23 4 g4
203560,13+
7—3 = 1,9—3 = —1,1.

e Zadania do samodzielnego rozwiazania (z ksigzki: Ostasiewicz, Rusnak, Siedlecka.
Statystyka elementy teorii i zadania. Wydawnictwo AE we Wroclawiu, Wroclaw 1999
(2006)).

- przeanalizowa¢ przyklady dla $redniej geometrycznej i harmonicznej — str. 51 — 53.
Interpretacja 1 zastosowanie tego typu srednich.

- Zad. 3.3, Zad. 3.10, Zad. 3.12, Zad. 3.14, Zad. 3.30, Zad. 3.31, Zad. 3.34.



