 Zadania optymalizacji liniowe] w problemach
transportowych

WYBRANE ZAGADNINIA OPTYMALIZACJI LINIOWEJ
WPROBLEMACH TRANSPORTOWYCH

1. Zagadnienie transportowe — zamkniete (ZZT)

Przedsigbiorstwo potrzebuje przetransportowa¢ produkt z m - punktow
lokalizacji (magazynéw, lokalizacji poczatkowych) do #n - lokalizacji
docelowych.

Zaklada sig. ze w kazde] lokalizacji poczatkowe] znajduje sie¢ a.i=1..
jednostek towaru (dostgpna podaz towaru), zas do kazdej lokalizacji docelowe;j
nalezy dostarczy¢ b, j=1.....n jednostek tego towaru (popyt— zapotrzebowanie

na produkt).
Zaklada sie ponadto. Zze calkowita wielkos¢ towaru dostepna w punktach
poczatkowychrowna jest wymaganej catkowitej wielkosci towaru niezbgdnej do

m n
dostarczenia do punktéw docelowych: > a, =>"b, .
A~ i

Jezeli jednostkowy koszt transportu (1 jednostki towaru) z i-tego punktu
poczatkowego do j-tego punktu docelowego wynosi ¢ .i=L1..m j=1..n
nalezy odpowiedzie¢ na pytanie:

Ile jednostek towaru powinno by¢ przetransportowanych pomigdzy kazdym
punktem poczatkowym. a kazdym punktem docelowym jego lokalizacji, aby
zminimalizowa¢ calkowity koszt transportu.
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Zakladajac x; =07=1

..... m,j=1,...n - wielkosci produktu transportowane

z i-tego punktu poczatkowego do j-tego punktu docelowego, powyzszy problem
decyzyjny mozna zapisa¢ za pomoca nastepujacego zadania optymalizacji

liniowej:
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3. Modyfikacje zagadnienia transportowego:
e Otwarte zagadnienie transportowe - OZT
Jezeli zmodyfikujemy zalozenie o bilansie pomigdzy calkowita podaza oraz

calkowitym popytem, tzn. przyjmiemy zalozenie, ze > a = > b, . to zadanie

transportowe jest zadaniem otwartym (OZT) postaci:

Min F(x;) = > Cy Xy
=l j=l
zxy =a, (=L...m)
Jj=1
z.‘u‘y =b, (j=L..m)

=l
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e Zagadnienie transportowo-produkcyjno-magazynowe (ZTP-M)

Jezeli zalozymy, Zze istnieje nadwyzka podazy nad popytem: zlr;]. _z; b, . to
= i=

> a,—> b, , jaka pozostaje w magazynach punktow

nadwyzka towaru: b, ,

H =
1=1 J=1

poczatkowychinie jest wysylana do punktoéw docelowych musi by¢ skladowana

w punktach poczatkowych.

Zalozmy, 7e wielkosci magazynowanego towaru w punktach poczatkowych

om ™
=0,i=1.., m:‘ D Ny =byy ‘: za$ jednostkowy koszt

Y g=1 J

opisuja zmienne: .

jego skladowania wynosi /1.i=1.....m.

W analizowanym problemie decyzyjnym uwzgledniamy dodatkowo
jednostkowe koszty wytworzenia (wyprodukowania) przewozonych towarow w
kazdym punkcji poczatkowym.

Koszt ten opisuja parametry: p,.i=1,..m.
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Zadanie optymalizacjiliniowej dla tak sformulowanego problemu decyzyjnego

jest postact: m n
min F(x;;) = ZZ(pi +cij)xi ) + Z(Pz + hi)Xins1
=1 j=1 i=1
n+l
DN =q (i=1..m)
=1
E‘Tgr =b, (j=L..n+l)
1=1
vy 20 ((=L.mj=L...n+l)
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4. Zagadnienie posrednika:
Posrednik (sprzedawca) nabywa towar od m - dostawcow, przewozi go oraz
sprzedaje n - odbiorcom.

Dane sa:

a - maksymalna ilos¢ towaru jaka mozna kupicu 7 -tego dostawcy (jego podaz)
b, - maksymalna ilos¢ towaru jaka mozna sprzeda¢ j-temu odbiorcy (jego
popyt)

k. - cena zakupu u 7 -tego dostawcy

p, - cena sprzedazy j-temu odbiorcy

¢y - jednostkowy koszt transportu na trasie od i-tego dostawcy do j-tego

odbiorcy

Nalezy ustali¢ taki plan zakupow, transportu 1 sprzedazy, aby dochéd posrednika
byl maksymalny (dochod = przychod ze sprzedazy - koszty zakupu - koszty
transportu)

d.=p,—k;,—c; - dochdd jednostkowy z trasy zaopatrzen {i. ]}
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Zmienne decyzyjne:

N - wielkosé¢ przewozu na trasie zaopatrzen <i .J }

Funkcja cehu:

m n
vy V=SS A v .
F(:u!i,.)—_._-lr _._-lr{njj 3y ) — max
i=l j=

Warunki ograniczajjce:
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6. Minimalizacja pustych przebiegow (dotyczy optymalnego Kkrazenia
srodkow transportu rozwozacych towar):

Zalozmy, ze istnieje n - miast pomiedzy ktéorymi odbywa sie wymiana
towarowa.

Miasta te tworza uklad zamkniety, tzn. wymiana towarow odbywa si¢ tylko
pomiedzy nimi i kazde z nich moze by¢ zar6wno dostawca jak 1 odbiorca
towarow.

Do kazdego miasta przywozi si¢ 1 z kazdego wywozi si¢ okreslona masg
towarowa nadajaca si¢ do przewozu okreslonym srodkiem transportu
(o okreslonej fadownosci)

Znane sa:
d. - odleglosci pomigdzy i-tym oraz j-tym miastem

o

a. - przewOz masy towarowe] pomiedzy miastami - wyrazony liczba pelnych

srodkow transportu (samochodow, wagonow)
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Dla kazdego miasta okresla sie:
Liczbe pelnych srodkoéow transportu niezbednych do wywiezienia masy

R
towarowej (Wywo6z) rowna: w, => a, (i=12..n)

_’r'=1

Liczbe pelnych srodkow transportu niezbednych do przywiezienia masy

towarowe] (przywoz) rowna: p, :Z a. ((i=L12,..,n)

J=
Dla catego uktadu spelniona jest rtownosé: > w, =>" p,.
i=1 i=1

Natomiast dla poszczegdlnych miast wywoz (w,) wecale nie musi by¢ rowny
przywozowi ( p,).

Miasta w ktorych w, > p - sa odbiorcami tzw. pustych przebiegow. a ich

zapotrzebowanie na puste srodki transportu wynosi: b, =w, — p. = 0.

Miasta w ktorych w, < p, - sa dostawcami pustych przebiegéw. a ich podaz

pustych srodkow transportu wynosi: @ = p, —w, >0.

Miasta w ktorych p, =w, eliminujemy z dalszych rozwazan (bo nie wystepuje

dla nich problem pustych przebiegow)
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Problem decyzyjny jest nastepujacy:

Znalez¢ taki plan przebiegow pustych srodkow transportu pomiedzy miastami,
aby laczny pojazdokilometraz (samochodokilometraz, wagonokilometraz)
pustych przebiegow byl minimalny.

Zmienne decyvzyjne:
x, - liczba pustych srodkéw transportu wysylanych z miasta i do miasta j

i=1,2,....,k - indeks miast dostawcow, dla ktorych wystepuje problem pustych
przebiegow
J=12_._.1 - indeks miast odbiorcow, dla ktérych wystepuje problem pustych

przebiegow

Funkcja celu:

F(xy) :ii(d - X; ) — min

i=l j=1

Warunki ograniczajace:

i
2oxy=a (i=1..k)
=i
K
I>x,=b, (j=L..D)

i=1

X, 20 (=L..kj=1...0)

.



1. Praktyczny przykiad problemu decvzyjnego — sformulowanego za
pomoca zamkni¢tego zadania transportowego ZZT.

Cztery piekarnie zlokalizowane na terenie imiasta s zaopatrywane
w make z dwéch magazynow znajdujacych sie na peryferiach miasta. Zapasy
maki w magazynach wynosza odpowiednio: I magazyn — 130 t, I — magazyn —
200 t. Natomiast zapotrzebowanie piekarn jest rowne odpowiednio: I piekarnia —
80 t, IT — piekarnia — 120 t. IIT — piekarnia — 70 t, IIT — piekarnia — 60 t. Koszty
dostawy maki do piekarn zaleza tylko od odleglosci dostaw 1 sa podane w tabeli
kosztow:
Tabela kosztow (macierz kosztow)
Magazyny | Piekarnie (odbiorcy)
(dostawcy)| 1 | 2 | 3 | 4
1 25 |24 | 28 | 13
2 17 | 30 | 15 | 26

Nalezy wyznaczyc, taki plan dostaw maki z magazynow do piekari, aby
dostarczyC piekarniom wymagane ilosci, przy minimalnych sumarycznych
kosztach jej transportu.
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1. Algorytm wyznaczania rozwiazan ZZT.

Idea poszukiwania rozwigzan ZZT jest podobna do idei algorytmu
simpleks™,

Najpierw nalezy znalez¢ jakiekolwiek poczatkowe rozwigzanie bazowe
(poniewaz rzad macierzy rz(A)= n + m — 1). to rozwiazanie bazowe
niezdegenerowane posiada n + m - 1 dodatnich wartosci w wektorze zmiennych
decyzyjnych — zmienne bazowe, pozostale wartosci to zera — dla zmiennych
niebazowywch.

Nastgpnie sprawdza sig. czy rozwigzanie bazowe aktualne jest optymalne.
czy tez nie. Jesli nie to znajdujemy kolejne rozwiazanie nie gorsze od
poprzedniego 1 znow sprawdzamy jego optymalnosc. Powyzsze postgpowanie
konczymy, gdy wreszcie uzyskamy rozwigzanie bazowe optymalne.

Algorytmicznie ofrzymywanie rozwigzan ZZT mozna przedstawic nastepujaco:
ETAP I (wyznaczenie dopuszczalnego poczatkowego rozwiazania bazowego).
W literaturze opisanych jest wiele metod konstrukcji poczatkowego rozwiazania
bazowego, np.:

« Metoda kqta polnocno — gachodniego (IN-W) — prosta ale malo efektywna
(wymagane jest zazwycza] przeprowadzenie duze) liczby iteracji. aby
uzyskac z niego koncowe rozwiazanie optyvmalne).

« Metoda minimalnego elementu macierzy Kkosztow transportu — na ogol
bardzie) efektywna od poprzedniej.

« DMetoda VAM (aproksymacyjna) — nieco bardziej zlozona od poprzednich.
ale daje rozwiazania poczatkowe bliskie rozwigzaniom optyvmalnym. 12
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Metoda minimalnego elementu macierzyv kosztow:

Oznaczmy przez (r . k) — numer zmiennej wybieranej w danej (p — tej) iteracji za
. im ce s . .

zmienng bazowa: x,, " >0. Oznaczmy przez: I — zbiér indeksow dostawcow.,

ktorych zasoby w danym kroku nie zostaly jeszcze rozdysponowane. zas przez
J — zbior indeksow odbiorcow. ktorych zapotrzebowanie w danym kroku nie
zostalo jeszcze zaspokojone. Numer zmiennej wprowadzanej do bazy w kazdej
iteracji wyznaczamy zgodnie z formula:

c .= 11]i11{c?|,.u_. i jlelx J}

Nastepnie przypisujemy (p — tej) - zmiennej bazowej aktunalng wielkose
transportu od dostawcy (r — tego) do odbiorcy (k — tego) zgodnie ze wzorem:
(r)

X, = min {r:?

r.K

o e
b, ’}p =1.2....m+n-—1:

(zl

r

(ry _ (p-1) LY - (p-1} .
a, =a, - X r.r '-bk - Ej‘-!r — X r.k

p=l2..m+n-1:
a, = a_,i?_l}._b_;.im = IJ',-{‘E_.':'. dla i=r.j2k,p=1,... m+n—1:

a =a,.b," =bi=1,..,nj=1.. m;

Eliminujemy z dalszych rozwazan ze zbioru indeksow dostawcow ,.I"" lub
odbiorcéow .’ ten indeks, dla ktorego @ ¥’ =0 (zapasy tego dostawcy zostaly
wyczerpane) lub E:rk{’” '=0 (zapotrzebowanie tego odbiorcy zostalo
zrealizowane).

Powtarzamy te procedure i na ogol po (m + n - 1) krokach znajdujemy wartosei 13
wszystkich zmiennych bazowych dla rozwiazania poczatkowego.




—| |(dostawcvy) | 1 2 3 4
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Tabela kosztow (macierz Kosztow)
Magazyvny | Piekarnie (odbiorcy)

1 25 | 24 | 28 | 13

2 17 | 30 15 | 26
Tablica przewozow (kolejne iteracje):
j 1 2 3 = al n',m a,.w glzin ﬂ'fH} a®
i
! Y =70 "D =60| 13070 |70 |70 | 0 | O
20 |2 =80 =50|x =70 200 (200 | 130 | 50 | 50 | O
b 80 120 70 60 | 330
bt“ 80 120 70 0
g;.:{"-] 80 120 0 0
g;,k__i-‘} 0 120 0 0
g;.‘__f” 0 50 0 0
E;nt__{:“} 0 0 0 0

Iteracja p=5: I = {2}:J ={2}: 5 zmienna bazowa: x.) = min{50,50} = 50

L

modyfikyemy: a =a, —x,,=70-70=0; b =D —x,,=120—70=30;

_— o 14
pozostale: a'® =a®; b =p" . Skreslamy ze zbioru nadawcéw 1 — nadawce,
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Tablica przewozow (ostateczna)
] 1 2 3 4

0170 ] 0 |60
2 S0 15070 | O

Otrzymujemy zatem rozwiazanie bazowe poczatkowe postaci:
S5 ;)=80-17+70-24+50-30+70-15+ 60-13= 6370

ETAP II (sprawdzenie optymalnosci rozwiazania bazowego).

Wyznaczamy tzw. tablice kosztow zastepezycl ¢, w nastegpujacy sposob:

e Koszty zastgpcze dla aktualnych przewozow rozwigzania bazowego (x,; >0)
przyjmujemy rowne kosztom wyjsciowyim podanym w tablicy: ¢

g

e Znajdujemy pare takich wierszy lub kolumn dla ktorych mozemy wyznaczy¢
ich roznice (w te) samej kolummie lub wierszu sq dwie zmienne bazowe).

e 7Znajac ile wynosi taka roznica - wyznaczamy pozostale elementy w macierzy
kosztow zastepczych, ktorych wartoscl jeszeze nie znamy, rozwiazujac
odpowiednie rownania, tak aby zgadzala si¢ wyznaczona roznica.

Po wyznaczeniu kosztow zastepezych wyznaczamy tablice réinic: 1, =c,, —c,,. "

Uwaga: Dla zmiennych bazowych 5, =0.

rad
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Krvterium optvmalnosci rozwiazania bazoweogo:

e Aktualne rozwiazanie bazowe jest optymalne, jezeli wszystkie roznice dla
zmiennych niebazowych s dodatnie.

Dla naszego przykladu (w przypadku otrzymanego rozwigzania poczatkowego
metoda minimalnego elementu macierzy kosztow) mamy:

Macierz kosztow zastepczych (poczatkowa)
] 1 2 3 4

1 24 13
2 17 | 30 | 15

Roznica np. miedzy drugim 1 pierwszym wierszem wynosi: 6, zatem pozostale
elementy tej macierzy wyznaczamy rozwiazujac rownania: 17—-¢,, =6=¢,, =11,

15-6,,=6=¢,=9.6,-13=6=¢,, =19.

16
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Macierz kosztow zastepczvch (pelna)
' 1 2 3 4

i

J

1 11 (241 9 | 13
17 | 30 | 15| 19

-2

Macierz roznic
] 1 2 3 4

i

1 410 [ 19] 0

2 0 0 0 7
Poniewaz wszystkie roznice dla zmiennych niebazowych sa dodatnie to

otrzymane rozwigzanie poczatkowe jest optymalne.
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ETAP III (modvfikacja rozwiazania bazowego i poprawa wartosci

funkcji celu):
Z kazdym =zadaniem transportowym zwigzany jest graf tego zadania
odpowiadajacy aktualnemu rozwiazaniu bazowemu. Jezeli rozwigzanie bazowe
nie jest zdegenerowane, to taki graf jest grafem spojnym 1 begkonturowym.
Np. dla naszego przykladu dla rozwiazania bazowego postaci:
Tablica przewozow

i 1 2 3 4

1 0 [120] O | 10
2 §0 [ O | 70| 50

Funkcja celu wynosi: f(x, ;) =80-17+120-24+70-15+10-13+50-26 = 6720 (Wigcej

niz dla rozwiazania optymalnego).
Graf tego rozwiazania jest postaci:

\ 1 2 3 4
|

1 120 10
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Macierz kosztow zastepczvch:
] 1 2 3| 4

1 21100 26| 0
2 o (-71 070

Poniewaz ¢,,=-7, to rozwiazanie to nie jest oczywiscie optymalne. Nalezy go
zatem poprawic.

19
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Ervterium wejscia do bazy:

Do bazy wprowadzamy te zmienng niebazowa. dla ktorej element macierzy
roznic jest najmniejszy (z wemnych). W naszym przypadku zmienna X ;.
Wprowadzajac te zmienna (przypisujac jej wielkosc transportu ,.t=0" jednostek)
poprawiamy rozwiazanie bazowe. Po wprowadzeniu tej zmiennej
otrzymalibysmy dla zadania graf konturowy postaci:

Wezly narozne konturu okreslaja numery zmiennych, ktérych wartosci sie
zmieniaja. gdy wprowadzamy do bazy nowa zmienna.

i

Nalezy ustalic. zatem ktora zmienna z aktualne] bazy (sposrod naroznych
konturu) nalezy wusunac. Okresla to kryterium wyjscia dla zadania
transportowego.

Macierz roznic

1 1 2 3

1 21 0 | 26

2 o | -7 0
20
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Krvterium wyjscia:
Niech G ={(k.,]) }, gdzie: (k,]) - wezly narozne konturu. Zbiér ten ma parzystg

liczbe wierzcholkow (dla nas 4). Wierzchotki te cechujemy na przemian (+/-)
poczynajac od wierzcholka, ktory wprowadzamy do bazy (otrzymuje on ceche

plus). Cechowanie dzieli ten zbiér na 2 rozlaczne zbiory G* oraz G~ .

W naszym przyktadzie: G = {(2,2),(1L.4)}:G~ ={(1.2),(2.4)}.

Warto$¢ nowo wprowadzanej zmiennej bazowej w (p — tej) iteracji wyznaczamy
zgodnie ze wzorem:

§=)]

o)

k1= min {11
(1, eG" -
Nowe wartosci zimiennych naroznych obliczamy zgodnie ze wzorami:

X7 :.xi"’;'lj —.x;‘iﬁ) dla (i, ))eG;

N =xFP 1 x® dla (G, )eG.G )= kD,
0oL .

X=X

Pozostale zmienne nie bedace narozne w grafie nie zmieniaja wartosci.

W naszym przykladzie:
#® = min {50, b= min §120,50}=50; 59 == - 5 =120-50 = 70;

a5y = x5, — %55 =50-50=0; x) =z} +x53 =10+50=60.

21
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Tres¢ krvterium wyjscia: z bazy usuwamy te zmienng ze zmiennych
nalezacych do zbioru indeksow &~ . dla ktorej policzona nowa wartosc (zgodnie

ze wzorami redukcyjnymi) jest najmniejsza. Dla naszego przykladu usuwana
zmienng jest zmienna: X,, Tak utworzone nowe rozwigzanie bazowe da
WyZnaczone juz wezesnieyrozwiazanie optymalne.

xgljz = min {xlzn } : 50 x{:g :xfzj Igl’; ~120—-50 = 70:

S =x) -5 =50-50=0; ;:g ag + 58 =10+50=60.

\ 1 2 3 4
i

(=)
50
..--d e <. niebazowa ’s
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Interpretacja wspolczymuka roznic -, =-7 (dla rozwigzania meoptymalnego)
prowadzi do wniosku, Ze meoptymalne rozwiazame aktualne mozna poprawic
0 wartosc (=7-50=-3350) - tzn. zmmejszye o 350 koszty transportu (tyle wynosi
roznica T — celu rozwigzama biezacego oraz optymalnego). dostarczajac
drugiemu odbiorcy mie 120 j. jego pelnego zapotrzebowania z magazynu 1-go,
lecz w porcjach - 70 z 1-go 1 50 z 2-go. Tym samym zamowienie 4-go odbiorcy
moglo by¢ zrealizowane (60 — jednostek) w calosci z magazynu 1-go.

Uwaga:

Jezeli w macierzy roznic rozwigzania optymalnego jest wiece) zer miz
zmiennych bazowych, to 1stnieje wiele rozwiazan optymalnych o te) same)
wartosct funkeji celu.

: ” - 8 ) Macierz roznic
\ i1 234

[t
=
.
o
o
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ZAGADNIENIA
OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ

w aspekcie zadan

PROGRAMOWANIA LINIOWEGO



 Zadania optymalizacji nieliniowe] — zagadnienia
ogolne

Ogdélny problemem optymalizacji nieliniowej (programowaniem nieliniowym) nazywamy

zadanie decyzyjne postaci:

f(xl:...:xnjﬁmax(nﬁn)
g (x,nx,)—c; =0 dla (j=1..,r);

@ {g(rl.....rn)—cfo dla (j=r+1,...m):

x=0.x, =0,..x, =0.
gdy funkcja celu f(x)=f(x,..x,), lub chociaz jeden z warunkéw ograniczajacych:
g (x)=g’(x.....x,) jest funkcja nieliniows.
Jezeli w zadaniu (1) warunki ograniczajace nie wystepuja, a funkcja celu jest postaci
nieliniowej, to zadanie takie nosi nazwe optymalizacji bezwarunkowej (problemu bez
ograniczen).

Zaktadamy. ze funkcje: f.g’ - sa funkcjami ciggltymi.

Niech Dc R" bedzie zbiorem wypuklyvm, funkcje o wartosciach rzeczywistych nazywamy
funkcja wypukla w zbiorze D, jezeli dla dowolnych x'.x’ €D oraz dowolnego o <[0.1]
zachodzi nierdwnos¢:

f[a’xl+(1—a)xJ]Sa'f(xlj—l-(l—cxjf(xzj

Jezeli x¥' #x” 1 o= (0,1) oraz speliona jest nierownos¢é:

f[a'xl +(1—a)x’ ] <of(x")+(1-a)f(x*). to funkcje f — nazywamy §cisle wypukia

Funkcja f(x) jest funkcja wklesia jesli funkcja —f(x) - jest wypukta (i odwrotnie).

Funkcja f(x) jest funkcja sciSle wklesta jesli funkcja —f(x) - jest Scisle wypukla
(i na odwrot).
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Zalozmy, ze funkcja f — jest rozniczkowalna w R”, wektor Vf(x,) = { ﬁ@f‘ , g ff J -

éx, Ox, x,
nazywa si¢ gradientem funkcji f w punkcie x, - wskazuje kierunek., w ktorym przyrost
wartodcei funkeji jest najwickszy.

Zatdézmy, ze funkcja f — jest dwukrotnie rézniczkowalna w R”, to macierz:

-
L

& f & f
xfx, | oxlx,
Vif(x,)=| .. - nazywa si¢ Hesjanem funkcji
& f & f
x Ox,  Oxfx,

Funkeja jest wypukla w otwartym (niezawierajacym punktow brzegowvych) zbiorze D wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego x £ D - Hesjan jest nieujemnie okreslony.

Funkcja jest scisle wypukla w otwartym (niezawierajacym punktow brzegowych) zbiorze D
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x £ D - Hesjan jest dodatnio okreslony.

Macierz kwadratowa A =|:ar'_j:| . nazywamy dodatnio okreslona. gdy: M, =a, >0,
: KR
a, ... a,

}ﬂ]:...: M, =det| ... .. .. |[>0
a a

nl ]

a; 4y
M, = det
a4, 4

ka

Macierz nazywamy ujemnie okreslona, gdy: M, <0,M, > 0,M, <0,...
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Problemy optymalizacji nieliniowe] dzielimy ogdlnie na:
e problemy programowania wypuklego
- Minimalizacja funkcji celu wypuklej. lub maksymalizacja funkcji celu wkleste
- zbiér warunkoéw ograniczajacych jest zbiorem wypuklym
Niech funkcje: f.g’;j=L..m,h';j=L...m, - sa funkcjami wypuklymi, wtedy

mozna udowodni¢, ze zbiory ograniczone warunkami: g’(x;....,x,)—c, <0 oraz
n (xl,...,xn)—cj =0 sa zbiorami wypuklymi. Poniewaz czes¢ wspdlna zbiorow

wypuklych jest zbiorem wypuklym, wiec zadania programowania wypuklego przyjmuja

postac:
Sf(x,....x,) = min
lub
—f(x,.....x,) = max
Przy warunkach:

{g\)(rl--rnj{—:‘] dla U=1--FTT1J-
B (300s%,)=0 dla (=L..m,);
1_1:1 =0.x,=0,..x, =0.

e problemy programowania niewypukiego
problemy decyzyjne nieliniowe, ktore niespelniang warunkow programowania wypuklego
nazywamy zadaniami programowania niewypukiego
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Szczegdlnym przypadkiem zadan programowania wypuklego jest programowanie
kwadratowe.

Zaklada on, ze funkcja celu jest wypukla funkcja kwadratowa, zas funkcje g’ (X, X,)

z warunkow ograniczajacych sa funkcjami liniowymi (a wiec tworza obszar wypukly).
Zadanie programowania kwadratowego przyjmuje postac:

1 )
cx + E xT Ex — min

Ax=b

x=0

X=X, ...,xn:r - wektor kolumnowy zmiennych decyzyjnych

ﬂn] - wektor wierszowy wspolczynnikow funkeji celu skladnika liniowego

b= bl, ...,bm:r - wektor kolumnowy wyrazéw wolnych

A= [al.. ; ] - macierz wspolezynnikow warunkow (po lewej stronie warunkow).
FE

E= |:E.~' r.] - macierz ujemnie okreslona — wspoélezynnikow skladnika kwadratowego (co
W _lin

gwarantuje wypuklosc sktadnika kwadratowego funkcji celu)
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Dla zadah optymalizacji nieliniowej w postaci kanonicznej (warunki ograniczajace
w postaci rownosci) mozemy w ogdlnym przypadku zastosowadé metode tzw. czynnikdow
nieoznaczonych Lagrange’a.

W metodzie tej zamiast poszukiwaé ekstremum warunkowego postaci:
S (x.0x, ) — max(min)

(2) g"f(x1:---:xn)—fj=0 dla (_f:]..r”).
,=20x,20,.x,=20.

poszukujemy ekstremum bezwarunkowego dla tzw. funkeji Lagrange’a utworzonej w oparciu
o wyjsciowa funkeje celu f(X) poprzez wlaczenie do tej funkeji warunkéw ograniczajacych
z odpowiednimi (sztucznie wprowadzonymi) czynnikami nicoznaczonymi (zakladamy, ze
m<n).

Dla zadania programowania nieliniowego w postaci kanonicznej (2) funkeja Lagrange’a ma
postacd:

L(X;ﬁ"j =L(x1:"':xn;ﬁ*1:"':ﬁ"'mj =f(x1:"':xn)+zj~:j I:Cj_gj(xlr"':xn)]
J=1

Warunek konieczny istnienia ekstremum warunkowego zadania jest nastepujacy:
zerowanie si¢ pochodnych czastkowych funkeji Lagrange’a:

&L
oA ;

=c¢;, - g’ (x.0x,)=0; dla (j=1,....m);
(*)

éL & ™ dg’
= A 2 A =
ox, ox, =

I
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Warunek dostateczny istnienia ekstremum warunkowego zadania (2)
w postaci kanonicznej jest nastepujacy:

m .
L= (X, X))+ 24, [cj . g‘(xl,...,xn)] - Funkcja Lagrange’a (m<n)
j=1
Hesjan . T g,-_agj_L L
3 ! 1 1 - T g TP
obrzezony b 0 0N i g g; g, OX; OX,0X,,
C 2 2 2
P & & | & H,
Dla maksimum funkcji f -
— b o .0 e | g™ warunkiem dostatecznym jest,
L Sthe S S aby (HLHL | =]
E— E— or . or 1 Ll]_ 7 o Ll . i _
11 “12 =l " zmienialy znak (dla |H, | znak
m ! - . m+1
g, & g; ! L, L, |.. L, taki jak (=1)"")
Dla minimum funkcji f -
ol ol o™ I I I warunk_lem dostatecznym jest,
Sn  ©On Sno Tl nz v nn aby mialy one ten sam znak

(i to taki jak dla (—1)") =0



PROGRAMOWANIE
DYNAMICZNE



d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Tworca teorit programowania dynamicznego jest Richard Bellman,
ktory opracowal jej podstawy teoretyczne.

Wyczerpujacy opis teoretyczny oraz metodologie wykorzystania
programowania dynamicznego do zagadnien podejmowaniu optymalnych
decyzji mozna znalez¢ miedzy imnymi w pracy monograficzne;j:

[1] Bellman R., Dreyfus S. F., Programowanie Dyvnamiczne, PWE,
Warszawa 1967.

Metodologia programowania dvnamicznego:

Formalnie rzecz biorac, metody programowania dynamicznego polegaja
na zamianie zadania optymalizacyjnego z N zmiennymi decyzyjnymi
(znalezienia ekstremum warunkowego funkcji N — zmiennych) na N zadan
z jedna zmienna decyzyjna, przy czym zadania te sa powigzane ze soba
okreslong zaleznos$cia rekurencyjna (na kazdym etapie zadania skladowego
wyznacza sig ekstremum warunkowe uwzgledniajac rezultat osiggniety na etapie
poprzednim).

Postepujac w ten sposob upraszczamy proces rachunkowy (zamiast
rozwigzywac zadanie zlozone rozwiazujemy zadania prostsze).

Operacja rozbicia zadania optymalizacyjnego na zadania skladowe jest
mozliwa tylko wtedy, gdy funkcja celu zadania jest tzw. funkcja separowalna.
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d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

OKkreslenie:
Funkcja N zmiennych F(x;.x,....xy) bedzie funkcja separowalng, jesli
F(x. % 0xy)=f1(x) @ (%) D . D fy(xy).
Operacje: +@ y nalezy rozumiec jako:
l) x®@y=x+y,.albo
2) x@ y=x-y,albo
3) x@ y :=min{x, y}, albo
4) x® y:=maxix, y}.
Uwaga: Nastepujace funkcje celu:
Fi(xp. x5, x3) = 5g,(x;) +8g5(x3)x; + 42, (x;)x,
Fy(x.x,.%;) =In[9g,(x,) +2g,(x,) + 4g5(x;)] - moga byé funkcjami celu
W programowaniu dynamicznym.

Nie moze byc to natomiast funkcja celu postaci:
F3(xp. %5, X3) = g1 (x)%; + 25 (3,)x3 + 23(x3)
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Metody programowania dynamicznego sa w  glowne] mierze
wykorzystywane do rozwiazywania zadan optymalizacyjnych dla tzw.
wieloetapowych procesow decyzyjnvch.

Ogolny schemat wieloetapowego procesu decyzyjnego przedstawia
nastepujacy rysunek:

x; X, Xy Xy
5y J: s, l 5, J' oF Sy l SN
Etap 1 Etap2 . Etap N

Schemat ten przedstawia dowolny proces (np. realizacje jakiejkolwiek
dziatalnosci), ktorego przebieg mozna podzielic na N - etapow. Na dowolnym
etapie tego procesu mozemy wyroznic nastepujace elementy:

1) Stan wejsciowy procesu do danego etapu (na schemacie -
5,_4.(I=1...N)) — jest to stan jaki osiagnal proces w wyniku realizacji
etapu poprzedniego.

2) Decyzje podejmowana na danym etapie (na schemacie - x..(i = 1..... N) ).

3) Stan wyjsciowy procesu z danego etapu (na schemacie - 5,.(i =1.....N)) —

stan ten zalezy od stanu wejsciowego oraz od podjete] decyzji na danym
etapie.
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Stan procesu mozna opisywac za pomocg jednego lub kilku parametrow —
zwanych: zmiennymi stanu. W podanym schemacie proces decyzyjny jest
opisywany za pomoca jedne] charakterystyki — jednej zmiennej stanu.

Oznaczmy przez: S, (i=1...,N) - zbiér mozliwych w i - tym etapie
wartosci zmiennej stanu - s, (zbiér mozliwych stanow). Natomiast przez: D,
(i=L....N) - zbior mozliwych decyzji w i - tvm etapie. Oznacza to, ze zmienna
decyzyjna moze przyjmowac wartosci z tego zbioru (x, € D,).
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Formalnie  wieloetapowy  proces decyzyjny mozemy  wyrazic
nastepujgcymi zaleznosciami rekurencyjnymi:

5, -jest ustalonym stanem poczatkowym procesu

Uwaga:
Zaleznosci te przedstawiaja wazna ceche wieloetapowych procesow
decyzyjnych. a mianowicie, ze stan procesu s, - osiagniety w i - tym etapie

zalezy od stanu wejsciowego s, - do 1 - tego etapu oraz od decyzji x, - podjete]
na tym etapie.

Problem, ktory nalezy rozwiaza¢ w kazdym wieloetapowym procesie
decyzyjnym polega na okresleniu ciagu decyzji: x|.x,....x,. (x € D). przy
ktorych ustalona funkcja celu dla calosci procesu przebiegajacego w N - etapach
osiaga wartos¢ optymalng (min lub max).

Ciag decyzji optymalnych wyznaczonych dla kazdego etapu: x.x,.....x,

nazywa si¢: polityka optymalng wieloetapowego procesu decyzyjnego.
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Schemat ogélny programowania dvnaiicznego:

Rozpatrzmy model decyzyjny wieloetapowego procesu decyzyjnego.
Oznaczmy:
X =(xy.....x,;) - wektor zmiennych decyzyjnych ustalanych na kazdym etapie:

sp - zadany stan poczatkowy procesu:
§1,55..... 8y - stany wyjsciowe procesu dla poszczegolnych etapow:
Z,(sq.x;) - wartos¢ funkcji celu uzyskana w pierwszym etapie przy zadanym

stanie poczatkowym:
Zy(81.%9). Z5(55.%3) s Zoy 1 (Sjr_0s Xy ). Z 3 (S3y_q. Xy ) - odpowiednio wartoscl

funkcji celu w kolejnych etapach: 2.3,....N.

Oczywiste jest, ze zachodzi: Z(sy, X)=Z,(sq. X)) + ...+ Zy (Sy_1.Xy)

Nalezy ustali¢ optymalna strategie — cigg decyzji X =(x; ....xy ). taka aby
Z[.sg._}f*)a max(min). przy ograniczeniach: X c Q. gdzie €2 - obszar
okreslenia zadania wyjsciowego.
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W celu rozwigzania tego zadania dokonujemy dekompozycji na N — zadan
(etapow) otrzymujac rodzing zadan:
Niech Q,.Q, ;,....04, »=Q - oznacza rozbicie obszaru dla zadania

wyJsciowego na obszary ograniczajace zmienne decyzyjne dla poszczegolnych

etapow.

Oznaczmy przez:

Fi(sy_y) =max(min) Z, (sy_;.x,) - optymalng wartos¢ funkcji celu uzyskana
x, =0,

na 1 —rozpatrywanym etapie.

Dalej uzyskujemy. ze:
E,(sy_y) =max(min)|Z,_,(sy_».Xy_,) + F(sy_;)] - optymalna warto$¢ funkcji

Ay €

celu w 2 —rozpatrywanym etapie.

Analogicznie dla 3 — rozpatrywanego etapu mamy:
F5(sy-3) = max(min) [Z vo2(SyoaXy) + Fo(syos )]
x"\'—i EQ.\'—E..\'—‘...‘-’

................................................................ 1 dla kolejnych
Wreszcie dla N — tego rozpatrywanego etapu:

Fy(so) = max(mjn)[z 1(50. %) + Fyy_1 (4 )]
xneld, ,=
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Uwaga:

Z rownania tego wynika, ze optymalna wartos¢ funkcji celu dla N — etapowego
procesu decyzyjnego jest rowna optymalne] wartosci funkcji celu ze wzgledu na
pierwszq decvzje, przy zalozeniu stanu poczatkowego s, - procesu oraz

maksymalnej wartosci funkcji celu dla procesu (N-1) — etapowego.

Powyzszy ciag rownan funkcyjnych wyraza tzw. zasade optymalnosci —
sformulowana przez R. Bellmana.

wINiezaleinie od tego jakie byly decyzje poczqtkowe, kaida nastepna
decyzja w ciqgu sekwencyjnym jest decyzjq optymalng 7 punktu widzenia stanu
wyniklego 7 decyzji popriednich. W efekcie koricowym ofrymamy zawsze
strategie optymalng”™

39



d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Stosujac metodologi¢ programowania dynamicznego oraz ide¢ algorytmu
sekwencyjnego mozna rozwiaza¢ bardzo wiele réznorodnych problemow
decyzyjnych.

Przvtoczvimy tutaj tviko niektore z tych problemow:

- Problem optymalnego wyboru przedsigwzigc mwestycyjnych.

- Problem wyznaczenia mnajkrotsze] trasy przejazdu pomiedzy dwoma
miejscowosciami w wieloetapowej sieci drogowej (transportowej).

- Problem optymalnego wyznaczenia wielkosci odnawianych zasobow
magazynowych w wieloetapowym (np. co kwartal) procesie dostaw
magazynowych itp.
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Przyklad 1 - Problem optymalnego rozdzialu inwestycji

Miedzynarodowe przedsiebiorstwo transportowe planuje zainwestowac
10 000 000 $§ w rozwoj sieci swoich placowek na nowych potencjalnych
rynkach swiadczenia ustlug. Pod uwage bierze 4 strefy (rynki). a mianowicie:
(I) — rosyjski, (IT) — ukrainski, (III) — biatoruski, (IV) — polski.

Firma konsultingowa przeprowadzila wstepne badania opracowujac tabele
oraz krzywe potencjalnych zyskow dla poszczegolnych krajow lokalizacji sieci
swoich placowek, przy zainwestowaniu ,.X” - jednostek pienieznych (jednostka
to 1 000 000 $).
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Badania firmy konsultingowej przedstawia tabela:

Suma zainwestowana | Przewidywany zysk (w milionach $) przy inwestveji
(w milionach %) w danej strefie rynku I - IV
I etap II etap III etap IV etap
/i /5 J; i
0 ] 0 0 0
1 0.28 0,23 0.15 0.20
2 0.43 0,41 0.25 0.33
3 0.63 0.33 040 042
4 0,78 0.63 0.50 048
3 0.90 0,73 0.62 0.53
6 1.02 0,80 0.73 0.56
7 1.13 0,83 0.82 0.58
8 1.23 0,88 0.90 0.60
9 1.32 0.90 0.96 0.60
10 1.38 0,90 1.00 0.60
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Krzywe potencjalnego zysku prezentujg ponizsze wykresy:

Zysk {potengainy) [wmBonach §]
=)
[i]

04 |
02
-l Fynek
0.0 =+ Rynek I
# oo Bymek |
0.2 ; : : : : :
2 ¥ 2 4 i 8 10 12 == Rynek IV

Maktzdy [w mTonzch 3]
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Zadanie decvzvine jest nastepujace: Jak rozlozy¢ kwote mwestycyjna
nie przekraczajaca 10 jednostek. aby sumaryczny zysk (potencjalnie) byl jak
najwigkszy ?

Jest to zagadnienie kombinatoryczne, ale majace bardzo duzo kombinacji,
dlatego zastosyyemy algorvtm sekwencyny R. Belllmana.

Przvjmiemy nastepujace oznaczenia:

fi(x,) - funkcja zysku z rynku L. przy inwestycji kwoty x,.

[, (x,) - funkcja zysku z rynku II. przy inwestycji kwoty x, .

f.(x,) - funkcja zysku z rynku III, przy inwestycji kwoty x,,
f.(x,) - funkcja zysku z rynku I'V. przy inwestycji kwoty x,,
x, €40.1,....10},i =1.2.3.4.

Ponadto oznaczymy dla potrzeb algorvtmu sekwencyjnego:

F.(A4) - maksymalny zysk przy optymalnym podziale srodkow inwestycyjnych
wstrefie I1 11 tzn. x, +x, =4, A<{0.1,....10}

F . (A) - maksymalny zysk przy optymalnym podziale srodkow mwestycyjnych
wstrefie LIT1 L. tzn. x, +x, +x, = A4, 4= {0.1....10}

F .. (A4) - zysk przy optymalnym podziale kwoty mwestycyjnej wielkosci A
w czterech strefach: I - IV, tzn. x, +x, +x, +x, =4, A= {0.1....10}.
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Stosujac opisany wczesnie] ogélnie algorytm sekwencyjny R. Bellmana
mozemy uzyskac¢ optymalne decyzje podziahu srodkow inwestycyjnych.
Dla przykladu pokazemy jak optymalnie zainwestowac kwote A=2 000000 $
(2 jednostki) w rozpatrywane 4 rynki:

Na pierwszym etapie bierzemy pod uwage tylko rynek rosyjski — w jeden rynek
optymalnie inwestujemy zgodnie z wartosciamu funkcji celu: Fi(x) = fi(x) -

podanymi w tabeli. Badania firmy konsultingowej przedstawia tabela;
W dﬂlEiIﬂ Etﬂpi e dola czamy dl'llgl rvinek — ukrainski: Sl?l.‘ﬂ.’f .zamwestowana P-rzemtli)w';any z}:sk (w mlh:mach $) przy inwestycji
= - - (w milionach §) w danej strefie rynku I- IV
(H:) ‘F‘IE (A) = . EEI?.X .»!{jll (‘TZ) + fi (/1' — .151)} Tetap I etap I etap IV etap
N Al A s |k
0 0 0 0 0
1 028 025 0,15 020
F,(2) =max{,(0)+ 1(2-0). LD+ /A2 -D. LD+ £/(2-2)} = § o5 [ o [ o5 | o3
=max{0+0.45:0.25+0.28:0.41+ 0} =0.53 : 078 0;3 050 01
5 0,90 0.75 0,62 0,53
. 6 102 0.80 073 0.56
Strategia optymalna: {Ll} 7 oE 05 00 058
8 1,23 0,88 0,90 0,60
. 9 132 090 0,96 0,60
Ponadto ofrzvinujemy: m 3 090 00 060
F,(0) = max {,(0) + £,(0)} =

0
F,() =max{f;(0)+ f;(1-0), /(1) + fi(1-1)} =max {0.28:0.25} = 0.28 45
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W 3 - etapie wyznaczymy optymalna wartos¢ funkcji celu biorac pod uwage

trzy rynki: rosyjski, ukraifiski, bialoruski:

(*) Fy5(4) = ) JUDIﬂEX d{fa (x;) + F,(4 _xa)}
; + r: + 1,=d

F5(2) =max{f;(0)+ F,(2-0): () + F,(2-1): f3(2) + F,(2-2)} =
=max{0+0.53:0.15+0.28,0.25+0} =0.53

Strategia optymalna: (1.1.0)
Ponadto otrzvinujemy:

Fi5;(0) =max{f;(0) + F,(0); =0
Fros (1) = max{, (0) + F, (1= 0): £y (1) + Fy, (1-1)} = max{0.28:0.15} = 0.28

Badania firmy konsultingowej przedstawia tabela:

Suma zainwestowana | Przewidywany zysk (w milionach $) przy mwestycji
(w milionach ) w danej strefie rynku I- IV
Letap [l etap [ etap IV etap
f I f Ji
0 0 0 0 0
1 028 023 015 020
2 045 041 023 033
] 0,65 033 040 042
4 078 0,63 030 048
3 090 0,75 062 033
6 1,02 030 073 0,36
1 113 085 082 0,38
8 1.3 038 090 0,60
9 132 090 096 0,60
10 138 090 1,00 0,60
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Wieszcie w 4 efapie wyznaczymy wartos¢ optymalna funkeji celu biorac pod

r wrvetkd 7 L
W ﬂg@ W SZ" ‘3[1{1(3 CHEW I'}'[].kl Badania firmy konsultingowej przedstawia tabela:
Suma zainwestowana | Przewidywany zysk (w milionach $) przy inwestycji
(**$) _F . (A) = 1max {f (T ) + Fq. (A -X )1 (w milionach §) w danej strefie rynku I -1V
1234 444 123 4/) -
X, =0.12..4 Tetap M etap 1T etap IV etap
Xt EX X, =4 f; /i f; fi
0 0 0 0 0
1 0,28 023 0,15 0,20
_ , _ 2 045 041 0,23 033
Fy(2) = max{f,(0)+ Fy(2-0). £, () + F32-1): £4(2) + B (2-2)} = 3 065 | 05 | 0 | 08
4 0,78 0,63 0,30 0,48
=max{0+0.53:0.20+0.28,0.33+ 0} =0.53 . T T R T R
6 1,02 0,80 0,73 0,56
7 113 0,85 0,82 0,58
. 8 123 0,88 0.90 0,60
Strategia optymalna: (1,1.0,0} 5 T o 0% |08
10 138 0,90 1,00 0,60

Otrzymany wynik jest wynikiem koncowym, gdy inwestor decyduje sie
na wydanie 2 - jednostek piemeznych - optymalny rozdzial mwestycji:
przeznaczy¢ po jednostee na rynki 111

47
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Dalej mnalezy przeprowadzi¢ analogiczne rozwazania rachunkowe dla

A=23.4...10. Ostateczne wyniki podaje tabela ponizej:
Na_ld_ 23.-5_1‘; pot__ F.(A4) Strat. FL;(A) Strat. Fpp, (A) Strat. AF,.,, =
Imwest. ze strefy Opt. Opt. Opt.
(&) f; VAR = Flyss(A) — Flys(4-1)
] i ) (Przvrosty Zysku)

0 0000 0 J{oo0y| 2 {000} v (0,0.0.0)

1 028|025 (0,15 (0,20 0,28 {"1 O"-,_ 0,28 {'1 0.0% 028 {1.0.0.0) 0,28
v e N

2 [oasfoarfo2s]o33| 035 | 11y | 033 | 110y | 953 | {1100) 0.25

3 |oss|ossfodofod2] 070 [ ogy [ 070 [ (210} | 073 | (1roa) 0.20
{3,1.0,0}

4 |o78|o65|050|048| 080 | /31y | 090 | 310y | 090 | - 0.17
R R (21,01}

3 090075062 (0,53 1.04 {3 2% 1.06 {'1 ' '[]ii 1,10 {310 1"} 0,20
TS VTR VTR

& 1.02 1080 | 0.73 |0.56 1.20 {33'} 1.21 {'3: ]',':' 1.26 '::32{:'1.:- 0.16

7 1.13 (085|082 [0.58 1.33 {4 3'} 1.35 {331% 1.41 {37118 0,15
VT =T A

8 [123]0ss0g0060| 144 |53y | 148 [ (431} | 155 | (3311 0.14
L WorT Y VT
., ) {5.3.1} (4311)

9 1.32 (0,90 (0,96 | 0,60 1.57 (6.3} 1.60 / 1.68 : \ 0,13
Vo (3.3.3) (3.3.1.2)
Y ! \ !

10 |1.380901.00(0.60| 1.68 |(73)| 173 |(433)| 181 |(4312) 0.13
VoS , T | W)
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Whniosek:

Dodatkowy zysk: AF|;34 = Fir34(A) — Fi334(A —1) przy zainwestowaniu na tych
czterech rynkach dodatkowej jednostki (1 000000 $) maleje wraz ze wzrostem
nasycenia rynkow w srodki inwestycyjne - A (jest to zjawisko naturalne 1 prawo
ekonomiczne rynku).

Sens praktyczny tego wniosku ilustruje nastepujacy wykres:
0,24

030 |

026 |

022 | s

018 L

014 |

=ow Dodatkowy Zysk

010 H i : H : = Trend Zysku
0 2 4 g 8 10 12 wzgl. Makladow

FlA) - FlA-1) - Dod. zysk przy zainwest. dod. jedn. inwest.

Masycenie Srodkami Inwestycyinymi




