Systemy masowej obstugi (systemy kolejkowe) — rozwigzane przyklady

Literatura:
e Karol Kukutla (red.), Badania operacyjne w przyktadach i zadaniach, rozdziat 4, str. 168-179
e Materialy ,,PDF” z wyktadow

Przyklad 1. Wycinkowe obserwacje dotyczace czasow przyby¢ samochoddéw z towarem oraz czasow ich
roztadunku dla pewnej hurtowni posiadajacej jeden front roztadunkowy (kanatl obstugi) podaje tabela:

Czas
Numer przybycia Czas
klienta liczony od roztadunku
(samochodu) przybycia samochodow
z towarem poprzedniego (minuty)
(godziny)

1 1 35

2 1,5 60

3 1 65

4 0,75 60

5 1,25 55

6 2 75

7 3 65

8 0,75 45

9 0,5 60

10 0,75 80
suma 12,5 600

Zaktadamy, ze istnieje mozliwo§¢ nieograniczonej kolejki samochodow. Traktujac front roziadunkowy
hurtowni jako system masowej obstugi typu: M|M|1|eo wyznaczy¢:

a) Intensywno$¢ przyby¢ klientow oraz intensywnos$¢ obstugi [na godzing].
b) Wspdlczynnik obcigzenia (zajetosci) systemu.
c) Zbada¢ czy system funkcjonuje w wariancie regularnym (stacjonarnym)
d) Oszacowa¢ prawdopodobiefstwo, ze:
- w systemie kolejkowym znajduje si¢ wiecej niz 4 samochody;
- kolejce na roztadunek czeka nie wigcej niz 2 samochody;
e¢) Srednig liczbe samochodéw czekajacych w kolejce na roztadunek i jego wariancje.
f) Sredni czas oczekiwania samochodow w kolejce na roztadunek oraz jego wariancje.

g) Prawdopodobienstwo, ze czas oczekiwania w kolejce na roztadunek samochodow bedzie wiekszy niz 45
minut.

h) Prawdopodobiefistwo, ze taczny czas przebywania samochodéw w systemie (w hurtowni) nie bedzie
wigkszy niz 2 godziny.



Rozwiazanie:

Ad a)
Wyznaczamy $redni czas jaki uptynal miedzy przybyciem dwoch kolejnych klientow:
12,5 godz.

P=10 1,25 samoch()d]
Zatem intensywno$¢ przyby¢ klientow A wyznaczymy jako odwrotno$¢ tego sredniego czasu:
a 08 samochodow
T 125 [ godz. ]
Podobnie intensywno$¢ obstugi v wyznaczymy obliczajac $redni czas obstugi pojedynczego klienta i
wyznaczajac jego odwrotnosc:

P 600 _ [ min. ]
o 10 N samochéd
samochodow samochodow
1 fsamochodow) 1o, _  fsamochodow)
~ 60 min godz.

W analizowanym systemie masowej obslugi (kolejkowym) $redni w ciaggu kazdej jednostki czasu (godziny)
pojawia si¢ ok. 0,8 nowego klienta (nowego samochodu z towarem do roztadunku), za§ w ciagu tej samej
jednostki czasu jest obslugiwany srednio ok. 1 klient (roztadowywany 1 samochod).

Adb)ic

Wspglcz;nnik zajetoscel systemu informuje nas czy system nie jest przecigzony. Wyznaczamy go ze Wzoru:

ﬁ, gdzie n — to liczba kanatéw obstugi systemu.

W naszym przypadku mamy system z jednym kanatem obshugi (front roztadunkowy hurtowni) n=1, zatem
zaje¢tose systemu wynosi % = (,8. Czyli system jest zajety (obcigzony) w 80 [%].

System bedzie funkcjonowal w prostszym do analizy wariancie tzw. regularnym, gdy intensywno$¢ przybyc,
. oy ... . , . ., . A
intensywno$¢ obshugi nie jest nieskonczona A, v < oo oraz zajetos¢ systemu spelnia warunek: —< 1.

Wariant regularny pracy systemu oznacza wariant w ktorym wszystkie charakterystyki stabilizujg si¢ z czasem i
od niego nie zaleza.

Rozpatrywany system posiada wariant regularny, bo zaj¢tos¢ 0,8 < 1.

. . L ; . s . A_ 08
Oznaczmy iloraz intensywnosci przyby¢ przez intensywnos¢ obstugi pojedynczego kanatu przez: p = =T

0,8.

Uwaga: w tym przypadku (gdy analizowany systemu posiada n=1 pojedynczy kanat obstugi, to iloraz ten jest
rowny takze zajgtosci systemu — gdy mamy wigcej kanalow juz nie)

Ad d)

Skorzystamy z podstawowe]j charakterystyki rozwazanego systemu z jednym kanalem obstugi w wariancie

regularnym, tzn. prawdopodobienstwa, ze w systemie kolejkowym jest k, — zgltoszen (w tym jedno obshugiwane

na kanale obstugi).

P, =Pk =ky) =(1—p)=p* k=0,12,...

Szukane prawdopodobienstwo, ze w systemie kolejkowym (hurtowni) jest wiecej niz k, = 4 samochody

mozemy wyznaczy¢ nast¢pujaco:

P(k > ko) = Pyyp1 + Pegyz + 0 = (1= p) * pfo* + (1 — p) * pHot? 4 ...
=1 —-p)xptott«[1+p+p?+--]=1-p) *p"‘)“*m

Zatem P(k > ko = 4) = p**1 = p°> =0,8° = 0,33 33%)

Szukane prawdopodobienstwo, ze w kolejce na roztadunek czeka nie wigeej niz r, = 2 samochody oszacujemy

korzystajac ze zdarzenia przeciwnego, ze czeka wigcej niz 2 samochody.

P(r>r) =Pk >ry+1) =P 4y + Pyz + - = po2,

Wtedy P(r <15) =1—P(r>1,) =1—p*t2 =1-0,8* = 0,59 (59%).



Ade)
Srednig liczbe samochodéw czekajacych w kolejce na roztadunek i jego wariancje wyznaczymy w przypadku

wariantu regularnego systemu ze wWzorow:

2 2
E[r] = (lp_ 5= (10_’?) 5= 3,2 [samochody] — $rednia liczba samochodow czekajacych w kolejce na roztadunek w
hurtowni.
D2[r] = pz*(1+p—2p2) _ 0,82*(1+0,8—20,82) _
1-p) (1-0,8)
Zatem odchylenie standardowe dla szukanej liczby samochodow czekajacych w kolejece wynosi: D[r] =

18,56 [samochodéw?]

18,56 = 4,31 [samochodu]. Typowy przedziat zmiennos$ci to przedziat od 0 do nawet 7,5 (ok. 8) samochodow.

Ad )
Sredni czas oczekiwania w kolejce samochodéw na roztadunek i jego wariancje wyznaczymy w przypadku

wariantu regularnego systemu ze wzorow:
. p _ 08
ET] = (v=1) ~ (1-0,8)
2 _ p*x(2-p) _ 0,8+x(2-0,8) __ , o
D[T] =557 = ~amomz = 24 [godziny?]
Zatem odchylenie standardowe dla szukanego czasu oczekiwania w kolejce wynosi: D[T] = V24 = 4,9 [godz.].

Typowy przedziat zmiennoSci to przedziat od 0 do nawet 8,9 (ok. 9) godzin.

= 4 [godziny] — $redni czas czekania samochodoéw w kolejce na roztadunek w hurtowni.

Adg)

Wyznaczajac prawdopodobienstwo, ze czas oczekiwania w kolejce na roztadunek samochodow bedzie wigkszy
niz 45 minut skorzystamy ze wzoru: (t, = 45 [min] = g = 0,75 [godz.])

P(T >ty) = p*e V"% =0,8%2,7173-1-08+075 = 0 69 (69%)

Adh)

Aby wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, ze taczny czas przebywania samochodéw w systemie (w systemie
hurtowniczym) nie bedzie wigkszy niz t, = 2 [godziny] skorzystamy ze wzoru na zdarzenie przeciwne, ze bedzie
on dtuzszy niz 2 godziny:

P(Z > ty) = e"Vrto = 2,7173-1-08)2 = 0,67 (67%).

Zatem szukane prawdopodobienstwo wyniesie: P(Z < ty) =1—-P(Z > t,) =1 - 0,67 = 0,33 (33 %).

Przyklad 2. W porcie znajduja si¢ 3 dzwigi portowe realizujace roztadunek kontenerowcoéw. Kazdy z dzwigoéw
pracuje z jednakowa wydajnoscia i jest w stanie rozladowac jeden statek srednio w ciagu 6 godzin. Czasy przyby¢

[w godzinach] na nabrzeze portowe w celu roztadunku dla losowo wybranych 20 statkéw podaje tabela:
Numer Czas przybycia
klienta (statku) | Lrasprzybycia Numer Czas przybycia
. liczony od przybycia . ;
zgloszenie roztadunku . . klienta (statku) [w godzinach]
na nabrzezu portowym poprzedniego (godziny)
1 4 11 2,5
2 5 12 3
3 2 13 2
4 1 14 5
5 3,5 15 6
6 1,5 16 5
7 3 17 3,5
8 4 18 8
9 5,5 19 7,5
10 3,5 20 5,5

Zaktadamy, ze na redzie portowej moze czekaé w kolejce na rozladunek nieograniczona liczba statkéw oraz, ze
kolejka do dokoéw przetadunkowych jest jedna (wspolna).



Traktujgc port przetadunkowy jako system masowej obstugi typu (M|M|n|c) wyznaczyé:
a) Wspolczynnik obcigzenia (zajetosci) systemu.
b) Zbadaé czy system funkcjonuje w wariancie regularnym (stacjonarny)
¢) Oszacowac prawdopodobienstwo, ze:
- losowo przybywajacy na nabrzeze portowe statek zostanie roztadowany bez czekania w kolejce
- zajete rozladunkiem sg 2 dzwigi portowe
- w kolejce na obstlugg (roztadunek) czeka 1 kontenerowiec
d) Srednig liczbe statkéw czekajacych w kolejce na roztadunek.
e) Srednig liczbe zajetych (oraz wolnych) dzwigdéw przetadunkowych.
f) Prawdopodobienstwo, ze czas oczekiwania w kolejce kontenerowcodw na roztadunek nie bgdzie dtuzszy niz
120 minut.
g) Sredni czas czekania w kolejce na roztadunek statkow oraz jego wariancje.
h) Na podstawie parametréw pracy systemu kolejkowego odpowiedzie¢ na pytanie: czy ma sens zlikwidowanie
jednego dzwigu przetadunkowego ?
- ile wtedy bedzie wynosit parametr zajgtosci systemu ?
- jakie bedzie prawdopodobienstwo, ze statek bedzie musiat czeka¢ w kolejce na roztadunek ?
- jaka bedzie $rednia dtugos¢ kolejki do roztadunku ?
- jaki bedzie $redni czas oczekiwania statku na roztadunek ?

Rozwiazanie:

Ada)ib)

Jest to system masowej obstugi podobny jak w przykladzie 1 tylko posiadajacy n=3 kanaty obstugi (dzwigi
przetadunkowe).

Wyznaczymy $redni czas jaki uplynat miedzy przybyciem dwoch kolejnych klientow (statkow z towarem):

. xt, 81 [ godz.
P om 20 7 Lstatek
Zatem intensywno$¢ przyby¢ klientdow 4 wyznaczona jako odwrotnos¢ tego $redniego czasu:

statku]

A=——=0,25 [
4,05 godz.

Podobnie intensywno$¢ obstugi dla pojedynczego kanalu obshigi (jednego dzwigu przetadunkowego)

"v" wyznaczymy przyjmujac, ze $redni czas obstugi pojedynczego statku £, = 6 [ﬁ] 1 wyznaczajac jego
odwrotnos¢:
[statku] 17 [statku]
6l godz 0, godz.

Wspétezynnik zajetosci systemu wynosi w tym przypadku:

L, gdzie n — to liczba kanal()w obslugi systemu.

= 0,49. Czyli system jest zajety (obcigzony) w ok. 49 [%].

System bedzie funkCJonowal w wariancie regularnym w analizowanym przypadku systemu, gdy zajetos¢
systemu spelnia warunek: nATv < 1. Rozpatrywany system posiada zatem wariant regularny, gdyz zajetos¢
systemu 0,49 < 1.

Oznaczmy iloraz intensywnosci zgtoszen do obshugi przez p = % =—=1,47

Adc)

Dla wariantu regularnego pracy takiego systemu kolejkowego prawdopodobienstwo, ze w systemie kolejkowym
znajduje si¢ k-zgtoszen (z ktorych n=3 jest obstugiwane na kanatach — dzwigach przetadunkowych) obliczamy
Ze WZOrow:

k
P, = 7(_1 * Py, gdy k=0,1,2,...,n oraz P, = * Py, gdy k=n+1,n+2,.

Sa to wzory rekurencyjne uzaleznione od Py, gdzie P, — oznacza prawdopodobieﬁstwo, ze system jest pusty i
niewykorzystany (nie ma zadnego zgloszenia i wszystkie kanaly sa wolne i czekaja na klientow).

nlx nkn



k n -1
. — n-1pP 4
W Yznaczamy go Z€ WZoru: PO = [Zkzo _k! + —(n—l)!*(n—p)]

p? 03 -1
Dla naszego przyktadu P, = [(1 +p+ 7) + m] = 0,22 (22%)

- Aby oszacowa¢ prawdopodobienstwo, ze losowo przybywajacy na nabrzeze portowe statek zostanie
roztadowany bez czekania w kolejce skorzystamy ze wzoru:

k
1-MI= (Z’,;‘;% %) * Py, gdzie: I1 — prawdopodobienstwo, ze zgloszenie bedzie musiato czeka¢ w kolejce na

rozladunek.

k 2 2
Zatem szukane prawdopodobienstwo wynosi: (Zﬁ;}) %) * Py = (1 +p+ %) * Py = (1 +1,47 + %) *

0,22 = 0,78 (78%)
- W celu oszacowania prawdopodobienstwa, ze zajete roztadunkiem sa 2 dzwigi portowe skorzystamy ze wzoru:
S| 2
P(s=s,=2) = ’:_" x Py = 1";7 ¥ 0,22 = 0,24 (24%).
0! !
- Wreszcie aby wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, ze w kolejce na obstuge (roztadunek) czeka 1y =1
kontenerowiec skorzystamy ze wzoru:

n+ro 3+1
P 1,47
P(r =1, = 1) = = * PO =

0,22 = 0,057 (5,7 %).

3131

Add)
Srednig liczbe statkéw czekajacych w kolejce na roztadunek (na redzie) wyznaczamy ze wzoru:

_ pntt 1 14731 1 _
Elrl = i * a2 * Po = Goor * v * 022 = 0,22 [statku]

Ade)

Srednig liczbe wolnych (kanalow) dzwigéw przetadunkowych wyznaczamy ze wzoru:
n—p=3-147 = 1,53 [dzwigu]

Srednig liczbe zajetych dzwigoéw przetadunkowych ze wzoru: n — (n — p) = p = 1,47 [dzwigu].

AdY)
Mamy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, ze czas oczekiwania w kolejce kontenerowcow na roztadunek nie
bedzie dluzszy niz 120 minut (2 godziny).

n
Skorzystamy zatem ze wzoru na zdarzenie przeciwne: P(T > t, = 2 [h]) = # * i—' * Py x @~ (Mp)veto

Zatem szukane prawdopodobienstwo wynosi:

3
P(T < 2[R]) = 1 — —— %22+ 0,22  2,7173~C 1470172 — 0,86 (36 %).
Ad g)
Sredni czas czekania w kolejce na roztadunek statkow oraz jego wariancje obliczymy ze wzordow:

n 0o _ 0,22
n*xv—A7A (n—p)*v (3-1,47)x0,17
Greprs = Goaamears = LS Lgodziny]

Zatem odchylenie standardowe tego czasu wynosi: D[T] = \/m = 1,23 [godziny].

Typowy przedziat zmiennosci czasu czekania na roztadunek na nabrzezu portowym statkéw to przedziat od 0 do
2,1 (ok. 2) godzin.

Czas $redni czekania na roztadunek: E[T] = = 0,85 [godziny]

Wariancja tego czasu: D2[T] =

Adh)

Analizowany system posiada zajetos$¢ tylko ok. 49 [%] (jest nawet mniej niz w potowie zdolnosci obstugowych
obcigzony). Sensowna wydaje si¢ analiza czy zmniejszenie liczby kanalow (dzwigéw) o 1 ma sens ?
Przyczynitoby si¢ to oczywiscie do mniejszych kosztow funkcjonowania systemu, ale czy poprawi efektywnosé
pracy catego systemu (system nie bedzie zbyt obcigzony, a parametry jego pracy np. czasOw oczekiwania na
obstuge zbyt dlugie ?). Sprawdzmy zatem jakie beda w przypadku redukcji jednego kanatu parametry pracy
systemu.



. . . ;. LA 0,25
- Parametr (wspolczynnik zajetosci) systemu wynosi: T Tors
* *0,

si¢ do ok. 74 %, a system dalej funkcjonuje w wariancie regularnym (nie jest przecigzony).

= 0,74 (74 %). Zatem wykorzystanie zwigksza

- Aby wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, ze statek bedzie musial czeka¢ w kolejce na roztadunek obliczymy
najpierw prawdopodobienstwo, ze w systemie nie ma zadnego zgloszenia (system jest pusty). Wynosi ono:

p? -t
Po=[+p+550—] =o1s.

P upy=— M L 015=061 (61 %). Wzrasta ono
m-Dix(n-p) 07 (2-Dix(2-1,47) ’ )

z 22% do 61% (w przypadku zmniejszenia o 1 liczby dzwigdéw). Jest to znaczne, ale jeszcze jednak sensowne
i dopuszczalne prawdopodobienstwo.

Zatem szukane prawdopodobienstwo I1 =

- Srednia dhugos¢ kolejki statkow do roztadunku wyniesie:

pTH1 1 1,472+1 1 _
E[r] = oD * EEAT *Po = * e 0,15 = 1,7 [statku]. Zatem wzrasta z 0,22 [statku] dla n=3

kanatéw obstugi do 1,7 [statku] przy n=2 tylko dzwigach przetadunkowych.

- Sredni czas oczekiwania statku na roztadunek wynosit bedzie teraz:
n 0,61 _ . . L
E[T] = o = GeLaneolr = 6,8 [godziny]. Wzrasta zatem od 0,85 (ok. 1) [godziny] do wartosci ok. 7

[godzin] przy likwidacji jednego dzwigu (wydtuza si¢ o ok. 6 godzin).

Whiosek:

Mozna zlikwidowaé jeden dzwig przeladunkowy (nie wptynie to na efektywno$¢ systemu — dalej wariant
regularny z obcigzeniem ok. 74 %)

Jednakze parametry efektywnej pracy systemu, np. $rednia dlugos¢ kolejki, czy tez czas czekania na obstuge
ulegng znacznemu zwigkszeniu.

Nalezatoby jeszcze porownac czy zmniejszenie kosztow eksploatacji jednego dzwigu rekompensuje ewentualne
straty wynikajace z wydtuzenia czasow: czekania na obshugg (i calkowitego przebywania zgloszen w systemie)
oraz zwigkszenia si¢ dtugosci kolejki zgloszen (statkéw czekajacych na roztadunek).



