Cz. 1
Problemy optymalizacji liniowej systemach logistycznych
(metoda graficzna) — przyklady
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Przyklad 1. Okresli¢ ilo$¢ kurséw poszczegdlnych srodkow transportu, przy ktorych koszty
przewozu gotowych wyrobow z przedsigbiorstwa do hurtowni beda najnizsze.

Opis sytuacji decyzyjnej:

- przedsigbiorstwo ma do wyboru 2 rodzaje $rodkow transportu do przewozu wiasnych
wyrobow do hurtowni: transport kolejowy 1 transport samochodowy

- przedsigbiorstwo musi przesta¢ na dob¢ 120 ton tadunku (dobowy strumien tadunkow = 120
t/dobe)

- §rodki transportu kolejowego umozliwiaja przewiezienie jednym kursem 30 ton produktu

- $rodki transportu samochodowego umozliwiajg przewiezienie jednym kursem 10 ton
produktu

- koleje sg w stanie zrealizowac 2 kursy na dobe

- transportem samochodowym jest mozliwos¢ zrealizowania 10 kursow na dobe

- koszty transportu kolejowego wynosza 100 zt / kurs

- koszty transportu samochodowego wynosza 300 zt / kurs

Model matematyczny problemu:

1. Okreslenie zmiennych decyzyjnych: (wielko$ci zmieniane, ktoére w procesie podejmowania
decyzji nalezy wyznaczy¢)

Wprowadzamy dwie zmienne decyzyjne x; = 0 — liczba kurséw $rodkami transportu
kolejowego, x, = 0 — liczba kurséw srodkami transportu samochodowego.

2. Zapisanie kryterium decyzyjnego w sposob matematyczny — w tym wypadku kryterium,,
jakim bedziemy si¢ kierowa¢ podejmujac optymalne decyzje bedzie kryterium tgcznych
kosztow transportu (zt).

Funkcja celu F(xq,x;) = 100 * x; + 300 * x, - min

3. Okreslenie wszystkich ograniczen rozpatrywanych w problemie decyzyjnym i zapisanie ich
jako uktad warunkow w postaci (réwnan lub nierdwnosci) definiujgcych tacznie tzw. obszar
poszukiwania rozwigzan dopuszczalnych.

30 *x; +10 xx, > 120 (1)
X1 <2 (2

x, <10 (3)
X1 =20,x, =20 4



Ostateczny model matematyczny rozwigzywanego problemu optymalizacyjnego zapisany w
postaci tzw. zadania programowania liniowego (zaréwno funkcja celu jak i wszystkie warunki
ograniczajace sg liniowe) jest postaci:

ZPL (Zadanie Programowania Liniowego)

F(xq,x5) =100 * x; + 300 * x, - min
30 *x; +10 xx, > 120 (1)

X1 <2 (2
x, <10 (3)
X1 =20,x, =20 4

Zadanie to mozemy sprowadzi¢ do prostszej postaci — przeksztalcajac funkcje celu oraz
dzielac obustronne przez 10 (1) warunek:

F(x1,%x5) =100 * (x; + 3 xx3) = 100 * Z(xq,x,) » min
3xx;+1*xx, 212 (D)

X1 <2 (2
x, <10 (3)
x1=20,x, =20 4

Rozwiazanie analizowanego problemu decyzyjnego zapisanego w postaci zadania ZPL —
metoda graficzna (przvpadek tylko dla dwoch zmiennych decyzyinych).

Ilustracja graficzna obszaru rozwiazan dopuszczalnych

Aby znalez¢ optymalne rozwigzania zadania ZPL nalezy po pierwsze zilustrowaé w uktadzie
wspotrzednych (X1,X2) obszar rozwigzan dopuszczalnych zadania.

[lustracjg graficzna dla pierwszego warunku (1) jest potplaszczyzna o krawedzi 3 * x; + 1 *
X, = 12. Przechodzi ona m.in. przez punkty przecigcia z osiami uktadu wspotrzednych: x; =
0-3*x0+1*x,=12->x, =12, oraz x, =0->3*x; +1%0=12 - x; = 4. Zatem
przechodzi ona przez punkty (0,12) oraz (4,0). Ilustracja warunku (1) z racji wspdtczynnika
przy x2 (rownego 1>0) bedzie potplaszczyzna powyzej tej krawedzi (zob. Rys. 1).

[lustracja graficzna dla drugiego warunku (2) jest potptaszczyzna o krawedzi 1x x; + 0 * x, =
2. Krawedz ta jest rownoleglta do osi X» i1 przechodzi przez punkt (2,0), a wigc szukang
polptaszczyzng jest obszar na lewo od tej krawedzi (zob. Rys. 1).

Podobnie ilustracjg graficzng dla trzeciego warunku (3) jest poiptaszczyzna o krawedzi 0 x; +
1 *x, = 10. Krawedz ta jest roéwnolegta do osi X; i przechodzi przez punkt (10,0), a wiec
szukang polptaszczyzng jest obszar w dot od tej krawedzi (zob. Rys. 1).



Czescig wspolng w pierwszej ¢wiartce uktadu wspodtrzednych wszystkich (1)-(3) warunkéw
ograniczajacych wlasciwych i warunku brzegowego (4) jest zatem na czerwono zilustrowany
trjkat ABC o wspotrzednych wierzchotkéw A(2,6); B(2,10) 1 C(2/3,10).

Wspotrzgdne wierzchotkow znajdujemy rozwigzujac uktady rownan jako przecigcia krawedzi
odpowiednich warunkow.

Dla punktu A — przecigcie krawedzi warunku (1) 1 (2). Zatem wstawiajgc za x1=2 do réwnania
(1) mamy: 32+ 1*x, =12 > x, = 6.

Dla punktu B — przecigcie krawedzi warunku (2) 1 (3) mamy od razu jego wspotrzedne (2,10).

Dla punktu C — przecigcie krawedzi warunku (1) 1 (3). Zatem wstawiajac za xo=10 do réwnania
(1) mamy: 3*xx; +1x10=12 > x; = 2/3.
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Rys. 1. Ilustracja obszaru rozwiazan dopuszczalnych dla przyktadu 1.

Jezeli istnieje rozwigzanie optymalne tego zadania, to bedziemy go poszukiwaé w obszarze
trojkata ABC.

Analiza przebiegu warstwicy funkcji celu
Przeanalizujmy jak zachowuje si¢ pomocnicza funkcja celu Z(x1, x;) = 1% x; + 3 * x5.

Przechodzac przez poczatek uktadu wspotrzednych ma ona rownanie:
Z(xlsz) = 1 *xl + 3 *x2 = 0 _)xz — _%xl.

Przesuwajac rownolegle warstwice funkcji celu w gore, tak by przebiegata ona przez obszar
rozwigzan dopuszczalnych zauwazamy, ze jako pierwszy zostanie osiggniety wierzchotek
A(2,6), a wartos¢ funkcji celu w tym punkcie wyniesie: Z(A)=Z(2,6)=1%2+3*6=20, nastepnie



wierzchotek C(2/3,10), Z(C)=2(2/3,10) = 1*2/3+3*10=92/3, a jako ostatnim punktem obszaru
rozwigzan dopuszczalnych osiggnigtym przez warstwicg funkcji celu bedzie wierzchotek
B(2,10), Z(B)=Z(2,10)=1*2+3*10=32. Zatem rozwigzaniem optymalnym (minimum funkcji
celu) sg wspoirzedne A(2,6) (jednoznaczne - jedno rozwigzanie).

Rozwiazanie optymalne:

X1 =2,x;, =6,F,;, =20%100 = 2000 zt
Nalezy zatem wykonac¢ 2 kursy kolejg oraz 6 kursow samochodem, a optymalne (minimalne)
koszty transportu wyniosg 2000 zi.

Przyklad 2. Hurtownia potozona w pewnym miescie jest zaopatrywana z dwdch magazynow.
Magazyn M1 potozony jest w bliskiej odleglosci od hurtowni 52 km, za§ magazyn M2
(wigkszy) potozony jest w odleglosci 147 km. W magazynie M1 (przeznaczonym do
szybkich, doraznych dostaw) zgromadzono 18 ton towardéw, za§ w magazynie M2
(przeznaczonym do wigkszych dostaw) zgromadzono 300 ton. Samochody realizujace
dostawy z magazynu M1 do hurtowni maja tadownos¢ 6[t], za§ do obshlugi dostaw z
magazynu M2 przeznaczono samochody o ladownosci 20[t]. Samochody jezdzace z
zaopatrzeniem z magazynu M2 sg w stanie zrealizowac¢ tylko 2 kursy w ciggu dnia, za$
samochody zaopatrujace w towar z magazynu M1 tylko 5 kurséw w ciggu dnia.

a) Oszacowac koszty dostaw dla jednego kursu z magazyndéw do hurtowni przyjmujac
$rednie spalanie samochodéw o tadownosci 6[t] na poziomie 10 1/100km, za$ dla
samochodoéw ciezszych o tadownos$ci 20[t] na poziomie 21 1/100km oraz przyjmujac
koszt paliwa na poziomie 3,9 zt za 11.

b) Wymagane jest, aby do hurtowni w ciggu dnia dostarczy¢ co najmniej 38[t] towarow.
Obliczy¢ ile nalezy wykona¢ kursow z obu magazynéw aby zrealizowa¢ zamdéwienie
przy istniejgcych ograniczeniach przyjmujac jako kryterium decyzyjne sumaryczne
koszty dostaw z obu magazynow. Sformutowa¢ model problemu i rozwigza¢ zadanie
metoda geometryczng.

¢) Jak zmieni si¢ rozwigzanie, gdy minimalne dostawy do hurtowni zostang zwigkszone o
20 [t] ?

Ad a) Oszacowanie kosztow dla 1 kursu:

Magazyn M2: 147[km] * 21[1]/100[km] * 3,9[zt]/1[1]= ok. 120 zt.
Magazyn M1: 52[km] * 10[1]/100[km] * 3,9[zt]/1[1]= ok. 20 zt.

Ad b) Model matematyczny rozpatrywanego problemu decyzyjnego:

Zmienne decyzyjne: Wprowadzamy dwie zmienne decyzyjne x; = 0 — liczba kursow z
magazynu M2, x, > 0 — liczba kurséw z magazynu M1.



Funkcja celu - taczne koszty dostaw dla wszystkich kursow:
F(xq,x5) =120 * x; + 20 * x, » min

Warunki ograniczajace:

(20 % x; + 6% x, =38 (1)
20 * x4 < 300 (2)
6*x, <18 (3)
<1*x1 < 2 (4
1*xx, < 5 (5)
\x; = 0,x, =20 (6)

Warunek (1) - wyraza ograniczenie realizacji wymaganych dostaw do hurtowni, (2) 1 (3) —
okreslajg ograniczenia posiadanych zasobéw w obu magazynach, za§ warunki (4) 1 (5)
ograniczenia dla liczby mozliwych kursow.

Po uproszczeniu ostateczny model matematyczny rozwigzywanego problemu
optymalizacyjnego zapisany w postaci zadania programowania liniowego jest nastepujacy:

ZPL
F(xq,x3) =20%(6*xx; +1xx;) =20%*Z(x1,x3) » min

Warunki ograniczajace:

(10 xx; +3%x, =219 (1)
1*x, <15 (2)

1xx, <3 (3)

| 1*x; < 2 (4
1*xx, < 5 (5)

\x; = 0,x, =20 (6)

Rozwigzanie metodg graficzna:

Obszar rozwigzan dopuszczalnych czworokat ABCD o wierzchotkach: A(1,3); B(2,3); C(2,0)
oraz D(19/10,0). Optymalne rozwigzanie istnieje zatem w wierzchotku A(1,3) —rys. 2.

Rozwiazanie optymalne: x{ = 1,x; = 3, F,,;,, = 20 * 9 = 180 zt. Nalezy wykona¢ 1 kurs
samochodami 20[t] z magazynu odlegtego M2 oraz 3 kursy samochodami 6[t] z magazynu M1.
Koszty minimalne dostaw wyniosg 180 zi.
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Rys. 2. Ilustracja obszaru rozwigzan dopuszczalnych dla przyktadu 2.
Ad c) Rozwigza¢ ten przypadek samodzielnie !!!
Model ZPL — jest nastepujacy:
ZPL

F(xy,x3) =20 (6%xx; +1%x,) =20 *Z(xy,%x,) & min

Warunki ograniczajace:
(10 *xx; +3*x, =29 (1)
1*xq <15 (2)
) 1xx, <3 (3)
1 x4 <2 (4
1xx,< 5 (5)

\x; = 0,x, =0 (6)



Zadania do samodzielnego rozwiazania:

Zad. 1. Przedsigbiorstwo transportowe dysponuje ciezarowkami o tadownosci 5t. Klient
zlecil przedsigbiorstwu przew6z co najmniej 8 tadunkéw w opakowaniach po 3t oraz 10
tadunkow w opakowaniach po 2t. Wiadomo ponadto ze firma dysponuje tylko
maksymalnie 10 $rodkami transportu. W jaki sposob nalezy zaladowac towar na cigzaréwki
aby zrealizowa¢ zamoéwienie przy istniejagcych ograniczeniach ? Jako kryterium decyzyjne

przyjac liczbe srodkow transportu wykorzystanych do zrealizowania zamodwienia.
a) Ile wynosi taczna niewykorzystana ich tadowno$¢ ?

b) Okreslic model matematyczny problemu decyzyjnego i rozwigza¢ zadanie metoda

geometryczng.
Uwaga: Rozpisa¢ mozliwe sposoby zatadunku i wykorzysta¢ te informacje do zapisu modelu.

Opakowania (palety) Sposoby zatadunku

I sposob | 11 sposob

(x1) (x1)

3[t] 1 0
2[t] 1 2
Niewykorzystana fadowno$¢ [t] 0 1

Zad. 2. Pewien dysponuje 1000 zt gotowki. Hurtownik kupuje u producenta dwa typy
produktéw A i1 B.Produkt A kosztuje 10 zt i wymaga 3m2 powierzchni, produkt B kosztuje
20 7z i wymaga 4m2 powierzchni. Wiadomo takze, Ze hurtownik begdzie mogt kupi¢ u
producenta co najwyzej 20 jednostek produktu A oraz co najwyzej 30 jednostek produktu
B. Zaktadajac, ze hurtownik ustalit marze zysku ze sprzedazy poszczeg6lnych produktow
odpowiednio: 10% 1 15% z ceny jednostkowej ich zakupu oraz Ze zamierza osiggnac
na sprzedazy wyrobdéw odbiorcom detalicznym zysk w wysokosci co najmniej 100 zi
a)  Okresli¢ optymalne wielkosci zakupu poszczegdlnych produktow, ktore zapewniaja
optymalne wykorzystanie powierzchni magazynowej hurtownika przy istniejacych
ograniczeniach.

b) Okresli¢ model matematyczny i rozwigza¢ zadanie metoda geometryczna.

Zad. 3. Dystrybutor wozkéw podnosnikowych sprzedaje na polskim rynku 2 typy wozkow. Na
zakup u producenta wozkoéw widlowych firma moze przeznaczy¢ maksymalnie 800 000 zl/rok.
Cena jednostkowa zakupu wozkow typu 1 wynosi - 10 000 zt, za§ wozkow typu 2 — 20 000 zt.
Firma sprzedaje wozki na rynku ze stopa zysku wynoszaca: 10% - dla wozkow typu 1 oraz
15% - dla wozkow typu 2. Ponadto wiadomo, ze maksymalny czas pracy, jaki pracownicy
firmy moga pos$wigci¢ na przygotowanie i sprzedaz wozkéw wynosi 200 roboczogodzin/rok.
Proces przygotowania sprzedazy woézka typu 1 wymaga 3h czasu pracy pracownikow, za$ dla
wozkow typu 2 — 4h czasu pracy. Maksymalna dostgpnos¢ liczby wézkéw obu typow
u producenta przedstawia si¢ nastepujaco: wozki typu 1 — 50 szt., wozki typu 2 — 25 szt.
a) Ustali¢ optymalny plan zakupu woézkoéw obu typdw, przyjmujac jako kryterium
decyzyjne zysk firmy.
b) Sformulowac model problemu decyzyjnego i rozwigza¢ go metodg geometryczng.



