Programowanie liniowe - algorytm Simpleks
Przyktad 1. (lista zadan zad. 11 a)

Znalez¢ rozwigzanie optymalne nastepujacych zadan programowania liniowego stosujac algorytm
metody Simpleks

F(xq,x5,x3) =5%x; +2*x, +1*x3 > max
2%x1—1*x,+1xx3 = 2(wl)
Ixx;+1*xx,+1*xx3 = 5(Ww2)
x120,%x,20,x3=20 (w3)

e Posta¢ kanoniczna zadania (rownowazna)

Wprowadzamy zmienng swobodng (x, = 0) do warunku (wl) aby sprowadzi¢ go do réownosci
(w funkcji celu pojawia si¢ ta zmienna ze wspotczynnikiem 0).

F(xq,%5,%3,%4) =5%x; +2%x, + 1% x5+ 0*x, > max

2xx;—1*x;+1xx3—1%xx, = 2(wl)
T*xx;+1*xx,+1%xx3+0xx, = 5(W2)
X1 =20,x,20,x32>20,x,=0 (w3)

e Postaé¢ kanoniczna bazowa zadania (réownowazna) ze zmiennymi sztucznymi

Wprowadzamy zmienne sztuczne zeby otrzymacé pierwsza posta¢ bazowa z wektorami
jednostkowymi. Sg to zmienne s; = 0 (wprowadzamy do wl) oraz s, > 0 (wprowadzamy do w2). W
funkcji celi zmienne sztuczne sg brane ze wspotczynnikami (—M, M > 0, M — ).

Aby zadanie pierwotne miato rozwigzanie optymalne wszystkie zmienne sztuczne w rozwigzaniu
optymalnym dla zadania rozszerzonego powinny przyjmowaé warto$¢ zero (s; = 0,s; = 0).

F(x1,X0,X3,%4,51,52) =5%x; +2*xx, + 1 xx3+0xx, — M *xs; — M % s, > max

2%x;—1sx, +1xx3—1*xx,+1*x5;4+0xs, = 2wl
Txx;+1*xx,+1%x34+0xx,+0%s5;+1%xs, = 5(w2)
x1=20,x,20,x3>20,x,=>0 (w3)

o Pierwsze rozwiazanie bazowe algorytmu Simpleks

Macierz wspolczynnikow dla lewych stron warunkow ograniczajacych dla rozwazanego
rownowaznego zadania rozszerzonego o zmienne swobodne i sztuczne jest postaci:

2 -1 1 -1 1 0
e P

Baze¢ tworza dwie ostatnie kolumny tej macierzy B = [(1) (1)] odpowiadajgce zmiennym sztucznym S,

I S, - s3 to zatem zmienne bazowe dla poczatkowego rozwigzania bazowego Zg = (s1,S,), pozostate
-1 1

to kolumny niebazowe Nz[i 1 1

_01] odpowiadajace zmiennym niebazowym Zy =

(x1,%2,%3,X4)



Tablica Simpleksowa (iteracja 1):

Cj 5 2 1 0 -M -M b= ti,O
Baza X1 X X3 X4 M S
XB Cp Liji=1,.,2,j=1,..6
S1 -M 2 -1 1 -1 1 0 2
S, -M 1 1 1 0 0 1 5
7= (cbi " tij) —-3*«xM 0 —2xM M | =M | =M | F(x)=
i
tO,j;j=1,...,6 = Cj - Zj= 3xM+5 2 2xM+1 -M 0 0 —2M — 5M=
(Max) =—7 %M (—0)

Rozwigzanie bazowe (iteracja pierwsza):
zmienne niebazowe zerujemy: x; =0,x, =0,x3 =0,x, =0.
zmienne bazowe xz; = B~1«b = b, czylis; =2,s, =5,

F =5%0+4+2%0+1%04+0x0—-2+*M—-5+«M =—-7%M (—0).

Kryterium simpleksowe optymalnosci:

Aby aktualne rozwigzanie bazowe bylo optymalne (dla zadania na max) wszystkie wspotczynniki
to,j < 0,j € Zy (dla zadania na min >).

Poniewaz dla zmiennych niebazowych: Xxq,x,,x3 wspotczynniki te sg dodatnie zatem aktualne
rozwiazanie bazowe nie jest oczywiscie optymalne.

Poprawa rozwigzania:
Kryterium wejscia do bazy:

Do bazy wprowadzamy takg zmienng ze zmiennych niebazowych, dla ktorej dodatni wspotczynnik
to,j jest najwigkszy (maksymalny). Wprowadzamy zatem zmienng x;. Pierwsza kolumna (k=1) staje

si¢ tzw. kolumng centralng tablicy simpleksowej t;j=1 2.x=1 = [ﬂ

Kryterium wyjs$cia z bazy:

Wyznaczamy ilorazy: {?—0, tix > 0} 1 usuwamy z bazy takg zmienna bazowa aktualng dla ktorej ten
ik

iloraz jest minimalny.

tio = [é] Zatem min {Z—'Z,ti,k > 0} = min {% = 1,% = 5} =1 dla i=1, dlatego usuwamy pierwsza

zmienng z aktualnego rozwigzania bazowego, czyli zmienng s;.



Wiersz r = 1 staje si¢ tzw. wierszem centralnym tablicy simpleksowe;:

tr=y;=[2 -1 1 -1 1 0 | 2]
Natomiast element t,_1 ,—, = 2 jest elementem centralnym tablicy simpleksowej.
Przeksztalcenie tablicy simpleksowej - nowe (poprawione) rozwiazanie bazowe (sgsiednie).

Przeksztalcenie wiersza centralnego:

t

;o rj

T
tr=1; = |1 1111 0 1]
r=L; 2 2 2 2 |

Przeksztalcenie pozostatych wierszy tablicy simpleksowej (dla naszego zadania) wiersza drugiego.

!

_ !
bizrj = tij —Lig *tp

0
3
2

Powstaje nowa tablica simpleksowa i tym samym nowe lepsze rozwigzanie bazowe.

Tablica Simpleksowa (iteracja 2)

Cj 5 2 1 0 -M -M b = ti,O
Baza X X, X3 X4 S; Sy
Xp Cp i ji=1,.,2;j=1,..6
X 5 1 1 1 1 1 0 1
2 2 2 2
S5 -M 0 3 1 1 1 1 4
2 2 2 2
5 3 5 1 5 1 5|1 5 | —M | F(x)=
Z.:Zc.*t.. __M__ __M _ __M__ _M _
A (cni + &7) M=o | Mty Mg | M *3
toji=1..6 =C —%=| 0 | 3 9 1 3 1 5 3 510 =5—4%M
Ji= L -M+=- | =M —= “M+= | —=M—=
2 2 2 2 2 2 2 2 (—00)
(max)

Rozwiagzanie bazowe (iteracja druga):
zmienne niebazowe zerujemy: x, =0,x3 =0,x, =0,s; =0.
zmienne bazowe xz = B~'xb = b, czylix; =1,s, =4,

F =5%14+2x0+1+x0+0x0—0«xM—4*xM=—4+M+5(—).



Poniewaz dla zmiennych niebazowych: x;,x3,x, wspotczynniki z; s3 dodatnie zatem aktualne
rozwiazanie bazowe oczywiscie dalej nie jest optymalne.

Zgodnie z simpleksowym kryterium wejscia do bazy wprowadzamy zmienng x,. Druga kolumna
1

(k=2) staje si¢ tzw. kolumna centralng tablicy simpleksowej t;=1 .=2 = 32 .

Zgodnie z simpleksowym kryterium wyjsécia z bazy: t; o = [ﬂ min {E‘—Z, tix > 0} = min {43£ = 2} =

g , dlatego usuwamy druga zmienng bazowa, czyli zmienng s,.

Wiersz r = 2 staje si¢ tzw. wierszem centralnym tablicy simpleksowej:

tr=2,;=|0

N W
N| -
N| -
|

|

—_
NN
e—

Element t,_; x=» = %jest elementem centralnym tablicy simpleksowej.

Przeksztalcenie wiersza centralnego:
8

" _[0111 1 2 ]
r=2g 33 33! 3

Przeksztatcenie pozostatego (i=1) pierwszego wiersza tablicy simpleksowej:

t,_[111 110 1]+1*[0111 1 2 8] _
L 2 2 2 2 | 2 33 33 |3
_[102 11 1 7]
3 7333 |3

Powstaje nowa tablica simpleksowa i tym samym nowe kolejne poprawione rozwigzanie bazowe.

Tablica Simpleksowa (iteracja 3)

Cj 5 2 1 0 -M —-M b = t,:)o
Baza X1 | X3 | X3 | X4 S1 S2
XB Cb
iji=1,..2;j=1,..6
Xy 5 1|0 2 1 1 1 7
3 3 3 3 3
X, 2 0|1 1 1 1 2 8
3 3 3 3 3
51 2 4 -1 1 3 =
zj = Z(cbi *ty)) Fx)
i
tOj'j=1 6 = Cj - Z]'= 0 0 4 1 -M -1 -M - 3 5 7 8
B o _ — _ 2 R
3 *3ter3
_ 51 _ 17
==




Rozwigzanie bazowe (iteracja trzecia):
zmienne niebazowe zerujemy: x; =0,x, =0,s; =0,s, =0.

zmienne bazowe przyjma wartoéci: x5 = B~ x b = b, czylix; =

wIN
a
N
Il
w | ©

F =5+ 42x2+150+0x0-0sM—-0+M=5+_+2+>=2=17,

Poniewaz dla zmiennej niebazowej: x, wspotczynnik z; jest dodatni zatem aktualne rozwigzanie
bazowe dalej nie jest optymalne.

Zgodnie z simpleksowym kryterium wej$cia do bazy wprowadzamy zmienng x,. Czwarta kolumna

1
(k=4) staje si¢ tzw. kolumng centralng tablicy simpleksowej t;=1 ».x=4 = [ 13].
3

Zgodnie z simpleksowym kryterium wyjscia z bazy:

8

. min {:1—0, tix > 0} = min {%} = 8, dlatego usuwamy druga aktualng zmienng bazowa,
i,k 3

tio=

wloo w3

czyli zmiennag x,.

Wiersz r = 2 staje si¢ tzw. wierszem centralnym tablicy simpleksowe;:

1 2 8]
33'3

Element t,—; y=4 = %jest elementem centralnym tablicy simpleksowej.

W] =
W] =

tr=2j = [0 1

Przeksztalcenie wiersza centralnego:

t/_,.=[0 3 1 1 -1 2 | 8§

r=2,j —
Przeksztalcenie pozostatego (i=1) pierwszego wiersza tablicy simpleksowe;j:

2 11 1 71 1
t'-=[10————— Z4-+0 3 11 -1 2 | 8=
L 3333'3 3[ 8]

=[1 1100 1 | 5]



Powstaje nowa tablica simpleksowa i tym samym nowe kolejne poprawione rozwigzanie bazowe.

Tablica Simpleksowa (iteracja 4)

Cj 5 2 1 0 -M -M b= ti,O
Baza X1 | X3 | X3 | X4 | S Sz
Xp Cp i ji=1,.,2;j=1,..6
X 5 1 1]1]0] o 1 5
X4 0 |o|3]|1]1]-1 2 8

z = Z(cbi . tij) 5|5 510 0 5 F(x)=
i

to,jij=1,..6 = Cj — Zj= 0O|-3|—-4|0|—-M|—-M-5|= g;(s M} 0) T
= max

Rozwigzanie bazowe (iteracja czwarta - ostatnia):

zmienne niebazowe zerujemy: x; = 0,x3 = 0,57 = 0,s; = 0.

zmienne bazowe przyjma warto$ci: xzg = B~1* b = b, czyli x] = 5,x; = 8,
F*=5x54+2%04+1%04+0x8—-0+xM—-0x+M = 25.

Poniewaz dla wszystkich zmiennych niebazowych wspotczynniki z; < 0, zatem aktualne rozwigzanie
bazowe jest optymalne.



Przyktad 2.

Przedsiebiorstwo transportowe dysponuje ciezarowkami o ftadownosci 5[t]. Klient zlecit
przedsiebiorstwu przewdz co najmniej 8 fadunkéw w opakowaniach po 3[t] oraz 10 tadunkéw w
opakowaniach po 2[t]. Wiadomo ponadto ze firma dysponuje tylko maksymalnie 10 $rodkami
transportu. W jaki sposdb nalezy zatadowa¢ towar na ciezaréwki aby zrealizowaé zaméwienie przy
istniejgcych ograniczeniach ? Jako kryterium decyzyjne przyja¢ liczbe srodkdédw transportu
wykorzystanych do zrealizowania zamdwienia. lle wynosi tgczna niewykorzystana ich tadownosé ?
Rozwigzac zadanie stosujgc algorytm metody Simpleks.

Matematyczny model problemu decyzyjnego:

Mozliwosci zatadunku:

Sposoby zatadunku [
Opakowania (palety) 3 [t] 11]0
Opakowania (palety) 2 [t] 12
Niewykorzystana fadownos¢ [t] | O | 1

Model matematyczny problemu decyzyjnego

Zmienne decyzyjne:

X1 = 0 - liczba samochodéw zatadowanych sposobem | wysytanych do odbiorcéow
X, = 0 - liczba samochodéw zatadowanych sposobem Il wysytanych do odbiorcow
Funkcja celu:

F(x1,x3) =1%x;+1*x, > min

1xx;+0xx, = 8 (wl)
Ixxi+2x*xx, = 10(w2)
Ixx;+1xx, < 10(w3)
X1 =20,x,=>20 (wd)

e Postac kanoniczna zadania (rGwnowazna)

Wprowadzamy zmienne swobodne: (x3 = 0) do warunku (w1), (x, = 0) do warunku (w2) oraz (x5 =
0) do warunku (w3) aby sprowadzi¢ je do réwnosci (w funkcji celu pojawiajg sie one ze
wspotczynnikami 0).

F(xl,xz,x3,x4,x5)=1*x1+1*x2+0*x3+0*x4+0*x5—>min

(1*x1+0*x2—1*x3+0*x4+0*x5 = 8 (wl)
Txx; +2%xx, +0%xx3—1*xx,+0xxs = 10 (w2)
1xx;+1xx,+0*x34+0xx,+1%x5 = 10 (w3)

x120,%=>20,x3=20,x4=0,x5 =0 (w4)



e Postac kanoniczna bazowa zadania (réwnowazna) ze zmiennymi sztucznymi

Wprowadzamy zmienne sztuczne, aby otrzymaé pierwszg posta¢ bazowg z wektorami
jednostkowymi. Sg to zmienne s; = 0 (wprowadzamy do w1l) oraz s, = 0 (wprowadzamy do w2). W
funkcji celi zmienne sztuczne sg brane ze wspoétczynnikami (M, M > 0, M — o).

Aby zadanie pierwotne miato rozwigzanie optymalne wszystkie zmienne sztuczne w rozwigzaniu
optymalnym dla zadania rozszerzonego powinny przyjmowac wartosc zero (s; = 0,s; = 0).

F(xl,xz,x3,x4,x5,sl,sz)=1*x1+1*x2+0*x3+0*x4+0*x5+M*51+M*52—>min

1xx;+0xx;, —1%x3+0xx,+0*x5+1*xs;+0xs, = 8 (wl)
1xx;+2%xx,+0%x3—1xx,+0%x5+0*xs;+1xs, = 10 (w2)
1xx;+1xx,+0%x3+0*xx,+1%x5+0%xs;+0xs, = 10 (w3)

x1=20,x2>20,x3>20,%x4=>0,x5=>0,5; 20,5, =0 (wd)

e Pierwsze rozwigzanie bazowe algorytmu Simpleks

Macierz wspodtczynnikéw dla lewych stron warunkdw ograniczajacych dla rozwazanego
rownowaznego zadania rozszerzonego o zmienne swobodne i sztuczne jest postaci:

A=Il1 2 0 -1 0 0 1

10—10010]
11 0 0 1 0 O

1 0 0
Baze tworzg trzy ostatnie kolumny tej macierzy B = [0 1 0‘ odpowiadajgce zmiennym sztucznym
0 0 1
Sy i S, oraz zmiennej swobodnej x5 - sg to zatem zmienne bazowe dla poczatkowego rozwigzania
1 0 -1 O
bazowego Zp = (s1, S2, X5), pozostate to kolumny niebazowe N =1 2 0 —1| odpowiadajace
1 1 0 0
zmiennym niebazowym Zy = (x4, X3 X3, X4)
Tablica Simpleksowa (iteracja p=1):
Cj 1 1 0 0 0 M| M b= ti,O
Baza Xq Xy X3 X4 | X5 [ S1 ]Sy

XB Cp Liji=1,.3:j=1,.7

S1 M 1 0 -1 0 0|10 8

Sy M 1 2 0 -1 0j0]|1 10

Xsg 0 1 1 0 0 1100 10
z = Z(cbi N tij) 2% M 2% M —-M|—-M| 0 |M|M]|Fx)s=

i
tojij=1,.,7 =C —%=|—2xM+1|-2+«M+1| M M | 0|O0O|O0O |[8xM+10xM
(min) (min) +0x*10=
=18+ M (+o0)




Rozwigzanie bazowe (iteracja p=1):
zmienne niebazowe zerujemy:x; =0,x, =0,x3 =0,x, =0.
zmienne bazowe xg = B~ b = b, czylis; =8,s, = 10,x5 = 10,

F =1%0+1+04+0x0+0+x0+0%10+8*M+10*M =18 x M (+0o°).

Kryterium simpleksowe optymalnosci:

Aby aktualne rozwigzanie bazowe byto optymalne (dla zadania na min) wszystkie wspétczynniki
tO,j >0, €Zy.

Poniewaz dla zmiennych niebazowych: x;,x, wspdtczynniki te s3 ujemne zatem aktualne
rozwigzanie bazowe nie jest optymalne.

Poprawa rozwigzania:
Kryterium wejscia do bazy:

Do bazy wprowadzamy takg zmienng ze zmiennych niebazowych, dla ktérej ujemny wspétczynnik
to,; jest najmniejszy (minimalny). Wprowadzamy zatem zmienng albo x; albo x,. Niech to bedzie
zmienna pierwsza. Pierwsza kolumna (k=1) staje sie tzw. kolumng centralng tablicy simpleksowej

1
ti=1,2,3;k=1 = |1

1

Kryterium wyjscia z bazy:

Wyznaczamy ilorazy: {?—0, tix > 0} i usuwamy z bazy takg zmienng bazowg aktualng dla ktérej ten
ik

iloraz jest minimalny.

tiop = [188] Zatem min {Z—Z, tix > 0} = min {? = 8,% = 10,1—10 = 10} = 8 dla i=1 mamy minimum,
dlatego usuwamy pierwszg zmienng z aktualnego rozwigzania bazowego, czyli zmienng s;.
Wiersz r = 1 staje sie tzw. wierszem centralnym tablicy simpleksowej:
tr=;=[1 0 -1 0 0 1 0 | 8]
Natomiast element t,—; =1 = 1 jest elementem centralnym tablicy simpleksowe;.
Przeksztatcenie tablicy simpleksowej - nowe (poprawione) rozwigzanie bazowe (sasiednie).

Przeksztatcenie wiersza centralnego:

£ = Ly
rj = tT‘k



trey;=[1 0 =1 0 0 1 0 | 8]

Przeksztatcenie pozostatych wierszy tablicy simpleksowej (dla naszego zadania) wiersza drugiego oraz

trzeciego.
Lizr,j = tij — Lk * by j

tpj=[1 2 0 -1 0 0 1 | 10]-1x[1 0 =1 0 0 1 0 | 8=
=0 2 1 -1 0 -1 1 | 2]

tj=[1 1 0 0 1 0 0 | 10]—1«[1 0 =1 0 0 1 0 | 8=
=0 1101 -10 | 2

Powstaje nowa tablica simpleksowa dla nowego poprawionego rozwigzania bazowego.

Tablica Simpleksowa (iteracja p=2)

Cj 1 1 0 0 0 M M b = ti,O
Baza X1 Xy X3 X4 | Xs S1 S2
XB Cp ‘ i ji=1,..3;j=1,...7
X1 1 1 0 -1 0 0 1 0 8
Sy M 0 2 1 -11]0 -1 1 2
X5 0 0 1 1 0 1 -1 0 2
1 2% M M—-1 |—-M| O -M+1 M | F(x)=
Zj = (Cbi * tU) * + (X)
i
tO,j;j=1,...,7=Cj_Zj= 0 —-2xM+1 —M+1 M 0 2xM—1 0 =1*8+2
(min) * M
+0=*2
=2*M+8
(+0)

Rozwigzanie bazowe (iteracja p=2):

zmienne niebazowe zerujemy:x, =0,x; =0,x, =0,s; =0.

zmienne bazowe xz = B~1x b = b, czylix; =8,x5 = 2,5, =2,

F =1+#8+4+1x0+0+x0+0+x0+0%2+M*x0+M=*2=2+M+ 8 (+c°).

Poniewaz dla zmiennych niebazowych: x,, x3 wspofczynniki z; s3 ujemne zatem aktualne rozwigzanie

bazowe dalej nie jest optymalne.



Zgodnie z simpleksowym kryterium wejscia do bazy wprowadzamy zmienng x,. Druga kolumna (k=2)

0
staje sie tzw. kolumng centralng tablicy simpleksowej t;—=1 2 3.x=2 = [2]
1

=N

ik

8

Zgodnie z simpleksowym kryterium wyjscia z bazy: t;, = [2] min {zf—’o,ti,k > 0} = min {; =1,
2

2} = 1, dlatego usuwamy druga aktualng zmienng bazowa, czyli zmienna s,.

Wiersz r = 2 staje sie tzw. wierszem centralnym tablicy simpleksowej:
tr—z;j =0 2 1 -1 0 -1 1 | 2]

Element t,.—, =, = 2 jest elementem centralnym tablicy simpleksowej.

Przeksztatcenie wiersza centralnego:

1 1]

2

Przeksztatcenie pozostatych (i=1, i=3) pierwszego i trzeciego wiersza tablicy simpleksowej:

N| =

, 1 1
tr=2,j:[0 1 E _E 0o —

' [ 11 11 -
t;;=[1 0 =1 0 0 1 0 | 8—-0xlo 1 = —= _Z 20 1] =
1 =1 | 8] 0 > 0 =5 5 | 1]
=[1 0 -1 0 0 1 0 | 8]
' [ 1 1 11 -
ty;=[0 1 1 0 1 =1 0 2] — 1 -z -z -
3 = | | 2] 015 -5 0 -5 511
—[0011111 1]
2 2 7 "7 |

Powstaje nowa tablica simpleksowa i tym samym nowe kolejne poprawione rozwigzanie bazowe.

Tablica Simpleksowa (iteracja p=3)

Cj 1 1 0 0 0 M M b= ti,O
Baza X1 | Xy | X3 | X4 | X5 S1 S2
xB Cb

Liji=1,..23;j=1,..,7

X1 1 1 0 -1 0 0 1 0 8
Xy 1 01 1 110 _1 1 1
2 2 2
Xs 0 ofo( 1|1 )1 1 1 1
2 2 2 2
Z-=ZC-*t-- —— | == _ _
J i(bl U) ) > > >
tojj=t.7=¢G=z=[ 00| 1 1 pop 11~ 11=1+84+1+1+0x1=
2 2 = 9 (min)




Rozwigzanie bazowe (iteracja p=3 - ostatnia):

zmienne niebazowe zerujemy: x; = 0,x; = 0,5; = 0,s; = 0.

zmienne bazowe przyjma wartoéci: xg = B~ « b = b, czylix; = 8,x5 = 1,xi = 1,
F*=1+#8+1%14+0%04+0*04+0x14+M=*0+ M x0 =9 (min).

Poniewaz dla wszystkich zmiennych niebazowych wspodtezynniki z; = 0, zatem aktualne trzecie
rozwigzanie bazowe jest tym samym optymalne.



