Cwiczenia 1
Optymalizacja liniowa - metoda graficzna (przyklady)
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Przyklad 1. (zad. 1 lista zadan)

Hurtownia potozona w pewnym miescie jest zaopatrywana z dwoch magazynow. Magazyn
M1 potlozony jest w bliskiej odleglosci od hurtowni 52 [km], za§ magazyn M2 (wigkszy)
potozony jest w odleglosci 147 [km]. W magazynie M1 (przeznaczonym do szybkich,
doraznych dostaw) zgromadzono 18 [ton] towarow, za§ w magazynie M2 (przeznaczonym do
wigkszych dostaw) zgromadzono 300 [ton]. Samochody realizujace dostawy z magazynu M1
do hurtowni maja tadownos$¢ 6[t], zas do obstugi dostaw z magazynu M2 przeznaczono
samochody o fadownosci 20[t]. Samochody jezdzace z zaopatrzeniem z magazynu M2 sa w
stanie zrealizowa¢ tylko 2 kursy w ciggu dnia, za§ samochody zaopatrujace w towar z
magazynu M1 tylko 5 kurséw w ciagu dnia.

a) Oszacowaé koszty dostaw dla jednego kursu z magazynéw do hurtowni przyjmujac
srednie spalanie samochoddéw o tadownos$ci 6[t] na poziomie 10[1]/100[km], za$ dla
samochodoéw ciezszych o tadownosci 20[t]na poziomie 21[1]/100[km] oraz przyjmujac
koszt paliwa na poziomie 3,9 [z1] za 1[1].

b) Wymagane jest, aby do hurtowni w ciggu dnia dostarczy¢ co najmniej 38[t] towarow.
Obliczy¢ ile nalezy wykona¢ kurséw z obu magazynow aby zrealizowa¢ zamowienie
przy istniejacych ograniczeniach przyjmujac jako kryterium decyzyjne sumaryczne
koszty dostaw z obu magazynow. Sformulowa¢ model problemu i rozwigzaé zadanie
metoda geometryczna.

¢) Jak zmieni si¢ rozwigzanie, gdy minimalne dostawy do hurtowni zostang zwigkszone
020 [t] ?

Ad a) Oszacowanie kosztow dostaw dla jednego kursu

Dla magazynu M1: 52[km]*10[1]/100[km]*3,9[zt]/[1]=20,28[zt] (przyjmijmy: 20 [z}])
Dla magazynu M2: 147[km]*21[1]/100[km]*3,9[zt]/[1]=120,39[z1] (przyjmijmy: 120 [z1])

Ad b) Model matematyczny problemu decyzyjnego:

1. Okreslenie zmiennych decyzyjnych: (wielkosci zmieniane, ktére w procesie

podejmowania decyzji nalezy wyznaczyc¢)

Wprowadzamy dwie zmienne decyzyjne:

x1 = 0 —liczba kursé6w samochodami 6[t] z magazynu M1 do hurtowni,
x, = 0 — liczba kursow samochodami 20[t] z magazynu M2 do hurtowni.

2. Okreslenie kryterium decyzyjnego w sposob matematyczny (okreslenie tzw. funkcji celu).
W tym wypadku kryterium, jakim bedziemy si¢ kierowa¢ podejmujac optymalne decyzje
bedzie kryterium tagcznych kosztéw transportu z obu magazynoéw do hurtowni (zt).
Funkcja celu:F (xq,x,) = 20 x x; + 120 * x, » min



3. Okreslenie wszystkich warunkéw ograniczajacych (czyli ograniczen branych pod uwage
w analizowanym problemie decyzyjnym oraz zapisanie ich lacznie jako uktad kilku
warunkéw w postaci rownan lub niero6wnos$ci), definiujacych facznie tzw. obszar
poszukiwania rozwigzan dopuszczalnych.

(6 * xq < 18 [ton] (1)
20 * x, < 300 [ton] (2)
JE! < 5 [kursy] (3)
Xy < 2 [kursy](4)
6xx;+20+xx, = 38 [ton] (5)
\x; =0,x, =0 (6)

Ostateczny model matematyczny rozwigzywanego problemu decyzyjnego zapisany w postaci
tzw. zadania programowania liniowego (zarowno funkcja celu jak i1 wszystkie warunki
ograniczajace sg liniowe) jest postaci:

ZPL (Zadanie Programowania Liniowego)

F(xq,x3) =20 % x; + 120 * x, = min

(6% x; < 18 (1)
20 * x, < 300 (2)
Rl < 5 @3
X3 < 2 @&
6*xx;+20xx, = 38 (5)
\x; =0,x, =0 (6)

Zadanie to mozemy sprowadzi¢ do prostszej postaci rownowaznej przeksztatcajac funkcje
celu oraz upraszczajac posta¢ warunkow ograniczajacych:

F(x1,%5) =20 % (x; + 6 x x) = 20 * Z(x4,x,) = min

(X1 < 3 1
Xy < 15 (2)
X1 < 5 (3
1 %, < 2 (4
3xx;+10*xx, = 19 (5)
\x; = 0,x, =0 (6)

F(xq,x5) =20 % (x; + 6 xx,) =20 % Z(x1,x,) = min

X1 < 3 1
Xy < 2 (2
3xx;+10*xx, = 19 (3)

X1 = O,XZ >0 (4‘)



Rozwiazanie analizowanego problemu decyzyjnego zapisanego w postaci zadania ZPL —
metoda graficzna (przypadek tylko dla dwoch zmiennych decyzyinych).

Ilustracja graficzna obszaru rozwigzan dopuszczalnych

Aby znalez¢ optymalne rozwigzania zadania ZPL nalezy zilustrowa¢ w ukladzie
wspotrzednych (Xi1,X2) obszar rozwigzan dopuszczalnych zadania.

[lustracja graficzng dla warunkéw (1), (2) i1 (3) jest czworokat o wierzchotkach ABCD (zob.
rys. 1).

Wspotrzedne wierzchotkow sg nastepujace:

A(3,2) — punkt przecigcia krawedzi dla warunkéw (1) 1 (2).

B(3,1) — punkt przecigcia krawedzi warunkow (1) 1 (3). Jezeli x1=3, to 3*3+10*x2=19, zatem
x2=1.

C(O, %) - punkt przeciecia krawedzi warunku (3) z osig X2. Jezeli x1=0, to 3*0+10*x2>=19,
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zatem X2=—.
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D(0,2) — punkt przecigcia krawedzi warunku (2) z osig Xa.
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Rys. 1. llustracja obszaru rozwigzan dopuszczalnych dla przyktadu 1.

Jezeli istnieje rozwigzanie optymalne tego zadania, to bedziemy go poszukiwaé w obszarze
czworokata ABCD.

Wartosci dla warstwicy funkcji celu z(xy,x,) w wierzchotkach obszaru rozwigzan
dopuszczalnych wynosza:

z(B)=2z(3,1)=3+6%1=9 > min
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z(D)=2(02) =0+ 6%2 =12
z(A)=2z(3,2)=3+6%2=15

Rozwigzaniem optymalnym jest zatem rozwigzanie: x; = 3; x; = 1, za$§ optymalna warto$¢
funkcji celu jest rtowna F* = 20 * z* = 20 * 9 = 180 - min.

Nalezy zatem wykona¢ 3 [kursy] z magazynu M1 oraz 1 [kurs] z magazynu M2. Wtedy
optymalne (minimalne) laczne koszty dostaw wyniosg 180 [z1].

Ad ¢)

Jezeli uwzglednimy warunek zwigkszenia dostaw do hurtowni z poziomu 38 [ton] do
poziomu 58 [ton] to ostateczny model problemu decyzyjnego bedzie postaci

ZPL (Zadanie Programowania Liniowego)

F(xq,x;) =20 % x; + 120 * x, = min

(6% x, < 18 (1
20 * x, < 300 (2)
X < 5 (3

\x, < 2 &
6*xx;+20xx, = 58 (5)

Lty = 0,0, =0 (6)

F(xy,x5) =20 % (x; + 6 xx,) =20 % Z(x1,x,) = min

X1 < 3
X3 < 2 (2
3xx;+10*xx, = 29 (3)
X1 =20,x, =20 4)

Obszar rozwigzan dopuszczalnych ograniczy si¢ teraz tylko do punktu A(3,2). Zatem
optymalne rozwigzanie bedzie wynosi¢ x; = 3; x, = 2, za$ optymalna warto$¢ funkcji celu
jestrowna F* = 20 x z* = 20 * 15 = 300 —» min.

Nalezy zatem teraz wykona¢ 3 [kursy] z magazynu M1 oraz 2 [kursy] z magazynu M2.
Wtedy optymalne (minimalne) taczne koszty dostaw wyniosg 300 [zt].



Przyklad 2. (zad. 8 lista zadan)

Przedsiebiorstwo transportowe dysponuje ciezarowkami o tadownosci 6t. Klient zlecit
przedsigbiorstwu przew6z co najmniej 10 tadunkow w opakowaniach (paletach) po 1,5 [t]
oraz 15 tadunkow w opakowaniach po 2,5 [t].

a) W jaki sposob nalezy zaladowaé towar na wszystkie cigzarowki, aby zminimalizowaé
taczng liczbe cigzaréwek niezbedng do przewozu towarow ? Okreslic model
matematyczny problemu decyzyjnego, zbudowa¢ model dualny i rozwigza¢ zadanie
metoda geometryczna.

b) Ile wynosi faczna niewykorzystana ich fadownos$¢ ?

Ad a)

Mozliwo$ci zatadunku:

Sposoby zatadunku 1| II |1II
Opakowania (palety) 2,5 [t] 211 10
Opakowania (palety) 1,5 [t] 0] 2 | 4
Niewykorzystana fadownos$¢ [t] | 1 [ 0,5 0

Model matematyczny problemu decyzyjnego
Zmienne decyzyjne:
x; = 0 - liczba samochodow zatadowanych sposobem I wysytanych do odbiorcow
X5 = 0 - liczba samochod6éw zatadowanych sposobem IIwysytanych do odbiorcow
x3 = 0 - liczba samochodow zaladowanych sposobem IlIwysytanych do odbiorcow
Funkcja celu:

F(x1%2,%3) = x4 + X, + X3 = min
Warunki ograniczajace:
2%x;+1*x,+0*x3 =15 (dostawa co najmniej 15 tadunkow 2,5 [t]) (W1)
0*x; +2*x, +4*x3 =10 (dostawa co najmniej 10 tadunkow 1,5 [t]) (W2)

Zatem zadanie sprowadzi si¢ do rozwigzania nastgpujacego zadania programowania
liniowego ZPL.:

F(x1x5,%3) = X1 + x5 + X3 > min

2 %X + Xy > 15 (wl)
2% x5 +4*x3 > 10 (w2)
x1=20,x,20,x3=0 (w3)

Po przeksztatceniach (uproszczeniu warunku w2) przyjmie ono postaé:
F(x1%5,%3) = X1 + X + X3 » min

2% x1 + %, > 15 (wl)
Xy + 2 % X3 > 5 (w2)
X1 = O,XZ = O,X3 =0 (W3)



Rozpatrywane zadanie ZPL ma trzy zmienne wi¢c nie mozemy go rozwigza¢ metoda
geometryczng. Poniewaz jednak ma ono tylko 2 warunki wlasciwe, to mozemy zbudowaé
zadanie dualne do niego, ktére bgdzie posiadato tylko 2 zmienne.

Ogo6lne zasady tworzenia zadania dualnego zostang w calo$ci omowione na wyktadzie (zob.
wyktady PDF).

Model problem dualny:

Dla naszego zadania zadanie dualne ZD ZPL bedzie mialo w zmienne (tyle ile warunkéw
zadanie pierwotne ZP ZPL)

Wprowadzamy zatem zmienne decyzyjne:

y1 = 0,y, = 0 - pierwsza zmienna odpowiada warunkowi (wl) ZP, za$§ druga warunkowi
(wW2) ZP.

Wektor zmiennych decyzyjnych dla zadania dualnego ZD jest zatem postaci: y = [y;, V-]
Funkcja celu dla zadania dualnego jest postaci:
G(y1,y2) = 15*y; + 5%y, - max

Wspotezynniki ZD sg prawymi ograniczeniami warunkéw ZP i dla zadania ZP na (min)
zadanie ZD jest na (max).

Warunki ograniczajace dla zadania dualnego ZD:
Liczba warunkow jest taka jak liczba zmiennych zadania pierwotnego ZP.

Mamy zatem 3 warunki: (d1) — odpowiadajacy zmiennejx;, (d2) — odpowiadajacy zmiennejx,
oraz (d3) — odpowiadajacy zmiennej x;.

Prawe ograniczenia tych warunkéw sg wspdlczynnikami funkcji celu ZP odpowiadajacych
zmiennych. Po prawej stronie kazdego warunku bedzie zatem ograniczenie rowne 1.

Poniewaz kazda ze zmiennych ZP byta nieujemna (= 0), to odpowiadajacy jej warunek w
zadaniu dualnym jest typowa nierdwnos$cig (dla ZD z funkcja celu na max jest to <).
Bedziemy mie¢ zatem 3 warunki kazdy postaci <.

Macierz wspotczynnikéw (lewych stron) warunkow zadania dualnego ZD jest transpozycja
macierzy wspotczynnikéw warunkow dla zadania pierwotnego ZP.

Dla zadania ZP jest to macierz: A = [(2) 1 (2) , zatem dla zadania dualnego ZD be¢dzie to
2 0
macierz: AT =1 1|
0 2
2 0 y
Dlatego lewe strony warunkoéw ograniczajacych wyznaczamy: AT * yT =1 1| * y;]
0 2

Warunki brzegowe dla zmiennych decyzyjnych ZD zaleza od postaci warunkéw
ograniczajacych ZP im odpowiadajacych. Poniewaz oba warunki (wl) i (w2) ZP byly



typowymi nierdwno$ciami dla zadania na (min), to obie zmienne decyzyjne dla dualnego

zadania be¢dg nieujemne (= 0).

Ostatecznie warunki ograniczajgce dla zadania dualnego s3 zatem nastepujace:

1xy, +1xy,
Oxy, +2=xy,
y120,y220
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Nalezy zatem rozwigza¢ graficznie zadanie dualne ZD ZPL postaci:

G(1,y2) =15%y; + 5%y, =5x (3 xy; + 1 xy,) = 5% z(y,,y,) = max

2xy;+0*xy, < 1 (dl)
Oxy,+2*xy, < 1 (d3)
yl 2 Or YZ 2 0 (d4)
5
25
2—
= ——rr (d1)
\\\‘ \\\\15
Y - d3
953 (d3)
“: \\ (dZ)
| T ﬂ_\ & e |\L\ T T T T T T T
1 :E *\ \"u * : ! s
a5 | XL W L -
=R Y Y
] % 5 % [2=2 (max)
- N 2508 N
157 W S —
_2: =

Rys. 2. Ilustracja obszaru rozwigzan dopuszczalnych dla zadania dualnego ZD ZPL.

Obszarem rozwigzan dopuszczalnych zadania dualnego ZD jest czworokat ABCD

o wierzchotkach A(0,0); B (O, %), C (l,l); D (—

2°2

,0).



Wartosci warstwicy funkcji celu dla zadania dualnego ZD:z(yy,y,) =3 *y; +1xy,
w kolejnych wierzchotkach obszaru rozwigzan dopuszczalnych sa nastepujace (rys. 2):

z(A)=0

1 1
Z(B)—Z(O,§>—3*O+E—O,5

1 1
Z(D)—Z(§,0>—3*E+0—1,5

©) (1 1) 3 1 4 1 5
= el * — —_= -
z z\53 >+5 max
Zatem maksimum dla warstwicy funkcji celu jest osiggane dla wierzchotka C, wigc
rozwigzaniem optymalnym dla zadania ZD ZPL jest rozwigzanie: y; = 0,5;y; = 0,5, a
optymalna warto$¢ funkcji celu z* (max) = 2.

Wyznaczenie optymalnego réwnowaznego rozwigzania optymalnego dla zadania
pierwotnego

Korzystajac z wzajemnych relacji obu optymalnych rozwigzan (zob. wyktady PDF)
sprawdzamy jakie sa relacje pomiedzy wartosciami dla lewych stron warunkow
ograniczajacych zadania dualnego oraz prawymi ich ograniczeniami dla optymalnych
rozwigzan zadania dualnego.

L=2%054+0%05 = 1=P (dl)
L=1%05+1%05 = 1=P (d2)
L=0%05+2%05 = 1=P (d3)

Poniewaz zaden z warunkéw ograniczajagcych ZD nie jest speilniony w postaci ostrej
nieréwnosci (to w rozwigzaniu optymalnym zadania pierwotnego nie mamy zmiennych
decyzyjnych rownych zero — tzw. rozwigzanie optymalne zdegenerowane). Natomiast dla
kazdego z tych warunkow zachodzi rdownos$¢ pomigdzy lewa i prawg strong. Mamy zatem w
tym wypadku tzw. rozwigzanie niejednoznaczne dla zadania pierwotnego ze zmiennymi
decyzyjnymi dodatnimi (x; > 0,x, > 0,x3 > 0).

Mozemy go okresli¢ nastepujaco:

np. z warunku (w2): x, + 2 * x3 = 5 wyznaczamy x, = 5 — 2 * x3 > 0 () w zaleznosci od
X3.

Wstawiamy za x, do warunku (wl) otrzymujemy: 2*x; +5—2*x; =15. Skad
wyznaczamy zalezno$¢ dla: x; = 5 + x5 (*¥).

Mozliwe rozwigzania optymalne dla zadania pierwotnego ZP ZPL sg zatem nastepujace:



Jest to kazde rozwigzanie (x; > 0,x, > 0,x3 > 0) spelniajace lacznie zalezno$ci: (*), (**)
oraz (***)

X1=5+X3>O(**)
X, =5—=2%x3>0(%
X3 = 0 (¥¥%)

Nas interesujg tylko rozwigzania dla warto$ci zmiennych catkowitych (liczba samochodéw
wykorzystywanych w dostawach). Zatem sg to (3) rozwigzania:

)x3=0x=5—-2+%0=5x=5+0=5.
Optymalna (minimalna) warto$¢ funkcji celu F*(5,5,0) =5+5+4+0 =10

2)x3=1x;=5-2%1=3;x;=5+1=6.
Optymalna (minimalna) warto$¢ funkcji celuF*(6,3,1) =6 +3+1 =10

B)xz3=2;x=5-2%2=1,x,=5+2=7.
Optymalna (minimalna) warto$¢ funkcji celu F*(7,1,2) =7+1+2 =10

Zauwazmy ze dla kazdego rozwigzania optymalnego mamy spetnione twierdzenie von
Neumana o réwnos$ci obu rozwigzan ZD i1 ZP ZPL:

F*(min) = 10 = ¢*(max) = 5x*z" = 5% 2 = 10.

Ad (b)

Laczna niewykorzystana tadownos$¢ wszystkich samochodoéw zastosowanych w procesie
transportowym wynosi dla kazdego rozwigzania optymalnego:

(1) 1%5+0,5%5+0*0=7,5 [tony]

(2) 1%6+0,5%3+0%1=7,5 [tony]
(3) 1%7+0,5%1+0%2=7,5 [tony]



Przyklad 3. (zad. 4 lista zadan)

Dystrybutor wozkéw podnos$nikowych sprzedaje na polskim rynku 2 typy wozkéw. Na zakupu producenta
wozkoéw widlowych firma moze przeznaczy¢ maksymalnie 800000 zl/rok. Cena jednostkowa zakupu wozkow
typu 1 wynosi - 10000 zt, za§ wozkow typu 2 — 20000 zt. Firma sprzedaje wozki na rynku ze stopa zysku
wynoszacg: 10% - dla wozkow typu 1 oraz 15% - dla wozkow typu 2. Ponadto wiadomo, ze maksymalny czas
pracy, jaki pracownicy firmy moga poswigci¢ na przygotowanie i sprzedaz wozkéw wynosi 200
roboczogodzin/rok. Proces przygotowania sprzedazy wozkow typu 1 wymaga 3h czasu pracy pracownikow, zas
dla wozkéw typu 2 — 4h czasu pracy. Maksymalna dostgpnos$é liczby wozkoéw obu typdw u producenta
przedstawia si¢ nastepujaco: wozki typu 1 — 50 szt., wozki typu 2 — 25 szt.

a) Ustalic optymalny plan zakupu wozkow obu typow, przyjmujac jako kryterium decyzyjne zysk
(przychody ze sprzedazy) firmy. Sformutowa¢ model problemu decyzyjnego
b) rozwigza¢ zadanie metoda geometryczna.

Rozwiazanie:
Ad a)
Model matematyczny problemu decyzyjnego
1. Zmienne decyzyjne:
x; = 0 —liczba wozkow 1 typu zakupionych i sprzedanych odbiorcom
x5 = 0 — liczba wozkow 2 typu zakupionych i sprzedanych odbiorcom
2. Funkcja celu (kryterium decyzyjne) — przychody ze sprzedazy firmy
F(x1,%,) = 0,10 * 10000 * x; + 0,15 * 20000 * x, = 1000 * x; + 3000 * x, - max
3. Warunki ograniczajace:
10000 * x; + 20000 * x, < 800000 [z1] (w1) — nieprzekroczenie zasobéw budzetowych (finansowych)

3xx; +4*x, <200 [roboczogodzin] (w2) — nieprzekroczenie zasobow czasu pracy pracownikow przy
sprzedazy wozkow

x; < 50 - maksymalna dostepnos¢ wozkow 1-typu u producenta (w3)

x, < 25 - maksymalna dostgpno$é wozkow 2-typu u producenta (W4)

Ostateczny model zapisany za pomoca zadania programowania liniowego ZPL jest postaci:
F(xq,x5) = 1000 * x; + 3000 * x, - max
10000 * x; + 20000 *x, < 800000 (wl)

3xx;+4*x, < 200 (w2)
X1 < 50 (w3)
Xy < 25 (w4)
x1 20,20 (w5)

Po uproszczeniu zadanie ZPL przyjmie postac:

F(xq,%,) = 1000 * (x; + 3 * x,) = 1000 * z(xy, x,) = max

1*xx;+2*x, < 80 (wl)
3*xx;+4*xx, < 200 (w2)
X1 < 50 (w3)
Xy < 25 (w4)

X 20,x, 20 (w5)



Ad b) Rozwiazanie metodg geometryczna:

Obszar rozwigzan dopuszczalnych — jest to szesciokat ABCDEF o wierzchotkach:
A(0,0) - poczatek uktadu wspotrzednych

B(0,25) — przeciecie krawedzi warunku (w4) z osig X»

C(30,25) - przeciecie krawedzi warunku (wl) i (w4).

Wstawiajac do rownania: 1 * x; + 2 * x, = 80 za x, = 25

otrzymujemy: x; = 80 — 2 * 25 = 30

D(40,20) - przeciecie krawedzi warunku (wl) i (w2).

Wyznaczamy z réwnania dla krawedzi (wl) x; = 80 — 2 * x,.

Wstawiajac do roéwnania dla krawedzi (w2) za x; otrzymujemy:

3%(80—2%xy)+4*x, =200, a zatem po uporzadkowaniu (przeksztalceniu) roéwnania
otrzymujemy: 2 * x, = 40. Stad wyznaczamy: x, = 20, a nastepnie x; = 80 — 2 x 20 = 40

E(50,12.5) — przecigcie krawedzi warunku (w2) i (w3).

Wstawiajac do rownania krawedzi warunku (w2) 3 * x; + 4 * x, = 200 za x; = 50 otrzymujemy: 3 *
50 + 4 * x, = 200, czyli: 4 * x, = 50, a wigc x, = 12,5

F(50,0) - przecigcie krawedzi warunku (w3) z osig X;.
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Rys. 3. Ilustracja obszaru rozwiazan dopuszczalnych dla zadania ZPL



Wartosci warstwicy funkcji celu: z(xq,x,) = x; + 3 * x, przechodzacej przez kolejne wierzchotki
obszaru rozwigzan dopuszczalnych wynosi:

z(A)=2z(000=0

z(F) =2z(50,0) = 50+3%0 =50

z(B) =z(0,25) = 0+3%25=75

z(E) = 2z(50,12.5) = 50 +3 12,5 =87,5
z(D) = z(40,20) = 40 + 3 %20 = 100

z(C) = z(30,25) = 30+ 3 %25 = 105 - max

Zatem rozwigzaniem optymalnym (max) jest rozwigzanie: x; = 30;x; = 25, za§ optymalna
(maksymalna) warto$¢ funkcji celu jest rowna F* = 1000 * z* = 1000 * 105 = 105 000 [zt]

Nalezy zatem zakupi¢ 30 wozkow 1-go typu oraz 25 wozkéw 2-go typu i wtedy laczny zysk
(przychody ze sprzedazy) beda maksymalne réwne: 105 000 zt.



