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d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
wprowadzenie w tematyke zagadnien

Istnieje bardzo wiele sytuacji decyzyjnych, ktérych nie mozemy opisac
uzywajac tylko wylacznie zmiennych ciaglych.
Wynika to z niecigglosci  pewnych rozwazanych  procesow
ekonomicznych:
e pracownika mozna przydzielic tylko do jednego z kilku dostgpnych
stanowisk pracy:
e projekt inwestycyjny bedzie przyjmowany do realizacji lub nie:
o zaklad produkcyjny bedzie lokalizowany w jednym z mozliwych punktow
lokalizacji lub tez nie;

We wszystkich przytoczonych sytuacjach decyzyjnych wymagamy. aby
wszystkie (lub cho¢ jedna zmienna decyzyjna). sposrod tych ktore mamy
wyznaczy¢ przyjmowaly wartosci tzw. dyskrefne (np. ze zbioru liczb
catkowitych: x € Z . lub ze zbioru liczb binarnych: x € {0.1} ).

Zagadnienia decyzyjne. w ktorych przynajmniej jedna zmienna decyzyjna
przyjmuje wartosci dyskretne nazywamy — dyskreftnym zagadnieniem
decyzyjnym. a ich matematyczne modele — dyskreftnym zadaniem decyzyjnym
(DZD).
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wprowadzenie w tematyke zagadnien

Interesowac nas beda obecnie tylko takie dyskretne problemy decyzyjne,
w ktorych zaréwno funkcja celu jak 1 warunki ograniczajace sa postact liniowe;
— zadania programowania dyskretnego - liniowego (PDL). Wsrod tego typu
zadan wyroznia sig trzy podstawowe grupy:
« zadania programowania calkowitoliczbowego - liniowego (PCL)
« zadania programowania binarnego — liniowego (PBL)
« zadania programowania mieszanego — liniowego (PML)
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wprowadzenie w tematyke zagadnien

Zbior rozwiazan dopuszczalnych D7 zadania programowania
dyskretnego — liniowego jest zawsze zbiorem niespomnym (np. dla zadania
programowania calkowitoliczbowego z dwoma zmiennymi - bedzie to zbior
punktow o wspolrzednych calkowitych znajdujacych sie w pewnym wieloboku).
Nieciaglos¢ zmiennych decyzyjnych powoduje, ze zadama tego typu sa
trudniejsze do rozwiazania. niz zwykle zadania programowania liniowego.

F




d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktad dyskretnego problemu decyzyjnego

« Zagadnienie optymalnego przydzialu

Istnieje mozliwos¢ obsadzenia ,.n” — stanowisk roboczych (1 = 1.2....n) przez
.7 — 0s6b (pracownikow) (3 = 1.2....n). Znane sa efekty pracy j — tego
robotnika na 1 — tym stanowisku pracy (macierz efektow pracy -
H: = [“}__;']r__;'=1_2.....n )-

Efekty te moga by¢ oceniane pozytywnie (wydajnosc pracy. wartos¢ produkcji
w przeliczeniu na jednostke czasu) lub negatywnie (liczba brakow. czas
wykonama pracy. koszty zwigzane z praca).

Nalezy dokonac takiego przydzialu pracownikow do poszczegolnych stanowisk
pracy, tak aby zminimalizowa¢ negatywne lub zmaksymalizowac pozytywne
efekty pracy dla calego zespotu (zakladu pracy).

Zaklada sie ponadto, ze kazde stanowisko pracy moze byc¢ obsadzone tylko
przez jednego pracownika. a tym samym kazdy pracownik moze pracowac tylko
na jednym stanowisku.

Oznaczenia:
_ _— 1A . . )
Oznaczmy przez l;-__;— = [.TI._J.]I.__J. =1.2.....n - maclerz zmiennych decyzyjnych.

ktora jest postaci:
{1. gdy j- ty pracownik jest przydzielony do1 - tego stanowiska

X, ,
" 0, w przeciwnym wypadku
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przyktad dyskretnego problemu decyzyjnego

Model matematyczny:
Problem ten mozna przedstawi¢ za pomocg nastepujacego liniowego zadania
programowania binarnego (PBL):

(funkcja celu)

" n
f(x, ;)= > w, X, ; — max(min)

i=1j=1

(warunki ograniczajace)
M
X, =L i=12...n
=1

(kazde stanowisko jest obsadzone tylko przez 1 pracownika)

Yx, =L j=12..n
i=1

(kazdy pracownik jest przydzielony tylko do 1 stanowiska)

L
X, = {0 1. ]=1.2...1.
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przyktad dyskretnego problemu decyzyjnego

Kazde rozwiazanie bazowe dopuszczalne (tym samym optymalne) to macierze
postaci (dla n=5):

- —

O1 0 0O
0O 0 0 0 1
X=(0 0 01 O
1 0 0 0O
O 01 0O

(w kazdym wierszu oraz w l{azd:sj kolumnie jest _rylkn jedna jedynka).

Zadanie optymalnego przydzialu, mimo ze jest klasycznym problemem
programowania dyskretnego., to moze by¢ rozwigzane metodami
programowania liniowego — algoryvtmem simpleks (co jest bardzo
pracochlonne). Istnieje jednak  stosunkowo prosty 1 skuteczny algorytm
postgpowania — algorytm wegierski (oparty na twierdzeniu wegierskiego
matematyka - Denesa Koniga), ktory mozna zastosowac do rozwiazywania
zadan optymalnego przydziahu.
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Przyklad: W pewnym magazynie pracuje 3 pracownikow magazynowych: P1,
P2, P3, ktérzy moga wykonywac 4 rodzaje zadan: Z1. 72, 73, 74, z 16zna
wydajnosmq W tabeli ponize] podana jest Wydajnosc pramwmkow przy
wykonywaniu poszczegolnych zadan:

Wydajnos¢ pracownikow (szt./godz.)
Pracownicy przy wykonywaniu zadan magazynowych
Z1 Z2 Z3 Z4
Pl 15 4 5 2
P2 3 6 3 10
P3 12 4 6 3

W =

(15 4 5 2]
3 6 3 10
12 4 6 3

0 0 0 0]

Zakladajac specjalizacje w ciagu dnia pracownikow przy wykonywaniu tylko
jednego zadania, przydzieli¢ zadania poszczegélnym pracownikom, tak aby
zmaksymalizowac¢ taczna wydajnos¢ ich pracy.

Poniewaz w problemie optymalnego przydziatu zaklada sig, ze liczba stanowisk
pracy jest taka sama jak liczba pracownikoéw, to w naszym przykladzie musimy
wprowadzi¢ czwartego fikcyjnego pracownika. Oczywiscie wydajnosc jego
pracy dla poszczegdlnych zadan bedzie rowna 0.
Macierz wydajnosci pracy (wspolczynnikow funkcji celu) jest wiec postact:
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Matematyvczny model zadania:

.F(IE-_J:I - 1 5.3._1_1 + 4.1;:1_2 o 5.T1_3 + 2:‘._1,_._1_ + 3.1:2,1 BLE 6..1_2_2 BLE -3‘.1_2_3 o ]'U‘Tzd. +

- _ 1

e

Rozwiazemy =zadanie korzystajac z wers)li algorytmu wegierskiego. Kktora
zaklada. ze fumnkcja celu jest postaci - mumimum. Dlatego w rozwiazaniu
bedziemy minimalizowac¢ funkcje przeciwna do funkcj celu:
ktore) macierz wspolczynnikéw jest postaci:
[—15

xi,l + .*‘{2__2

..rl_.]_ + :rl_z LE ..rl_.g + .Tl_‘

T Xy 5 Xy

X3+ X35 X33 +X;,
Nyq + Xy X5+ X,
Xyt X5y X5+ Xy,

Xpg + Xy X35 + Xy,
X3 + X3 3 +x3__3 + X435

XKiq T Xy g T X34+ Xy

-3
W =

0

[l
e e e ke

—12

—4

-6

—4
0

— F(x, ). dla
-5 -2
-3 —10
—6 -3
ﬂ —
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przyktad dyskretnego problemu decyzyjnego

Krok 1: Przeksztalcenie macierzy: W — tak, aby w kazdym wierszu 1 kazde;
kolumnie znalazlo si¢ co najmniej jedno zero:

~15| -4 -5 -2 element [0 11 10| 13] -2-(-1%) =13
~3 -6 -3 [-10 +~— Nhajmniejszy 7 4 7 0|
W: 1 P,'?: |
-12| -4 -6 -3 0 8 6 9|
o 0 0 0| 0 0 0 O]

Krok 2: Skreslenie w przeksztalconej macierzy wspolczynnikow funkcji celu
wierszy oraz kolumn zawierajacych zero mozliwie najmniejszg liczba linii;
0 11 10 13]

—

a

W — trzy linie — zatem przechodzimy do kroku 4

D
i
D
D

o Lo ke

6
0

T o D

Jezell najmniejsza liczba linii konieczna do pokrycia wszystkich zer jest rowna
wymiarowi macierzy (czyli - n). to rozwigzanie, ktore otrzymamy na podstawie
tak przeksztalconej macierzy wspolczynnikow bedzie optymalne -
przechodzimy do kroku 3. Jezeli jest ona mniejsza niz wymiar macierzy — W,

10
to przechodzimy do kroku 4.

r . =1
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przyktad dyskretnego problemu decyzyjnego

Krok 3: Ustali¢ tak rozwiazanie optvmalne, aby w macierzy [1:J] jedynki

znalazly sie tylko na tych miejscach. gdzie sa zera w przeksztalcone) macierzy —
W (musimy dbac takze. aby w kazdym wierszu 1 kazde) kolumnie bvila tylko
jedna jedynka).

Krok 4: Gdy liczba linii pokrywajacych zera jest mniejsza od wymiaru
macierzy wspolczynnikow. to w  biezace) (przeksztalconej) macierzy
wspolczynnikow nalezy znalezé element najmnie)szy oraz:

= odjac go od elementéw nieSkreslonych:

= doda¢ go do elementow podwojnie skreslonvch:

= elementy skreslone jedna linia (raz) pozostawiamy bez zmian:

0 11 10 13] oy 5 4 7
i = 7 & element 13 4 7 0 elementy
0 8|6 [o] minimalny 0[2 0 3 odjete
4—60—0—0| 6 lo o o
Powrot do kroku 2 1 powtdrzenie/procedury. az do uzyskania rozwiazania
optymalnego. elementy, 1 0 0 O]
P15 ¢+ 7 dodane F(x )=15410+6=
o 0 0 0 1 (%)
B4 1l X = =31 [szt./god
o 2 ()-l % | cztery linie O 01 o — [SZ ./g0f Z']
- =1 zatem rozwigzanie optymaine 11
P (krok 3) 01 0 0]
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Przyktady — problemow
optymalizacji dyskretne]

12
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przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

Zagadnienie rozwozki:

Czesto mamy do czynienia z sytuacjg, gdy pewien jednorodny produkt musi
zosta¢ przewieziony od producenta do wielu jego odbiorcéw. Dla przykiadu z
cukrowni rozwozi sie wyprodukowany cukier, z mleczarni np. masto i mleko, z
browaru piwo itd.

Niekiedy mamy sytuacje odwrotna, zwlaszcza w przemysle spozywezym
zakupiony surowiec od wielu jego producentoéw (np. mleko) nalezy przewiezé
do zakladu (np. zakladow mleczarskich) w ktorym odbywa si¢ dalsza jego
przerdbka.

Tego typu zagadnienia nazywaja si¢ ogoélnie zagadnieniami rozwozkowo-
przywozowymi. Dla uproszczenia w dalszym ciggu bedziemy rozwazaé tylko
zagadnienie rozwozki.
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Zaktadamy, ze dane sa:

- baza bedaca miejscem produkcji jednorodnego towaru oraz postoju parku
transportowego:

- dana jest liczba pojazdow o jednakowej tadownosci;
- znamy popyt kazdego odbiorcy;

- oraz macierz odleglosci (lub kosztu przewozu, czasu przewozu) pomigdzy
wszystkimi punktami odbioru;

- popyt kazdego odbiorcy jest mniejszy od tadownosci pojazdéw, a laczne
zapotrzebowanie wszystkich punktéw odbioru jest mniejsze od ladownosci
calego parku transportowego;

- towar jest dostarczany do odbiorcy w okresie planowanym (w dniu, tygodniu)
przez jeden pojazd.

Nalezy ustali¢ taki zbiér marszrut (trasg¢ dostaw towaru) aby:
1. popyt kazdego odbiorcy byl zrealizowany przez jeden pojazd.
2. tadownos$¢ kazdego pojazdu nie byla przekroczona

3. dlugos¢ wszystkich marszrut byla minimalna

14
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Wprowadzamy oznaczenia:

n - liczba odbiorcow towaru (punktéw odbioru)

P - zbior indeksoéw wszystkich punktéw odbioru P ={1.2,....n}

P - zbiér indekséw wszystkich punktow odbioru i dostawy P = {0,1,2,...n}
m - liczba pojazdow

V' - zbidr wszystkich polaczen pomigdzy punktami (mozliwych marszrut)
V={{i.jy:i.je Prni= j}

w - jednakowa tadownos¢ wszystkich pojazdow

b, - popyt j-tego odbiorcy

¢, - odleglos¢ od punktu 7 do punktu ; (dlugos¢ trasy <f,j>)

Zgodnie z przyjetymi zalozeniami dane te musza speinia¢ warunki:

M
be <m-woraz b <w,jeP
4

j=1

Dla kazdego pojazdu wyznaczamy jedng marszrute (lgcznie bedzie ich m).

15
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przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

Przyjmiemy nastepujace zmienne decvzyjne:

x, - 1los¢ towaru (dobra) przewozona na trasie <z’, j>
o

i

|1, gdy pojazd pokonuje trasg (i,_j)
o, w przypadku przeciwnym

Zadanie decyzyjne (PML) bedzie mialo posta¢: Znalezé takie wartosci
zmiennych x, oraz y,, aby:

Funkcja celu: )" ¢,x, — min
{i.7%V

przy warunkach ograniczajacych:

(1) > y,=Ldla(jeP)

ieP

) > y,=Ldla(jeP)
ieP

warunki (1) 1 (2) oznaczajg, ze dla kazdego odbiorcy wjezdza i z kazdego

wyjezdza jeden pojazd
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przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

(3) ZJ”;‘D = m

el
4) Zyur ~m
ieP

warunki (3) i (4) wymuszaja, aby z bazy wyjechalo i do niej wroécito dokladnie

m - pojazdoéw

(5) Zx{,-' _ZXJ-'f :bJ-': (JeP)
ieP ieP
warunek (5) oznacza, ze w kazdym punkcie zostawiamy tyle ile wynosi jego

popyt

6) > %, =8,

JjeP JjeP

warunck (6) pozwala wywiez¢ z bazy tyle towaru ile wynosi taczny popyt
odbiorcow

17
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(7) x, <w-y,, ((L.j)eV)

warunek (7) zapewnia, ze na kazdej trasie przewieziemy towaru nie wiecej niz
wynosi tadownosé pojazdu. Jesli danej trasy pojazd nie pokonuje, to przewoéz
towaru na tej trasie jest zerowy.

(8) x, 20, ({(i.j}eV)

9) yye{0.1}, ((i.j)eV)

Zadanie rozwoézki jest zadaniem o duzych wymiarach.
liczba zmiennych, to: L(z) =2n(n+1)

liczba warunkow: L(w)=3n+n(n+1)+3

Dla n=30 odbiorcéw mamy 8450 zmiennych i 483 warunki.
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Zagadnienie komiwojaiera - klasyczny problem optymalizacji dyskretnej

Komiwojazer (dawny sprzedawca objezdzajacy domy 1 oferujacy produkty)
wyrusza z pewnego miasta (z bazy), ma odwiedzi¢ kilka miejscowosci i wrocic¢
do punktu startu. kazde z miast moze by¢ odwiedzone tylko raz i w dowolne;j
kolejnosci.

Dany jest zbiér miast (i=1.2.....n) oraz nieujemna, kwadratowa macierz
odleglosci (kosztu lub czasu przejazdu) C‘:[c{.’,.]le,...,ngj:1,...,1'1'. Nalezy
znalez¢ taka droge zamknieta, przechodzaca przez wszystkie miejscowosci,

ktora jest minimalna.

Droga zamknigta jest zwana dalej marszruta i sktada si¢ z n odcinkéw, ktore

bedziemy nazywac trasami. Poniewaz marszruta nie moze zawierac¢ trasy (1;1'),
wiec przyjmujemy, ze c¢,=c0 dla i=1,2,..n. Laczna liczba marszrut w
problemie komiwojazera jest réwna (n7—1)!. Dla n=10 mamy 9!=362800

roznych rozwigzan. Przeglad zupelny zbioru rozwigzan w celu znalezienia
optymalnego jest efektywny tylko dla matych n(n<8).
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Oznacimy przez:

V= {{i,j>: i# jii,J= 1,2,...,?1} - niech bedzie zbiorem wszystkich mozliwych
fras

Zmienne decyzyjne:

- zmienna binarna

. T

ij

|1, gdy marszruta zawiera trasg <z',j>
o, w przypadku przeciwnym

z, - zmienna calkowita, ktéra kazdemu miastu j-temu przyporzadkowuje ceche

- kolejnos¢ odwiedzenia tego miasta (przy zatozeni ze dla punktu startu - bazy
z, =0)

Jezeli n=5 miast oraz j;=1 (miasto o numerze 1-baza), to przykladowa
marszruta moze by¢ postaci: (1,4,5,3,2.1), a zmienne kolejnosci odwiedzen:
z,=0,z, =1z, =2z, =3,z,=4 (oczywiscie miasto startu posiadajace ceche

z, =0 nie moze mie¢ drugiej cechy rownej 5)
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Problem komiwojazera sprowadza si¢ do nastepujacego zadania decyzyjnego

(PML):
Wyznaczy¢ takie wartosci zmiennych: x, oraz z, aby:
funkcja celu: Z €, X, —> min

{i.j%el

przy warunkach ograniczajacych:

(1) > x;=1dla(j=12,..,n)
i=1

(2) Z.r&,. =1, dla(i=12,....n)
J=l

warunki (1) i (2) oznaczaja, ze komiwojazer przez kazdy punkt przejezdza tylko
jeden raz

21
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(3) z, —z,+nx;<n-l, dla(i=12,...,m j=23,...n i # J)

niestety (1) i (2) nie gwarantuja, ze z wybranych » tras tworzymy tylko jedna
marszrute zamknigtg. Warunek (3) wyklucza mozliwos¢ powstawania tzw.
podceykli w tworzonej marszrucie.

z,20,z,€C, (j=12,....n)

X; E{O,l}, ((i,j)e T/)

Zadanie komiwojazera jest zadaniem o duzych rozmiarach.
Liczba zmiennych to: L(z)=n+n(n—1)=n’
Liczba warunkéw to: L(w)=2n+n(n-1)—(n-1)=2n+(n-1)°

Dla n=10 mamy 100 zmiennych oraz 101 warunkow.
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0 PROGRAMOWANIE SIECIOWE -
komiwojazera (przyblizony algorytm rozwigzania)

zadanie

Algorytm wlaczania dla zagadnienia komiwojazera:

Oznaczmy N — zbior wszystkich miast, zas przez V — zbi6r nuast wlaczonych do
marszruty.

Formalnie algorytm ten mozna opisa¢ w kilku krokach:

1.

Podstawic¢ V=

2. Wybra¢ dowolne muiasto startowe (baze. z Kktorej wyrusza

3.

zaopatrzeniowiec): i, € N:N =N —{i, }.V = {i;} :

Wybra¢ zgodnie z pewnym kryterium drugie miasto i, € NV tworzac
marszrute: (i,.i,.i, ): N =N —{i,}:V =V + {i,}.

Dla kolejnych miast o numerach k =3 ..... n — 1 przeprowadzi¢ operacje:
- wybra¢ miasto 7, € N korzystajac z pewnego kryterium 1 wlaczy¢ je do
V.czyli: V=V + {i,} - (Jest to krok selekcyjny algorytmu),

- dolaczy¢ muasto i, do marszruty (i,,i,.....i,_,.i;) Wstawiajac je pomigdzy
takie miasta, aby dlugos¢ powstale] marszruty byla najwigksza (jest to
krok wstawiania w algorvtmie),

Dolaczy¢ do marsziuty ostatnie n - te muasto stosujac to samo
postepowanie co dla wezesniejszych miast w kroku 4. Po wykonaniu tych
5 — krokow otrzymuje sie marszrute pelna (V — sklada sie z n — miast, zas
N=;

23




0 PROGRAMOWANIE SIECIOWE - zadanie
komiwojazera (przyblizony algorytm rozwigzania)

Przvklad praktyczny:

Rozwazmy zadanie komiwojazera z n = 5 mnuastami. Macierz — C
(asymetryczna) okresla odleglosci miedzy tymi miastami:

w 2 4 7 3

2 » 4 5 7
C=|8 4 =« 7 3

5 9 2 o 7

(4 8 1 4 o]

= Wybieramy jako miasto poczatkowe muiasto o numerze 5.
V={5}:N=N-{5}={1.23.4}.

= W celu wyboru drugiego muasta w marszrucie 1 kazdego kolemego
poshuzymy sie w kryterium selekcji strategia. ktora nakazuje wybor miasta
polozonego najdalej od aktualnej marszruty niepelnej.
Liczne eksperymenty numeryczne potwierdzaja duza efektywnosé tej
strategii.
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0 PROGRAMOWANIE SIECIOWE - zadanie
komiwojazera (przyblizony algorytm rozwigzania)

Odleglos¢ miasta o numerze - j od niepelne) marszruty definiowana jest jako
minimalna odleglos¢ miedzy j - tvym miastem a wszystkimi miastami
nalezacymi do tej marszruty.

Okresla to wektor odleglosci:

d=(d.d,...d,), gdzie: d , =min{c, ;}: i€V.jeN;

Dla j eV (czyli miast nalezacych do marszruty) na j — tej pozycji wektora

d umieszczany jest znak (minus).

Dla zadania d =(4.8. 1.4, —) - najdalej oddalonym miastem od marszruty jest
miasto 2, ktore dolaczamy do marszruty.

Tworzymy marsziute postaci: (5.2.5). ktoregy dlugos¢ wynost:
F=cs,+c,5=8+7=15

w 2 4 7 3
2 o 4 5 7
C=|8 4 o T 3
5 9 2 = 7
4 8 1 4 |= 25




0 PROGRAMOWANIE SIECIOWE - zadanie
komiwojazera (przyblizony algorytm rozwigzania)

* DIla kolejnych wybieranych miast (krok 4 algorytmu) mamy:
A V={52}N=N-{2}={13.4}
Wektor d = (11]i11{r:l1 1054 =2.—.min{c, ;.05 =1 min{c, 45,1 =4, -).
Jako kolejne muasto do marszruty wlaczamy zatem muasto 4.
V={524}.N=N-{4}={L3}. Mozemy go wstawi¢ pomiedzy miasta (5.2)
lub pomigdzy miasta (2.5).

Jezeli wlaczymy muedzy muasta (5.2) utworzymy marszrute: (5,4,2.5), a tzw.

koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta wynosi:

, : : w 2 4 7
Jezeli wlaczymy migdzy miasta (2.5) utworzymy marszrutg: (5,2.4.5), a tzw. 5 P
. . : , 0 5

koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta wynosi: _
Cry+Cis—Cs=5+T-T=5; C=|8 4 o 7
Wilaczamy zawsze miedzy takie wierzcholki. dla ktorych koszt wlaczenia jest 509 2w
najmniejszy. W naszym przypadku koszty sa rowne, zatem wlaczamy nowe 4 8 1 4

nmuasto w miejsce jak najblizsze poczatkowr marszruty. Marszruta jest wiec
postaci: (5.4.2.5). Oznacza to. ze dlugos¢ aktualne) marszruty wyniesie
F=F+5=15+5=20.

e [ O T I

3
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d PROGRAMOWANIE SIECIOWE

komiwojazera (przyblizony algorytm rozwigzania)

b) V' ={524}.N={L3}

Wektor d =(min{c, ¢, 165} =2, — min{e, 5:¢, 556551 =1 —, -).

Jako kolejne miasto do marszruty wlaczamy zatem miasto 1.
V={5241}:N=N—{1} ={3}. Mozemy go wstawi¢ pomigdzy miasta (5.4)
(4.2) lub (2.5).

Jezeli wlaczymy miedzy muasta (5.4) utworzymy marszrute: (5.1.4.2.5).
a koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta wynosi:

Jezeli wlaczymy miedzy muiasta (4.2) utworzymy marszrute: (5.4.1.2.5).
a koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta wynosi:

Jezeli wlaczymy miedzy muasta (2.5) utworzymy marszrute: (5.4.2.1.5),
a koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta wynosi:

W naszym przypadku Kkoszty wlaczenia sa najmmiejsze w  dwoch
przypadkach, wlaczamy miasto 1 pomigdzy miasta (2.5) — blizej punktu 5
(poczatek marszruty). Marszruta jest zatem postaci: (5.4.2.1.5). Oznacza to,
ze dlugos¢ aktualnej marszruty wyniesie F =F —2=20-2=18.

zadanie

= A 02 2

8

00 O g 1
— 8 e e

-] Lh -]

&8

. | T L

S
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0 PROGRAMOWANIE SIECIOWE - zadanie
komiwojazera (przyblizony algorytm rozwigzania)

= Dla ostatniego miasta w marszrucie (krok 5 algorytmu) &y
V=1{5.24.1}:N ={3}
Wektor d =(—. — min{e,;:¢,5:¢, 51655} =1 — -

Do marszmuty mozemy wlaczy¢ tylko miasto 3.
V={52413}:N=N—-{3} =. Mozemy go wstawi¢ pomiedzy miasta (5.4)
(4.2), (2,1) lub (1.5).

Dokonujemy poréwnan kosztow wstawien: w2 i _
- marszruta: (5.3.4.2.1.5) - koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta wynost: 2 © 4 5 7
£5,3+C3__¢_65,4:1+7_4:42 C=|8 4 = 7

- marszruta: (5.4.3.2.1.5) - koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta 59 2 xo 7
WYNOSL: €43 +C3, —Cy, =2+4-9=-3; 4 8 1 4

- marszruta: (5.4.2.3.1.5) - koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta wynost:

Cyz+C3y—Cy =4+8-2=10.

- marszruta: (5.4.2.1.3.5) - koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta

WYNOSL: €3 +C35—C 5 =4+3-3=4;

W naszym przypadku koszty wlaczenia sa najmniejsze. gdy wlaczymy

miasto 3 pomuedzy miasta (4.2). Pelna marszruta jest zatem postaci:

(5.4.3.2.1.5). Oznacza to. ze dlugos¢ te; pelne; marszuty wynost:

F=F-3=18-3=15. 28
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Uwagi:

» wybierajac jako muasto poczatkowe inne muasto mozemy ofrzymaé inne
rozwiazanie. Zaleca si¢ w tym przypadku wyznaczy¢ algorytmem
przyblizonym rozwiazania dla kazdego wierzcholka jako poczatkowego 1
wybrac sposrod nich najlepsze;

» ody w danej iteracji w wektorze — d pojawi sig¢ wigce] niz jeden element
maksymalny (mozna dolaczy¢ wigcej niz jedno miasto), to dolaczamy miasto
0 MINIEJSZYM MUnerze;
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d GRY DWUOSOBOWE O SUMIE ZERO
ORAZ GRY Z NATURA

ELEMENTY TEORII GIER

TEORIA GIER jest to matematyczna teoria rozwigzywania
sytuacji konfliktowych badz wspoélpracy, w ktorych wynik uzyskany
przez jedna osobe (gracza, uczestnika gry) zalezy takze od decyzji
podejmowanych przez innych uczestnikow gry. Teoria gier nie bada
przvczyn ani genezy konfliktow — interesujg ja tvlko optymalne ich

rozwigzania.

Jak sama nazwa wskazuje, teoria gier wziela swoj poczatek z
analizy rozgrywek gier Karcianych, szachéw itp. Obecnie jej
zastosowanie jest o wiele szersze i obejmuje wiele dziedzin, w tym

nauki o zarzadzaniu.
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ORAZ GRY Z NATURA

Podstawowe definicje 1 zaloZzenia

Pod nazwa GRY rozumie¢ bedziemy pewien sformalizowany
model sytuacji konfliktowej.

Slowo GRACZ oznacza pojedyncza osobe lub grupe osob
tworzacych koalicje (dzialajacych wspolnie, we wspolnym interesie).

Aby dang sytuacje rozpatrywac¢ z punktu widzenia teorii gier
nalezy przyjac pewne zalozenia odnosnie gry i stron konfliktu:

¢ istnieje co najmniej dwoch graczy,

¢ kazdy z graczy posiada przynajmniej dwie strategie czyli drogi
postepowania,

e w wyniku kazde) gry kazdy z graczy otrzymuje pewna wygrana
(zwang tez wyplata), ktorej wysokos¢ zalezy od strategii
zastosowanych przez wszystkich graczy. Wygrana (wyplate)
wyraza sie dla wygody w liczbach.
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d GRY DWUOSOBOWE O SUMIE ZERO

ORAZ GRY Z NATURA

TYPY GIER
Gry mozna dzieli¢ wedlug wielu kryteriow, np. ze wzgledu na:

ilosci graczy: gry dwuosobowe 1 wieloosobowe (w przypadku
niektoryvch  gier wieloosobowych moze dochodzi¢ do
zawigzywania koalicji),

kooperacje¢ miedzy graczami: gry kooperatywne (w ktorych
gracze moga porozumiewac sie miedzy sobg i zawierac koalicje) i
niekooperatywne (w ktorych jest to zabronione lub niemozliwe),
charakter gry: gry o sumie zerowe] (w Ktorvch jeden z graczy
otrzymuje dokladnie tyle ile drugi musi odda¢) 1 gry o sumie
niezerowe] (mozliwe jest np. Zze wszyscy gracze zyskuja w wyniku
rozgrywki),

dostepna informacje¢: gry z pelng informacja (gracz zna
wszystkie strategie 1 cel swojego przeciwnika) i gry z informacja
niekompletna (gracz nie wie jaki cel przyswieca przeciwnikowi),
gry strategiczne i gry ekstensywne.
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W grach strategicznych gracze znaja nawzajem swoje strategie,
czyli wiedza, jak moga zachowaé sie inni gracze. Wyboru strategii
dokonuja jednak jednoczenie, a dokladniej czynia to nie wiedzac,
ktora ze swoich strategii wybrali przeciwnicy. Co wigcej, ustalajg oni
w ten sposob swoj plan postgpowania raz na zawsze i nie mogg go
zmieni¢ w trakcie rozgrywki. Prostym przykladem takiej gry jest
dziecigca zabawa w ""kamien-nozyce-papier"'.

W grach ekstensywnych istnieje pewna kolejno$¢ posunigé —
ogracze wykonuj swoje ruchy (tj. dokonuja wyboru strategii) na
podstawie ruchow przeciwnika. Innymi slowy mamy tu do czynienia
z ciaglym dopasowywaniem si¢ graczy do zaistniale] sytuacji. Za
przyvklad moga posluzy¢ tu szachy.
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GRY DWUOSOBOWE O SUMIE ZERO

Z. grami o sumie zerowej mamy do czynienia wszedzie tam, gdzie
interesy graczy sia dokladnie przeciwstawne, czyli tam, gdzie wygrana
(zysk) jednego gracza jest rowny przegranej (stracie) drugiego. Gry
te sluza wiec do modelowania sytuacji czystego konfliktu, w ktorych
nie ma mowy o wspolpracy miedzy graczami, ze wzgledu na wyrazna
sprzecznos< ich interesow.

Przvklad

Dwie firmy (A i B) produkuja pewien wyrob i konkuruja ze sobg
o rynek zbytu. Aby zwiekszy¢ swa konkurencyjnosé¢, firmy podjely
pewne dzialania marketingowe. Obie firmy rozwazaja 3 mozliwosci
(strategie): A; (B;) — zastosowac¢ lepsze opakowanie produktu, A, (B,)
— zwigekszy¢ naklady na reklame, Az (B3) — nieznacznie obnizy¢ cene.
Oszacowane efekty tych dzialan w postaci procentowego zwigkszenia
udzialu w rynku sprzedazy produktu dla firmy A umieszczone sa w
tabeli.
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Wybra¢ optymalng strategie¢ dla kazdej z firm zakladajac, ze
kazda z nich podejmujac decyzj¢ nie zna wyboru konkurenta.

A B B, B
A, 4 6 2
A, 2 8 0
Aj 6 -4 -2

Gry dwuosobowe najlatwiej jest przedstawi¢ w postaci macierzy
wyplat. Tak przedstawiona gre¢ nazywamy gra w postaci normalnej.
Macierz wyplat zawiera wartosci wyplat dla wszystkich mozliwych
kombinacji strategii obu graczy. W przypadku gier o sumie zerowe;j
stosuje sie zapis uproszczony — wystarczy macierz wyplat gracza A o
elementach a;; (i=1,2,...,n; j=1,2,....m; n — liczba strategii gracza A, m
— liczba strategii gracza B).




d GRY DWUOSOBOWE O SUMIE ZERO
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Poszukiwanie rozwigzania gry najlepiej przeprowadzi¢ w 3
krokach:

1. Poszukiwanie rozwigzania w zbiorze strategii czystych.
2. Usunigcie strategii zdominowanych.
3. Poszukiwanie rozwiazania w zbiorze strategii mieszanych.

Strategie czyste:

e gracza A: A;, A, As,
e gracza B: B,, B,, B;.

Poszukiwanie rozwiazania w zbiorze strategii czystych.

Ogolny sposob poszukiwania rozwigzania w zbiorze strategii
czystych (punktu siodlowego) jest nastepujacy:

¢ wypisa¢ minima z kazdego wiersza i wybra¢ najwigeksze z nich:

v, =max{min{a}} (wartos¢ dolna gry)
1 ]
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o wypisa¢ maksima z kazdej kolumny i wybra¢ najmniejsze z nich:

Vg = IHJ!H{lﬂi:IK{ﬂij H (wartos¢ gérna gry)

Jezeli obie liczby s rowne (vi=vg), to gra posiada rozwigzanie w
zbiorze strategii czystych (punkt siodlowy). Gracze powinni stosowac
te strategie, ktore odpowiadaja wyznaczonemu wierszowi i kolumnie.
Jezeli wyblorg inne strategie, naraza si¢ na niepotrzebne straty.

W przykladzie istnieje punkt siodlowy (rozwiazanie w zbiorze
strategii czystych). Gracz A powinien stosowac strategi¢ A,, gracz B —
Bi;. Wartos¢ gry wyniesie wtedy: v=vy=vp=2.

ij Bl Bg B; min Aj;

A, 4 6 2 2

As 2 8 0 0

A; 6 4 2 4
max a;; 6 8 2
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Poszukiwanie strategii zdominowanych.

Strategii zdominowanych (nieefektywnych, nieracjonalnych)
poszukujemy, aby uprosci¢ gr¢ (zmniejszy¢ macierz wyplat).
Strategie S, nazywamy zdominowansg przez strategie S,, jezeli:

e dlagracza A: Vj:a  <a,,
e dlagracza B: Vi:a, >a,.

Procedure znajdowania 1 usuwania strategii zdominowanych

przedstawiono dla przvkladowej macierzy wyplat.

a3 Bl Bg B3
Ay 4 2
A, 2 8 0
Ay 6 -4 -2

Strategie gracza A nie s3 zdominowane (na razie).
B; jest zdominowana przez B; (usuwamy B,).
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Aj jest zdominowan

B> jest zdominowana przez Bi; (usuwamy B»).

A, jest zdominowana przez A; (usuwamy A,).

aji B, B;
Ay 6 2
A 8 0
Aj -4 -2
a przez np. A; (usuwamy Asj).

Ay B, B;
Ay 6 2
A, 8 0

Aj; B3

Ay 2

Ao 0

Aj; B3

Ay 2
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Udalo si¢ macierz wyplat zredukowac do jednego wiersza i jednej
kolumny, czyli gra ma rozwiazanie w zbiorze strategii czystych (A,
B3). Wartos¢ gry wynosi 2.

Poszukiwanie rozwiazania w zbiorze strategii mieszanych.

Strategig mieszana dla danego gracza bedziemy nazywac liniowa
kombinacje wypukla jego strategii czystych.
Stosowane s3 na og6l w dwaoch rodzajach sytuacji:
o w przypadku wielokrotnego (niezaleznego od siebie) rozgrywania
tej samej gry,
e ody obszar zastosowania decyzji daje si¢ podzieli¢ na wystarczajaco
wiele obszarow czesciowych.
Optymalnym rozwiazaniem gry bedzie strategia mieszana, gdy
gra nie ma punktu siodlowego.

Przyjmijmy NOWA macierz wyplat w analizowanym przykladzie.
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A B, B, B;
Ay 2 4 6
A, 3 1 4
Aj 2 3 3

Gra nie ma rozwigzania w zbiorach strategii czystych (v,=2, vg=3).
Usuwamy strategie zdominowane (A3 jest zdominowana przez A,, B;
jest zdominowana przez B)).

ﬂ'ii B 1 B 2
A 2 4
A, 3 1

Szukajac optymalnych strategii mieszanych mozna wykorzystac
metody 1 techniki programowania liniowego.
Oznaczenia:
P; — cZ¢stosS¢ stosowania przez gracza A strategii A, i=1,2,
q; — czestos¢ stosowania przez gracza B strategii B;, j=1,2.

42



d GRY DWUOSOBOWE O SUMIE ZERO
ORAZ GRY Z NATURA

Zadanie znalezienia optymalnej strategii mieszanej dla gracza A
(czestosci p;) mozna przedstawi¢ nastepujaco:

Vv — max
2p, +3p, = v,
4p, +1p, = v, (1)
P, +p, =1,
P:,p, 2 0.
Jezeli dokonamy podstawienia: x, = % (przy zal. v>0), to (1) mozna

zapisac¢ nastepujaco:

1

— =X, +X, - min

‘.:'

2x, +3x, 21, (2)

4x, +1x, 21,

X;.X, = 0.
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Rozwigzanie (2): x;=0,2, x,=0,2, v=2.5.

Stad latwo wyznaczyc¢: p;=0,5, p,=0,5.

Czyli gracz A powinien stosowac strategie A; 1 A, z czestoscig 0,5 oraz
nie stosowac strategii A; (zdominowana). Minimalna jego wyplata
(Srednia) wyniesie wtedy 2,5.

Podobnie postepujemy dla gracza B. Zadanie znalezienia
optymalnej strategii mieszanej dla gracza B (czestoSci ;) mozna
przedstawic nastepujaco:

vV — min

2q, +4q, < v,

3q, +1q, <v, (3)
q,+q, =1,

qQ;,q, 2 0.

Jezeli dokonamy podstawienia: y; = 3 (przy zal. v=>0), to (3) mozna
‘_.‘"

zapisac¢ nastepujaco:
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—=y,+y, > max
"':"

2y, +4y, <1, 4)
3y, +1y, <1,

Y1,¥, 2 0.
Rozwigzanie (4): y1=0,3, v,=0,1, v=2.5.
Stad latwo wyznaczy¢: q;=0,75, q,=0,25.
Czyli gracz B powinien stosowac¢ strategie B; z czestoscig 0,75 i
strategie B, z czestoscia 0,25 oraz nie stosowaé strategii B;
(zdominowana). Maksymalna jego wyplata (Srednia) wyniesie wtedy
rowniez 2,5.
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GRY Z NATURA

Gry z naturg rozgrywane sa przy zalozeniu pasywnej postawy
L E L w w -t
drugiego z graczy, ktoremu wynik gry jest obojetny.

Przvklad

Inwestor ma podjac decvzje D; (i =1, 2, 3, 4), jaki typ zakladu
uslugowego ma uruchomi¢. Dla kazdego typu zakladu oszacowano
przewidywany zysk a;, jaki osiagnie sie¢ w wyniku eksploatacji
zakladu przy réznych stanach §; (j = 1, 2, 3) przyszlego popytu
(pesymistycznym — S;, przecigtnym — S,, optymistycznym — S3). Dane
umieszczone sa w ponizszej tabeli.

ay; S S» S3
D, -20 15 50
D, -10 25 40
D -5 10 20
Dy 5 5 25
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Decydent moze Kkierowac¢ si¢ np. 4 ponizszymi Kryvteriami
podejmowania decyzji w  warunkach niepewnosci: Walda
(maksyminowe), Hurwicza, Bayesa i1 Savage’a.

1. Kryterium Walda (maksyminowe)

Zigodnie z tym kryterium nalezy wybra¢ taki wariant
dzialalnosci, ktory przy najmniej korzystnym stanie natury pozwala
osiagnac najlepszy wynik. Jest to regula asekurancka, regula gracza
ostroznego, ale intelicentnego.

2 = max{min{a;}} > D,
i i

aj S1 Sy S; |min{a;}
D, -20 15 50 -20
D> -10 25 40 -10
D; -5 10 20 -5

W naszym przykladzie inwestor Kkierujac si¢ Kkryterium Walda
powinien podjac decyzje Dy.
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2. Kryterium Hurwicza

Jest to kryterium kompromisowe miedzy skrajnym pesymizmem a
skrajnym optymizmem. Wprowadza si¢ w nim tzw. wspolczynnik
ostroznosci y(0<y<1), ktory okresla, w jakim stopniu podejmujacy

decyzje jest pesymista.

a, = max{ymin{a,j + (1 -y)max{a,}; > D,
i ] ]

W naszyin przykladzie inwestor kierujac si¢ Krvterium Hurwicza
przy wspolczvnniku ostroznosci 0,4 powinien podjac decvzje D,.

-lI- ‘ ‘ S3 miu{ail-} mﬂx{ail} Ay

D, | -10 | 23 40 -10 40 20
D, -5 10 20 -5 20 10
D, 5 S 25 5 25 17
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3. Kryterium Bayesa

W tym Kkrvterium przyvjmuje sie, ze wszystkie stany natury sa
jednakowo prawdopodobne (mozemy wiec mowi¢ o neutralnym
stanowisku w kwestii przyszlvch warunkow dzialalnosci) i wyznacza sie
wartos¢ srednia wynikow dla kazdej decyzji. Optymalna jest ta decvzja,
dla ktorej sredni wynik jest maksymalny.

] m
a, = max{a; } =max{—> a;;} —> Dy
i i mja

W naszvin przykladzie inwestor kierujac si¢ Kryvterinm Bavesa
powinien podjac decyzje D,.

ajj S1 S> S3 a,
D, -20 15 50 15
D, -10 25 40 18.3
D; -5 10 20 8.3
D, 5 5 25 11,7
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4. Kryterium Savage’a

W tym Kkrvterium nie ocenia si¢ wynikow podjetych decvzji, lecz
skutki (straty) wynikajace z niepodjecia decvzji, ktora przy danym stanie
natury bvlabyv najlepsza. Wvznaczenie decvzji optymalnej odbywa sie w
dwoch etapach. W pierwszym tworzymy macierz ,.Zalu” (wzglednych,
relatywnych strat), w Kktorej znajduja si¢ roznice by miedzy
maksyvmalnym do osiagniecia wynikiem w warunkach S; a wynikiem
uzyskanym w razie podjecia decyzji D;.

djj S] Sg 53
D, -20 15 S
D, -10 235 40
D; -5 10 20
Dy S S 25
mMax aj; 5 25 S0
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d GRY DWUOSOBOWE O SUMIE ZERO
ORAZ GRY Z NATURA

W etapie drugim, w tak okreslonej macierzy wzglednych strat
poszukuje si¢ elementu maksymalnego w kazdym wierszu, a nastepnie
wiersza, w ktorym warto$c ta jest najmniejsza.

b, = min{max{b,}; - D,
1 |

bj | S1 | Sy | S; |max{b)
D, [ 25 | 10 | 0 25

D: | 10 | 15 | 30 30
D, | 0 | 2 | 25 25

W naszym przykladzie inwestor kierujac si¢ kryterium Savage’a
powinien podjac decyzje D..
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