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d SIECIOWA ANALIZA REALIZACJI PRZEDSIEWZIEC
W WARUNKACH NIEPEWNOSCI - algorytm PERT

W dalszej czesci wykladu zaprezentowana zostanie metoda analizy sieci
dla przedsiewzig¢ o zdetermunowane] strukturze (sie¢ kamomiczna), lecz
o losowym czasie trwania czynnosci (oceny czasow trwamia poszczegolnych
czynnosci charakteryzuyq sig pewna nmiepewnoscia).

Metoda PERT (Program Evaluation and Review Technique), ktorej autorami
sa: Malcolm, Roseboom, Clark, Fazar - zostala opracowana w 1958 roku dla
potrzeb programu opracowania rakietowego pocisku balistycznego Polaris.

Istotnym elementem metody PERT jest sposob oceny czasu trwania
czynnosci (zakladamy, ze nie jest on deterministyvezny — czyli znany).

Problem ten jest o tyle zlozony. ze nie mamy mozliwoscl oszacowania
tego czasu metodanu statystycznymi (gdyz przedsigwziecia tego typu, ktore
mozna analizowa¢ metoda PERT sa zwykle jednorazowe 1 maja charakter
prototvpowy). Metoda ta moze by¢ rowniez stosowana dla przedsiewziec,
ktorych czasy trwania czynnosci moga podlega¢ znacznym wahaniom.

W warunkach losowego czasu trwania czynnosci analiza sieci dla potrzeb
planowania 1 kontroli realizacji przedsiewzigcia wymaga jednak znajomosci
charakterystyk rozkladu czasu trwania czynnosci. 2




d SIECIOWA ANALIZA REALIZACJI PRZEDSIEWZIEC
W WARUNKACH NIEPEWNOSCI - algorytm PERT

Problem ten rozwiazano nastgpujaco. Mimo, ze rozklad czasu trwania
czynnosci jest nieznany (nie mozna rowniez go oszacowac statystycznie). to
mozna przyjac pewne jego hipotetyczne wlasnosci:
= Jest to rozklad ciagly.
= Jest rozkladem z jednym ekstremum,
= Jego funkcja gestosci (rozkladu) styvka sig¢ w dwoch punktach (nieujemnych)

z 0s1a pozioma (odcietych).

Jednym z takich rozkladow jest rozklad beta, ktory zostal wybrany przez
autorow metody na zasadzie mtuicji wynikajace) z doswiadczen praktycznych.

Metoda PERT jest wiec analityczna procedura obliczania czasu realizacji
przedsiewziecia wykorzystujaca jego sied: G= V[r w ktorey struktura
topologiczna (geometryczna) przedsiewziecia jest zdeterminowana (znana), zas
losowy (nmieznany) czas f, realizacji poszczegdlnych — czynnosci

ol

y . . .
1 =(v,.vg )€U jest zmienna losowa o rozkladzie beta.




d SIECIOWA ANALIZA REALIZACJI PRZEDSIEWZIEC
W WARUNKACH NIEPEWNOSCI - algorytm PERT

Rozklad beta w metodzie PERT zostal praktycznie uzalezniony od
kilku parametréow (np. na podstawie oceny ekspertow) posiadajacych
nastepujace znaczenie praktyczne:

a,s - najkrotszy czas niezbedny do zrealizowania czynnosci u = <1-a,,1-ﬁ:} el
(tzw. ocena optymistvczna);

m.g - czas realizacji czynnosci u =<1-'ﬂ~1-' ﬁ>EU posiadajacy najwigksze
prawdopodobienstwo zaistnienia (tzw. ocena modalna);

b,s - najdluzszy czas niezbgdny do zrealizowania czynnosci u = <1-a.1-ﬁ> el

(tzw. ocena pesymistyczna).

Sredni czas oraz wariancje realizacji czynnosci u :<1ra,,1fﬁ}EU mozemy

uzalezni¢ od parametrow a,5.0,5.1,5 nastepujaco:

(*)
2
Dyl =| 22|
6 ., 6 4

| a,




d SIECIOWA ANALIZA REALIZACJI PRZEDSIEWZIEC
W WARUNKACH NIEPEWNOSCI - algorytm PERT

Algorvim metody PERT:
Sie¢ przedsigwziecia G :<V,U,a,m,b> ma trzy funkcje obciazajace jej

hiki: a.b.m:U — R™, ktorych wartosci na luku czynnosci i'..‘:{'l"a”‘l"ﬁ}EU
reprezentuja  odpowiednio: a,; - optymustyczna, 7, - najbardzie
prawdopodobna oraz ba'ﬁ - pesymistyczng oceng czasu lp - trwania takiej
CZYINOSCI.

Parametry te shuza do aproksymac)i wartoscl oczekiwane] oraz wariancji
czasu trwania czynnosci (zgodnie ze wzorami (¥)).

Podstawowym zadaniem metody PERT jest oszacowanie wartoscl
oczekiwanych najwczesniejszych termunow - ¢ realizacji zdarzen v, eV
w badanej sieci realizacji przedsiewziecia.




d SIECIOWA ANALIZA REALIZACJI PRZEDSIEWZIEC
W WARUNKACH NIEPEWNOSCI - algorytm PERT

Algorytm jest oparty o wzory rekurencvjne i polega na:

1. Przyjeciu zalozenia. ze E[t,]=D’[+,]=0, gdzie v, - jest wierzcholkiem
poczatkowym sieci realizacji przedsiewziecia.

2. Wartos¢ oczekiwang Elf;] oraz wariancje D[t ¢] najwczesniejszego
mozliwego terminu zajscia dla pozostalych zdarzen f=2.3.....n oblicza
51€ Z& WZOIrOW:

Elt;]= max{E[t, ]+ Elt,5]}.

vyl

D1,]= max \D[1, 1+ D[1,,]}.

Vo B[t ]=Eltg [+ Elfas]

Zauwazmy, ze wartosci oczekiwane czas6w [, sa wyznaczane
analogicznie jak w metodzie CPM. Dlatego obie metody daja identyczne
wyniki, jeshi tylko dla kazdej czynnosci u = {1—5‘1'}5:} elU spelniony jest

nastepujacy warunek: a,; =m,z =b_;.




d SIECIOWA ANALIZA REALIZACJI PRZEDSIEWZIEC
W WARUNKACH NIEPEWNOSCI - algorytm PERT

Uwaga: W metodzie PERT definiuje sie takze drogi krytyczne [1.n], dla ktérych E——
wartos¢ oczekiwana czasu i1ch realizacji jest rowna sSredmiemm czasowi
zakonczenia calego przedsiewziecia:

Eft, ]= > E[].

(viv; )eUnm

gdzie: Uy, - Jest zbiorem lukéw sciezki krytycznej od wierzcholka
poczatkowego do wierzcholka koncowego sieci czynnosci.

Uwaga: Wariancja czasu s, najwczesniejsze] mozliwej realizacji zdarzenia
koncowego v =¥ jest rowna maksymalnej wariancji ze zbioru wszystkich drog
krytycznych badanej siec1 przedsiewzigcia.

Przyjmmje sig, ze rozklad czasu realizacji calego przedsiewzigcia jest
asymptotycznie normalny o sredniej E[f,] 1 odchyleniu standardowym
J[rn]zqh."Dj[f”]._ czyli korzystajac z tego =zalozemia moZzna oszacowac
prawdopodobienstwo dotrzymania terminu realizacji przedsiewzigcia:

P L] |

H = ‘fdm-re

) {I)( fdah'e

gdzie: @ - jest dystrybuanta rozkladu N(0.1). 7




d SIECIOWA ANALIZA REALIZACJI PRZEDSIEWZIEC
W WARUNKACH NIEPEWNOSCI - algorytm PERT

Przvklad:

Dla przedsiewzigcia, ktorego model sieciowy przedstawiono na rysunku
obliczy¢ sredni (oczekiwany) czas jego realizacji, wariancj¢ czasu jego realizacji
oraz prawdopodobienstwo dotrzymania terminu nominalnego 7 =25 dni.




d SIECIOWA ANALIZA REALIZACJI PRZEDSIEWZIEC
W WARUNKACH NIEPEWNOSCI - algorytm PERT

Srednie czasy frwania czynnosci i wariancje dla czynnodci obliczamy:
na,ﬂ+4ma,ﬂ+baﬂ 5 b, —Qyp )
Elt,5]=  D7ltepl=| ——
6 6
Oczekiwany czas trwania przedsiewziecia 1 jego wariancje obliczamy
rekurencyjnie:

Elts]= max {E[rg] + E[rgﬂ]}.

vaels

Dz[rﬁ] - max {DE[T,:IHDE[?H;;]}

Vo €T 51E[1g]=E[141+E[ta5]

Tabela obliczonych charakterystyk przedsiewziecia:

Zdarzenie: | p?[ ts] Czynnosc: | p?[ g ]

1 0 (1.2) 1

2 1 (1.3) 1.8

3 1.8 (1.4) 2.8

4 2.8 (2.4) 0.4

5 3.2 (3.4) 0.25
3.5) 1

(4.5) 0.4




d SIECIOWA ANALIZA REALIZACJI PRZEDSIEWZIEC
W WARUNKACH NIEPEWNOSCI - algorytm PERT

Sciezka krytyczna przedsiewziecia:

N

QY

* Prawdopodobienstwo dotrzymania terminu nominalnego = 25 dni wynosi:

25-243) . L .
; J:t:{IJ[O._JQ)x[}.SE - Istnieje  przecigine ryzyko

W2
zwiazane 7 realizacja tego przedsigwziecia. 10

P(t,

3

iZS}x ‘I{




d SIECIOWA ANALIZA REALIZACJI PRZEDSIEWZIEC
W WARUNKACH NIEPEWNOSCI - algorytm PERT

» Jak zmieni si¢ czas wykonania przedsiewziecia. gdy czynnosc: (3,4) bedzie
realizowana w czasie: najkrotszym — 2 dni, modalnym — 4 dni oraz
najdluzszym — 6 dni ?

Powstanie nowa sciezka krytyczna, a oczekiwany termin realizacji ulegnie
wydhizeniu do 25 dni.

11




ANALIZA CZASOWO - KOSZTOWA
REALIZACJI PRZEDSIEWZIEC

12



Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

W rozwazaniach dotyczacych sieciowe) analizy przedsigwzigé z funkcja
czasu (metoda CPM) Kkonstruwjac optymalny harmonogram realizaci
przedsigwzigcia przyvjetym kryterium optymalnosci byla minimalizacja czasu
realizacji calego przedsiewzigcia.

W analizie ekonomiczne] realizowanych przedsiewzigd niezmiernie
wazne jest takze podejscie kosztowe — majace na celu oszacowanie kosztow
realizacji badanego przedsiewzigcia.

Analiza harmonogramu realizacji przedsiewzig¢ z uwzglednieniem
kosztow ich realizacji nosi nazwe analizyv czasowo — kosztowej 1 posiada
w planowaniu sieciowym bardzo wazna role.

Dotychcezas przyjmowalismy. ze czas trwania poszczegolnych czynnosci
jest ustalony 1 zwiazany jest on z wykonaniem czynnosci w zwyklych
(normalnych warunkach). Taki czas wykonania czynnosci bedziemy nazywac —
normalnym czasem trwania czyvnnosci : Iﬂ[.”}, a koszt zwiazany z realizacja

cZynnosci w tym czasie nazywac bedziemy — kosztem normalnym: Eré.”} :

W mektorych przypadkach czasy ftrwania czynnosci moga ulec
skroceniu. Wiaze sie to jednak za koniecznym zaangazowaniem dodatkowych
srodkow. co pociaga za soba wzrost kosztéw wykonania tej czynnosci. 13




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Najkrotszy mozliwy czas, w ktorvm wykonana dana czynnosc
z wykorzystaniem wszystkich zaangazowanych srodkow — nazywamy
granicznym czasem trwania Czynnosci: rg.gi. Koszt realizacji czynnosci w

czasle granicznym nazywamy kosztem granicznym: fré.-‘f ),

J Uwaga:
K Zakladamy, ze funkcje
i kosztow w przedziale

[Ié.g ), fig.”l' ] mozna

aproksymowac¢ funkcja
liniowa. a skrocenie
czasu frwania jednej
czynnosci nie wplywa
na czas trwarnia
pozostalych.

K"
]

14




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Przvjmujemy oznaczenia:
At =1 — () - odcinek czasu o jaki mozemy maksymalnie skroci¢ czynnosci
przedsigwzigcia (wykonywane w czasie normalnym) do czasow granicznych:
Ak, =k — k" - wzrost kosztow realizacji czynnosci wynikajacy ze skrocenia
czasOw trwania czynnosci do czasow granicznych;
(g) _ j-(n)
Kk k;
T ) _ (e)
I i I i
wykonamia czynnosci spowodowany skréceniem czasu trwania Cczynnosci
o jednostke.

sredni gradient kosztu — okresla przyrost kosztow

W tak pomowanym planowaniu sieciowym bardzo waznym
zagadnieniem programowania sieciowego jest wszechstronna analiza
przedsiewzie¢ w aspekcie ekonomicznym oraz mozliwos¢ modyfikacji modelu,
poprzez kompresje sieci — wynikajaca ze zbyt dlugiego dla inwestora lub
odbiorcy okresu realizacji przedsigwziecia.

Wzgledy ekonomiczne powodwa, ze nalezy rozpatrzy¢ techniczne
mozliwosci skrécenia wykonania calego przedsiegwziecia. aby koszty jego
realizacji byly jak najnizsze.

Wiazac sie to bedzie z ulozeniem takiego programu przyspieszenia. aby
najwicksza akceleracja przypadala na te czynnosci krytyczne, ktérych koszty
przyspieszenia beda najnizsze.

15




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

W tego typu analizie rozpatruje si¢ réznego rodzaju koszty skladajace sie
na sumaryczny koszt realizacji calego przedsiewzigcia. Uwzglednia sie
zazwyczaj nastepujace rodzaje kosztow:

e Koszty stale (dotyczace sporzadzenia dokumentacji. pozyskania srodkow
wytwarzania itp.);

e Koszty bezposrednie (dotyczace robocizny. materialéw, maszyn itp. —
wystepwja dla kazdej czynnosci przedsiewzigcia):

¢ Koszty posrednie (zwiazane glownie z czasem realizacji przedsiewziecia

1 dotycza dla przykladu przestojow na stanowiskach pracy, kar za

nieterminowos¢ wykonania itp.):

e Koszty zamrozenia kapitalu (dotyczace nakladow inwestycyjnych,
zasobow 1tp.)

16



Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

W rozwazaniach ograniczymy si¢ tylko do kosztéw bezposrednich.

Koszty bezposrednie wykonania czynnosci dla dowolnego czasu jej trwania

rf <t <t mozna obliczy¢ ze wzorw: k, =—a-t, +b=—s,t, + [ﬁr{”:' + 5,10 )

S KJ

kitgh B

I‘(i-l:n}
j

17




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Celem analizy czasowo kosztowe] jest wyznaczenie takich czaséw trwania
poszczegolnych czynnosci, dla ktorych calkowity koszt bezposredni realizacji
przedsiewziecia jest munimalny. Zadanie to mozna przedstawi¢ za pomoca
nastepujacego zadania — ZPL:

K= Z[fc{”j + 5,1, ”:'J] suru]%»mm
(i,jiell

Przy warunkach dla kazdej czynnosci sieci (7, j) €U :
.
t+1, <t
=t =1,
t, =0, <T@
Ll *n —

gdzie: 7'¢ - czas graniczny zakonczenia przedsiewziecia.

18



Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Uwaga :

Mozna rowniez sformulowac inaczej problem, tzn. minimalizowac¢ laczny czas
realizacji calego przedsigwzigcia, tak aby laczne koszty bezposrednie tego
przedsiewzigcia nie przekroczyly pewnego - z gory ustalonego limitu srodkow.
Tak sformulowane zagadnienie prowadzi do nastepujacego zadania ZPL:

-

{, — min,

o+t <t 18 < <l dla (1)) €U,
Z[k[”}+5 1) ] K.

gy Syly
(i.7)=U

e

L

W ulozeniu programu przyspieszajacego wykonanie przedsiewziecia pomaga
wykorzystanie specjalnego algorytmu analizy czasowo-kosztowe] znanego pod
nazwa: CPM - COST.

Zastosowanie algorytmu kompensacji sieci zostanie omowione na nastgpujacyim
przykladzie.

19




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Przvklad:

Pewien etap wiekszego przedsiewziecia sklada sig¢ z 9 czynnosci ktorych czasy
normalne, czasy graniczne, koszty normalne 1 koszty graniczne podane sa
w tabell.

Czynnos¢ (1) | #, | I, | K, | K,
(1,2) 5 |3 30 |30
(1,3) s |5 |44 |50
(1.4) 7 13 30 | 35
(2.4) 6 |4 |25 |30
(3.4) 8 [4 |35 |40
(3.6) 108 |44 |50
(4.5) 5 |4 10 |12
(4,6) 106 |24 |28
(5,6) 6 |4 |20 |26

= Wykresli¢ sie¢ czynnosci oraz wyznaczyc¢ sciezke krytyczna;
= O 1le tygodni mozna maksymalnie zredukowac¢ czas realizac)i
przedsiewzigecia ? Jak w tym wypadku ksztaltowac beda sig koszty.

20




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Sie¢ czynnosci oraz sciezka krytyczna:

21



Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

(g) _ g I—
K -K;

(m) _ 4(g)
Ty fU-

2. Wyznaczy¢ dla czynnosci krytycznych gradienty kosztow: S, =

Czynnos¢ (1j) | 1, | 1, | K, | K, | Sy | Z.(i.))
(1.2) 5 |5 30 |30 |- 5

(1.3) (%) S |5 |44 |50 |2 |o(®
(1.4) 7|5 30 |35 25 |9

(2.4) 6 (4 (25 |30 |25 |5

(3.4) (%) S |4 |35 [40 |1.25|0(%)
(3.6) 10|18 |44 |50 |3 9

(4.5) (%) 514 |10 |12 |2 |o
(4.6) 106 |24 |28 1 1

(5.6) (*) 6 |4 |20 |26 |3 |o

3. Wyeliminowac¢ te czynnosci krytyczne dla ktorych sredmi gradient nie
istnieje (ré.”:’ =r§5 ) — w przyvkladzie: (1,2) — ale ona jest niekryvtvczna

4. Proces skracania czasow wykonania czynnosci rozpoczyna sig¢ od czynnosci
krytyczne) o najnizszym gradiencie kosztow
Dla naszego przyvkladu od czynnosci (3.4) — gradient wynosi: 1,25 22




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

5. Skracajac czasy trwania czynnosci krytycznych nalezy starac sie skrocic jej
czas o jak najwieksza mozliwg liczbe jednostek.
Nalezy przestrzegac jednak dwa ograniczenia:
= gskracamy do czasu granicznego
» skracamy dotad az pojawi si¢ nowa Sciezka krytyczna (pojawia sig
wowcezas, gdy zniknie zapas czasu calkowitego w ciggu czynnosci
niekrytycznych)

Skracamy czynnosé (" 4) o 4 Jednostkl — koszt skrocenia czynnosci
(przyspieszenia realizacji przedsigwziecia) wynosi: K; =Sy, -4=125-4=5. -

Czas trwania przedsigwzigcia wynosi: fg =27 —4=23.




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Kolena czynnoscia ktora bedziemy skracac jest np. (1.3) — nie mozemy
jednak skrocic jej o 3 dni. bo 1 tak termin wykonania wyniesie 22 dni - nowa
sciezka krytyczna: 1-2-4-5-6 1 poniesiemy niepotrzebne koszty. Skracamy ja
zatem tylko o 1 dzien. Koszt przyspieszenia realizacji przedsigwziecia
wynosi: K, =5,;-1=2-1=2.

Nowa sie¢ po 2-krotnym skroceniu czasow frwania czynnosci

przedsiewzigcia. Czas wykonania przedsigwziecia wynosi: ¢, = 22.
10 (6)

0 —

24




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

6. Jezeli wystepuje dwie lub wiecej sciezek krytycznych. nalezy skracac czasy
o0 te sama wielkosc¢ na wszystkich rownoleglych sciezkach krytycznych.
Mozemy teraz w dalszym ciggu skroci¢ czynnos¢ (1.3) o pozostale
2 jednostki. Tym samym nalezy skroci¢ o 2 jednostki takze czynnosc (2.4),
lezaca na drugiej rownolegle) sciezce krytycznej. Koszt przyspieszenia
realizacji przedsigwzigcia wynosi zatem:
K;=55-24+858,,-2=2-2+25.2=4+5=9
Czas wykonania przedsigwzigcia wynosi: f, =22 -2=20.

25




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Kolejna skracang czynnoscig krytyczng — ktora posiada najmniejszy gradient
kosztow. a nie zostala jeszcze skrocona — jest czynnosc: (4.5). ktora
skracamy o 1 jednostke. Koszt przyspieszenia realizacji przedsiewziecia
wynosi zatem: K,=85,,-1=2-1=2. Czas wykonania przedsigwzigcia

wynosi: 1, =20-1=19.

Siec przedsigwzigcia — po skroceniu czynnosci (4.5):
10 (6)

— P 26

Powstaja dwie kolejne rownolegle sciezki k;}rTyc_zue: 1-2-4-6 oraz 1-3-4-5-6.




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

10 (6)

aktualna sie¢ czynnosci

|

Kolejng skracang czynnoscig krytyczng — ktora posiada najmniejszy gradient
kosztow, a nie zostala jeszcze skrocona — jest czynnosc: (5.6). ktora
skracamy o 2 jednostki. Tym samym czynnos¢ (4.6) nalezy rowniez skrocié¢
0 2 jednostki. Koszt przyspieszenia realizacji przedsigwzigcia wynosi zatem:
K.=54-2+85,-2=3-2+41-2=6+2=8.

Czas wykonania przedsiewzigcia zostaje skrocony zatem do wartosci:
ts=19-2=17.

7. Najkrotszy termin wykonania przedsiewziecia uzyskuje sie, gdy wszystkie
czynnosci lezace mna jakiejkolwiek drodze krytycznej osiqgng czasy

graniczne: rjff,-g ) (wtedy dalsze skracanie jest niemozliwe). 27




Q SIECIOWA ANALIZA PRZEDSIEWZIEC - analiza
czasowo - kosztowa

Siec przedsiewzigcia — po skréceniu czynnosci (5.6) oraz (4.6):

8 (6)

8. Laczne koszty przyspieszenia czasu wykonania przedsigwzigcia sa suma
kosztow poniesionych na poszczegolnych etapach:
K. =K|+K,+K;+K,+K;=5+2+9+2+8=26 (jednostek).

28
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