MAKSYMALIZACJA
PRZEPLYWU SIECIOWEGO
ALGORYTM: FORDA - FULKERSONA



1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Bardzo wazng z punktu widzenia zastosowan praktycznych grupe
zagadnien sieciowych, stanowig zagadnienia dotyczace optymalizacji
(maksymalizacji) przeplywu sieciowego w sieciach transportowych typu Forda
— Fulkersona (nazwa pochodzi od nazwisk tworcow algorytmu
optymalizacyjnego rozwiazujacego tego typu zagadnienia).

Bedziemy rozwazac zagadnienie sterowania przeplywem jednorodnego
produktu od dostawcy (dostawcow) poprzez punkty posrednie, az do odbiorcy
(odbiorcow).

Tego typu zagadnienia sa bardzo czesto spotykane w praktyce:

»  wysylka gotowego produktu z fabryki do hurtowni, a pozniej do sklepow:

" przeplyw pradu z elektrowni po liniach wysokiego napiecia do stacji
transformatorowych, a pozniej przez linie sredniego 1 niskiego napigcia do
odbiorcow finalnych:

Powiazania pomiedzy dostawcami, punktami posrednimi a odbiorcami
wygodnie jest przedstawiac w postaci pewne] sieci transportowej, ktora posiada
nastepujace wilasnosci.
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Charaktervstvcezne cechy sieci Forda — Fulkersona:

Wystepujace we wzorach symbole oznaczaja odpowiednio: ‘V| - ilos¢

elementéw zbioru V, &§:7* — {01} - jest funkcja incydencji (polaczenia) za
pomoca ktore; okreslany jest zbior lukow U w grafie G. Zbidr ten jest
definiowany nastepujaco:
U= {u:u :<1'a,,1'ﬁ.> AV Vg EV AND,, = J(vg,vﬁ) = 1}.

(i) V=V,ulVu..uV, uVmH.\VG\ =V, 4

Wierzcholki sieci nalezace do zbioru V sa rozbite na warstwy. ktore
zawieraja nie mniej niz dwa wierzcholki (za wyjatkiem warstwy
pierwsze] oraz ostatnie] — w ktorych znajduje sie po jednym wierzcholku
— tzw. wezel wejscia i wyjscia).

(1) Jezeli 5,5 =6(v,.vg)=1nv, €V (j=0L...m)=v; eV ,.

:]..r"\

VI‘ =1ij=12....mmz=2

Polaczenie lukiem dwoch dowolnych wierzcholkéow sieci jest mozliwe
tylko pomigdzy wierzcholkami nalezacymu do dwdéch sasiadujacych
warstw (poczatek luku — warstwa poprzednia, koniec huku warstwa
nastepna).
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(iil) Jezeli [ra eV, v, eV, xx(j:fvj-:::fvj—f::-l]]:vci'ﬁﬁ =0.
Nie jest mozliwe polaczenie lukiem dwoch wierzcholkow nalezacych do
te] same] warstwy, lub gdy wierzcholek koncowy (luku) nalezy do
warstwy wczesniejszej, lub gdy wierzcholek koncowy nalezy do kolejne,
ale nie bezposrednio nastepne] warstwy.

(1v) v L Y8 =8, ve)ZIn Y S =0(ve.vy) 2.

j=1,2,...,m:vﬁE]’-’j| voel v el '
| Ye =t -l A= i+

Istnieje co najmmniej jeden hik laczacy dowolny wierzcholek dangj

warstwy (poza warstwa pierwsza 1 ostatnia) z pewnym wierzcholkiem

warstwy nastgpnej oraz analogicznie co najmniej jeden lhuk laczacy

pewien wierzcholek warstwy poprzednie) z rozwazanym wierzcholkiem

te] warstwy).
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Zbior hukow U moze mie¢ w praktyce bardzo roznorodng interpretacje.
Fuki mozemy na przyvklad uwazac¢ jako skierowane drogi, kanaly (polaczen
informatycznych). linie energetyczne lub technologiczne, trasy zaopatrzen (trasy
fransportowe). a takze jako relacje Iub pewne zaleznosci finansowe,
administracyjne. strukturalne Iub organizacyjne.

Na zbiorze hukow okreslamy dwie funlkcje:

= funkcja ¢:¥P? — R™, ktéra okreéla przepustowoié poszczegdlnych hikow
w sieci typu Forda — Fulkersona (uwaga: funkcja C na zbiorze: V° —U
przyjmuje zawsze wartosc zero):

= funkcja x:07 — R”. ktora okreéla aktualny przeplvw x; ; po hukach (7. j)
zgodnie z ich orientacja:

Poniewaz wartosci funkcji C dla poszczegolnych elementow ze zbioru
hikéw ,.U” mozemy uzalezni¢ od dwoch indeksow: Clu = {x. 8) = U)= C g -
gdzie alfa — indeks wierzcholka poczatkowego. zas beta — indeks wierzcholka
koncowego luku, to wartosci funkcji C tworza macierz kwadratowa zwana
macierza przepustowosci postaci:

C = C g J&.:ﬁ-=1:2:...=n

Sie¢ (transportowa) w sensie Forda — Fulkersona jest grafem 5
&= {P"- L. c. :r} z funkcjami obcigzajacymi huki. spelniajacym warunki (1)-(1iv).
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Wrykorzvstanie sieci tvpu Forda — Fulkersona do problemu optvmalizacji
PrZewozow w sieci transportowej:

Rozwazmy dla przykladu zadanie optymalizacyjne efektywnosci
transportu przez pewna firme spedyveyjna - polegajace na przetransportowaniu
jak mnajwigksze] ilosci towarow od wierzcholka wejsciowego (W naszym
przykladzie wierzcholek 1, - nadawca towarow) sieci transportowe] G do jej
wierzcholka wyjsciowego (w przykladzie v, - odbiorca towarow) po
skierowanych hikach (kanalach spedycyjnych) przy uwzglednieniun ograniczen
na ich przepustowosé (ograniczenia ladownosci posiadanych sSrodkow
transportowych).

Graficzna interpretacja zadania:
Rozwazana sie¢ transportowa w sensie Forda - Fulkersona przedstawia sig
nastepujaco:

V, = {1}.V, = {23.4}.V, = {5.6}.V, = {7}.

Pomiedzy warstwainai siecl G zachodzi oczywista rownosg¢:
V=V,uwulLuwul, ;.

Luki generuje macierz incydencji [ctiaﬁ Ja perr® gdzie poszczegodlne jej

skladowe sa postaci:
O =0;3=0,=1. S,5=0,=1, &;=1, O6,5=,=1, &6,;,=1, &;;=1, a na 6

57
pozostalych parach wierzcholkéw (wezléw) zachodzi: 5, = 0.
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Maksymalna ladowno$é srodkéw transportowych na poszczegélnych

etapach transportu (zgodnie z macierza incydencji) podaje tabela:
Kanal transportowy | Maksymalna ladownos¢

(i, ]) C; (w tonach)
(12) 100
(13) 80
(1,4) 80
(2.5) 150
(2.6) 50
(3.5) 100
(4.5) 20
(4.6) 40
(5.7) 150
(6,7) 100

Rysunek przedstawia graficzna interpretacje zadania za pomoca siecl
transportowe] Forda — Fulkersona.

Graf ten jest siecia z przepustowosciami c,; naniesionymi na luki

zgodnie z danymu zaczerpnmigtymi z  tabeli. W mnawiasach okraglych 7
przedstawiony jest aktualny transport (x, > 0) przez dany kanal transportowy
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(obecnie wszedzie 0). Aktualny strumien przeplvwu (liczony jako suma

> x;; wynosi 0).
iel7

Strumien przeptywu
0=0

Aby najlepiej zrealizowac swoj cel firma spedycyjna rozwiazuje zadanie
transportowe algorytmem Forda — Fulkersona — opublikowanym w pracy: 3
Ford L. R., Fulkerson D. R., Przeplyvwy w sieciach, PWN, W-wa, 1969.
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W algorytmie tym poszukuje sie tzw. strumienia maksymalnego @

okreslajacego jaka maksymalna ilos¢ towarow z wezla poczatkowego mozemy
lukami (drogami dystrybucji) przetransportowa¢ do wezla koncowego nie
przekraczajac jednoczesnie przepustowosci (dopuszczalne] ladownosci) na
poszczegolnych hukach sieci.

max

Idea algorvtmu jest nastepujaca:

Najpierw poszukuje sie jakiegokolwiek dopuszczalnego strumienia @
przeplywu (spelniajacego tzw. Prawo Kirchoffa dla sieci), taki strumien
poczatkowy zawsze istnieje (w najgorszym wypadku jest to strumien zerowy).
W dalszych krokach algorytmu strumien ten odpowiednio sig¢ poprawia,
nasycajac kolejne tuki, tak aby uzyskac¢ wreszcie wartos¢ maksymalna.

W sieci forda — fulkersona dla kazdego wierzcholka grafu zachowane jest
tzw. I prawo Kirchoffa dla przeplywu (odpowiednik prawa Kirchoffa dla
pradu elektrycznego): Sumaryczny wplyw do kazdego wierzcholka sieci za
wyjatkiem  wierzcholka wejsSciowego i wyjSciowego jest rowny
sumarycznemu wyplywowi z tego wezla (wplyw bilansuje wyplyw).

Zatem dla kazdego jeV —{lL.n} zachodzi D x,, = > x, .

il kel;
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Powiemy. ze luk {r‘. j} jest masycony. jesli jego przepustowosc jest
calkowicie wykorzystana (realizacja dystrybucji towarow wymaga na tym etapie
wykorzystania transportu o maksymalnie dostepnej ladownosci). tzn. x, . =, ..

Schemat algorvtmu Forda — Fulkersona:

[ Start } Krok 1 — '».I.ryzuaczen_ie jakjegokolwiek
poczatkowego  strumienia  przeplywu
(spelniajacego prawo Kirchoffa).

Krok 2 — sprawdzenie warunku czy
wyznaczony strumien przeplywu jest
maksymalny (wykorzystanie procedury
cechowania wierzcholkow — kryterinm
max przeplywu).

Krok 3 — polepszenie wartosci strumienia
poprzez lepsze nasycenie jego lukow.

10
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Realizacja kroku 1:

W kroku tym staramy si¢ wyznaczy¢ jakikolwiek strumien poczatkowy.
Poczatkowg dystrybucje towarow (przy najgorszym zerowym strumieniu
przeplywu) przedstawia rysunek.

0=0

11
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Realizacja kroku 2:

Aby zbada¢ czy strumien zupelny jest maksymalny nalezy zastosowac
procedurg  cechowamia  wierzcholkéw  zaproponowana  przez Forda
i Fulkersona.

Cechowanie wierzcholkow zawsze zaczynamy od wierzcholka wejsciowego v,
ktoremu nadajemy ceche (—.o0). Wierzcholek ten staje si¢ ocechowany ale

niezbadany.

Nastepnie bierzemy pod uwage kolejny wierzcholek ocechowany, ale jeszcze
niezbadany 1 rozpatryjemy wszystkie wierzcholki nieocechowane do niego
sasiednie (tzn. z niego wychodzace lub do niego wchodzace) 1 staramy sie je
ocechowac zgodnie z procedurs:

Oznaczenia: j — numer wierzcholka ocechowanego badanego. 1 - numer
wierzcholka, ktory cechuyjemy.
- Jezeli (j.[)eU oraz x,, <c,; (nie jest to luk maksymalnie nasycony), to

wierzcholkowi: 1 - nadajemy ceche (j.& =min{e,.c,, —x,,}.
« Jezeli (/.j)eU oraz x;; > 0 (istnieje juz jakis przeplyw przez ten luk). to
wierzcholkowi: 1 - nadajemy ceche (j,—&, =min{e . x; }.

Wierzcholek: j - badany staje si¢ wtedy ocechowany i zbadany. Przechodzimy
do kolejnego wierzcholka ocechowanego 1 mniezbadanego 1 procedure 12
cechowania powtarzamy. az uda si¢ ocechowac wierzcholek wyjsciowy (v, ).
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Krvterium optvmalnosci (maksvmalnosci) strumienia przeplvwu:
Aktualny strumien przeplywu jest maksyvmalny, jezeli stosujac procedure
cechowania wierzcholkow nie da si¢ ocechowac wezla wyjscia.

Stoswjac  procedure cechowania wierzcholkéw do mnaszego przyvkladu
otrzymujemy:

(5,100)

Strumien przeptywu
o=0

13
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Mozliwe bylo ocechowanie wierzcholka wyjsciowego zatem (co bylo do
przewidzenia) strumien zerowy nie jest maksymalny.

Realizacja kroku 3:

Procedura cechowania wierzcholkow podaje ponadto o ile mozemy poprawic
wartos¢ aktualnego strumienia. Mowi o tym wartos¢: &, =100 przypisana
wierzcholkowi wyjscia. Pierwsze skladowe cech podaja nam rowniez Sciezke
zwiekszajaca ten przeplyw: 1 -2 -5 - 7.

(1,100)

Strumien przeptywu
=100

14
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Ponownie powracamy do kroku 2 (sprawdzajac czy strumuen aktualny
¢ =100) jest maksymalny, itd. Kolejne etapy przebiegu algorvtmu dla naszego
przykladu przedstawiaja ponizsze rysunki.

(5, —80)

Strumien przeptywu
d=100

Sciezka zwiekszajaca przeplyw o 50 jest postaci: 1 -3 —5—7. 15
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3
g 0

Strumien przeptywu
=150

SciezKa zwiekszajaca przeplyw o 40 jest postaci: 1 -4 — 6 — 7.

16
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Strumien przeptywu
=190

Sciezka zwiekszajaca przeplyw o 30 jest postaci: 1 -3 -5-2-6-7.

17
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Strumien przeptywu
=220

(poprzednia dystrybucja)

SciezKka zwiekszajaca przeplyw o 20 jestpostaci: 1 -4 -5-2-6-7.

18
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Otrzymany strumien przeplywu jest zarazem strumieniem maksymalnym
O =240=®___. gdyz nie jest mozliwe zgodnie z kryterium optymalnosci
strumienia - stosujac  procedure cechowania oznaczenie wierzcholka
WY]SCIOWEego v, . 19
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W ostatnim kroku algorytmu otrzymalismy rozbicie zbioru wierzcholkow
V sieci na dwa zbiory: wierzcholkéw ocechowanych: 79 = {1.4} - zawierajacy
zawsze  wierzcholek  wejscia 1 wierzcholkow  nieocechowanyvch:
VY ={2.3.5.6.7) - zawierajacy zawsze wierzcholek wyjscia.

Zauwazmy, ze wszystkie luki prowadzace do wierzcholkow, ktérych nie
mozna ocechowac sa nasycone.

® Przekrojem S w sieci G nazywamy zbior lukow: {(f._ )eU:ieP' AjeP? }
gdzie zbiory P'.P® spelniaja nastepujace warunki: P' P’ =,
P'UP'=V: 1€ P'.ne P’ oraz dla kazdego (i, j)eU zachodzi: i.je P’
lub i. je P* albo ie P'. j e P*.
Jest to kazdy minimalny zbior lukow. ktorych usunigcie spowoduje utrate
spojnosci sieci (nie bedzie istnie¢ sciezka prowadzaca od v, do v, ).
Do kazdej sciezki (v; —v,) musi istnie¢ co najmniej jeden z lukow
przekroju:

20
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* Liczbe w=w(S)= > x, ,réwng sumie przepustowosci lukéw przekroju
(i./1=%
nazywamy przepustowoscia przekroju:

- - - " - . * L] L] L
* Przekrojem minimalnym bedziemy nazywaé przekroj] S o minimalnej
przepustowosci ¥, . Jest to przekro; generowany przez zbior V. czyli

przekroj postaci: {(i. NeU:ievlnjev?” }

21
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Twierdzenie Forda - Fulkersona:
O =¥

Max min

Wartos¢ maksymalnego przeplvwu w sieci rowna sie wartosci minimalnego
jej przekroju.

W naszvim przvkladzie mamy:
@, .. =150+4+90=240 ton

(liczone na tukach wchodzacych do v, )

Przepustowos¢ przekroju na lukach wchodzacych do 7" ={2.3.5.6.7}
ma wartosc: ‘¥, =100+ 80+ 20+ 40 =240 ton

Zatem z twierdzenia Forda — Fulkersona mamy: @ __ =% . =240.

22
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O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

1. Uwagi wstepne.

Przez ,,system obsfugi masowej” rozumie si¢ roznego rodzaju wrzadzenia
ze stanowiskami obslugi (kanalami obslugi). do ktorych zglaszaja sie w stalych
lub losowych odstepach czasu klienci, ktorzy chca by¢ obshuzen.

Przykladamui tego rodzaju systemow moze by¢:

Numer Stanowisko obslugi
systemu Klient Kanal obslugi Rodzaj obslugi
obslugi
1 statek nabrzeze zaladunek lub rozladunek statku
portowe
2 pacjent gabinet badanie stanu zdrowia pacjenta
lekarski
3 abonent telefoniczny centrala polaczenie z wybranym numerem
telefoniczna
4 samochod stacja tankowanie paliwa
benzynowa
5 samochod stacja obslug: naprawa samochodu
samochoddw (badanie stanu technicznego)
6 maszyna konserwator maszyn | naprawa uszkodzone] maszyny
7 widz kinowy kasa biletowa sprzedaz biletu do kina
8 kupujacy kasa supermarketu | pobieranie naleznosci za towar
w supermarkecie

24
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Gdy wszystkie stanowiska obslugi sa zajete, to zglaszajacy si¢ klient ma dwie

mozliwosct:

« zrezygnowac z obshigi

« ustawic si¢ w kolejce (nie jest to skutkiem zlej organizacj pracy. lecz faktem
obiektywnym wynikajacym z losowego czasu przybywania klientow do
stanowisk obslugi oraz losowego czasu trwania ich obshugi)

Uwaga:

Calkowita likwidacja kolejek (przez zmaczne zwigkszenie liczby stanowisk

obshugi) jest rozwiazaniem nie tylko ekonomicznie najgorszym (najbardziej

kosztownym). ale takze fizycznie mniemoZliwym (zmmniejszeniu sie liczby

klientow oczekujacych na obshige towarzyszy¢ bedzie znaczny wzrost liczby

niewykorzystanych stanowisk obshigi oczekwacych na klientow - powstaje

zatem inny rodzaj kolejki).

25
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Aby skrocic czas oczekiwania klientow w kolejce na obshige menadzer systemu

moze:

« zwiekszy¢ 1los¢ stanowisk obshugi,

« skroci¢ czas obshugi klientow przez wszystkie kanaly obshugi lub tylko ich
cZesc.

Uwaga:

Oba rozwiazania wymagaja poniesienia dedatkowych keszféw na inwestycje

oraz powoduja. ze wydluZy sie czas w ktorym wszystkie stanowiska obslugi lub

ich czes¢ bedq niewykorzystane (system ponosi wtedy niepotrzebne straty).

Menadzer systemu musi podjac decyzje. ktére sa pewnym kompromisem

pomiegdzy inferesami klientow (brak kolejek, szybszy czas obslugi) oraz

interesami Zarzqdzajqcego systemem (mzsze koszty funkcjonowania systemu,

brak strat).

Zakres zastosowan feorii masowej obslugi obejmuje rozne dziedziny
dzialalnosci ludzkiej. Teoria ta znalazla zastosowanie m.in. przy rozwiazywaniu
bardzo wielu problemow ekonomicznych. Do zadan z teorii masowej obshigi
naleza rowniez zadania z zakresu feorii niezawodnesci, oraz zarzqdzania
zapasami.

26
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2. Struktura svstemow obslugi i ich podstawowe elementyv.

Systemy masowe] obslugi (jak np. wielkie przedsigbiorstwa, systemy

zaopatrzeniowo — magazynowe, systemy transportu miejskiego) poza duza

roznorodnoscia indywidualnych wlasciwosci posiadaja wiele wspolnych cech.

Glowna 1ch wspolna cecha jest wystepowanie w nich trzech podstawowych

elementow:

. Zrédlo zgloszeri - zbior potencjalnych zgloszer (klienci, zyczenia, potrzeby,
przedmioty) do systemu, ktore czekaja na obsfuge (sprzedaz, przeglad,
obrobke) przez urzadzenia obshugujace.

« Urzqdzenia obslugujqce (kanaly obslugi) - realizuja obslige na podstawie
zgloszen wchodzacyvch do systemu. Moga to by¢ zarowno obshigujacy
zgloszenia ludzie jak 1 maszyny.

« Kolejka (powstaje. gdy liczba wolnych kanalow obshigi jest mniejsza od
liczby zgloszen). Nie jest to jedynie zbior oczekujqcych na obsluge. ale
takze pewna struktura podlegajaca pewnemu zbiorowi regul — regulamin
kolejki.

27
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Schemat funkcjonowania przykladowych systemow masowe] obslugi
przedstawia ponizszy rysunek:

Swe SW

—> KOy [ KO, ——» KO3 —» KOy —>

a) szeregowa struktura wielofazowego systemu obslugi masowej

o 1 o o

KO3 KOk

b) szeregowo - rewnolegla struktura wielofazowego systemu obslugi masowej

S
wy
S KOy ——>» Koz ——>» KOg KO7  —>»
we
- S
_} wy
H:DE e 4 KD 4 1 HCC'E KOB —»

c) rowneolegla struktura wielofazowego systemu obslugi masowej

Powstale w zrodle zgloszenia pojawiaja sig w stalych Iub losowych
chwilach czasu i1 tworza tzw. wejsciowy strumien zgloszen (S,.). Kazde
zZgloszenie przechodzi kolejno przez kilka kanalow (faz) i przed kazdym moze
czekac w kolejce (obshiga konczy sie po przejsciu wszystkich faz). Wszystkie
obsluzone zgloszenia tworza strumien wyjsciowy (S,,). Obsluga zgloszen przez
oddzielny kanat obstugi podlega okreslonym prawidlowosciom — tzw.
mechanizm obslugi (zalezy on m.in. od system. celu obshigi, kanalhu obshugi).
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Charakterystyka wejsciowego strumienia zeloszen.

Zgloszenia wchodzace do systemu (pojedynczo lub grupowo) tworza tzw.
wejsciowy strumien zglosgen. Strumien zgloszen jest okresfony - jesli znane sa
prawidlowosci rzadzace powstawaniem zgloszenia w przedziale czasu [7.7f + T ]
od chwili ,t” — powrotu jego do zrodla do chwili . t+T" ponownego jego
pojawienia sie W systemie (zZnana jest prebabilistyvezna charakterysityka
zmiennej losowej .., T7") oraz licgba ggloszen N7

Jezeli w wejsciowym strumieniu zgloszen nie wystepuja przypadki
pojawienia sig dwoch lub wigkszej liczby zgloszen (tzw. strumien pojedyncgy).
to jest on w pehli charakteryzowany za pomoca dlugosci przedzialu czasu .5 7
pomigdzy kolejnym (n — ..tym”. n=1.2.3,...) oraz poprzednim (n-1 — ,.szym”)
Zgloszeniem.

Wejsciowy strumien zgloszen moze byc strumieniem regularinym
(zgloszenia wplywaja w jednakowych odstepach czasu: £, = consr ). W praktyce
przypadek ten bardzo rzadko wystgpuje (czas pomiedzy kolejnymi zgloszeniami
zalezy od bardzo wielu czynnikow przypadkowych)., Zatem najczescie]
wejsciowy strumien zgloszen jest sfrumieniem losowym (£ - sa Zmiennymi
losowwymi o okreslonych funkcjach rozkladu prawdopodobienstwa).

Jezeli dlugosci przedzialow czasu pomiedzy kolejnymi zgloszeniami nie
wplywaja wzajemmnie na siebie (zmienne losowe £, - sa niezalezne). to strumien
nazywa sie sfrumieniem bez nastepstw (bez pamieci). W szczegolnosci, gdy
zmienne losowe ~ maja ten sam rozklad prawdopodobienstwa to taki strumien

nazywa sig strumieniem rekurencyjnyim.
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W zaleznosci od typu rozkladu zmiemnych losowych £ strumienie

rekurencyjne posiadaja pewne specyficzne nazwy. Czesto w systemach obshugi
masowe] rozpatruje sie wejsciowy rekurencyjny strumien zgloszen bedacy
tzw. strumieniem Poissona.

Dla wejsciowego strumienia zgloszen fhypu Poissona zmienne losowe
s =t —t_, (n=1.2...) okreslajgce czas pomiedzy dwoma Kkolejmymi
zgloszeniamui sq zmiennymi losowymu o jednakowym rozkladzie wykladniczym,
a zatem posiadaja rozklad prawdopodobienstwa okreslony za pomoca
dystrybuanty postact:

F(H)=P(& <t)=1-¢e""; 1>0,t20.

Wynika to z ponizszego twierdzenia

Twierdzenie:

Jesli proces zgloszen do systemu jest procesem Poissona z intensywnoscia
A >0, to odstepy czasu pomigdzy kolejnymi zgloszeniami (zmienne losowe £ )

posiadaja ten sam rezklad wykladniczy z parametrem A > 0.
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Niech X(7) - bedzie sygnalowym procesem Poissona (proces jednorodny

o przyrostach mniezaleznych 1 pojedvnczy) oraz oznacza i1los¢ sygnalow
(zgloszen) jakie pojawily sie w przedziale czasu [0.t].

Dla strumienia wejsciowego bedacego  sfrumieniem  Poissona
prawdopodobienstwo zdarzenia. ze w przedziale [0.t] pojawilo sie kK7 —
zgloszen (sygnalow) wynosi:

P(X(H)=k)=e* %;k =0.1.2....

Oczekiwana (srednia) ilos¢ zgloszen (sygnalow) w przedziale czasu [0.t]
wynosi zatem: E[X(f)]=A-f. Stad parametr ,,A>0" — interpretujemy jako
ilos¢ zgloszen w jednostce czasu. a wiec jako imfensywnosé zgloszen dla
strumienia typu Poissona.

W praktycznych zastosowaniach rozwaza sie takze wejsciowy strumien
zgloszen typu Erlanga (rzedu k7). W tym przypadku strumien naplywajacych
zgloszen moze by¢ strumieniem Poissona. lecz do obslugi dopuszcza sie tylko
jedno (ostatnie) z kazdych ..k — kolejno naplywajacych zgloszen.
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W dotychczasowych rozwazaniach wejsciowy strumuen zgloszen
charakteryzowal sig¢ tym. ze kolemne zgloszemia pojawialy sie pojedynczo.
W praktyce wystepuja rowniez takie przypadki. gdzie zgloszenia pojawiaja sig
grupowe w dowolnych chwilach czasu 1 liczba tych zgloszen moze by¢ losowa.

W zaleznosci od tego czy struktura probabilistyczna (rozklad) strumienia
wejsciowego Zmienia sie¢ w czasie cfy fei nie, strumienie dzielimy na
niestacjonarne oraz stacjonarne (znacznie prostsze do analizy).

Oznaczmy przez:
N, - liczba zgloszen, ktore weszly do systemu od chwili poczatkowej ,,7, =07

do chwili czasu ..t=07, #,.7,.....7, .... kolejne chwile pojawiania si¢ zgloszen. zas
1-%2 M d Y ~F

przez X,.X,.... X, .... - liczba zgloszen (liczba serii zgloszen) pojawiajaca sie

w tych chwilach.

i

Uwaga: Strumien wejsciowy uwaza sie za okreslony jesli znany jest rozklad
prawdopodobienstwa wektora losowego:

(&=t —tynl, =t —t X n X)),
gdzie: & =1, —1, ;. j=12...n - czas pomiedzy pojawieniem si¢ ,j-tej” serii

zgloszen.
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Analiza strumienia zgloszen wplywajacego do systemu obslugi okresla jego typ:

« Jezeli zmienne losowe &....& :X,.....X, sa niezalezne to strumien
WeJSCIOWY nazywamy Zz egraniczonymi nastepstwami (Z ograniczona
pamigcia). Strumien taki okresla sig¢ za pomoca nastepwjacych rozkladow:

F()y=P(& <t).:n=12.... A4 (A'}—P({X =k}): k=0.1..... n=1.2....
P({e <& <% X, =kl X, =k Y =F (") .- F,(t°)- 4, (K))- .- A (k0

« Jezeli praktycznie niemozliwe jest pojawienie sie dwoch Iub wiece) zgloszen
w jednej 1 tej same) chwili, to strumien wejsciowy nazywamy strumieniem
pojedynczym (np. strunuen Poissona).

« Jezeli prawdopodobienstwo pojawienia sie k7 zgloszen w przedziale czasu
[t.t+T) nie zalezy od tego ile zgloszen 1 w jaki sposob pojawilo sie w czasie
poprzedzajacym ten przedzial to strunuen taki nazywa si¢ strumieniem beg
nastgpstw (bez pamieci). Jezeli N, . - oznacza liczbe zgloszen. ktore
pojawily sie w przedziale czasu [t.t+T). to warunek braku nastepstw dla
strumienia wejsclowego mozemy zapisac nastepujaco:

PNV, ... =k | N, =nf)=P{N.,.., =kf). k.n— calkowite nieujemne.

Inaczej: brak pamieci okresla wzajemna niezaleznosc liczby zgloszen.
ktore wplywaja w rozlacznych przedzialach czasu
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« Jezeli dla dowolnej skonczonej liczby rozlacznych przedzialow czasu:
[#,.5; + A [t ., + A,) prawdopodobienstwo pojawienia sie w tych
przedzialach odpowiednio: £,.....&k, - zgloszen zalezy tylko od dlugosci tych
przedzialow. a nie od polozenia wzgledem pozostalych przedzialow, to
strunuen wejsSclowy nazywa sie strumieniem stacjonarnym.

« Jezell strumien wejsciowy jest: stacjonarny. pojedynczy oraz bez nastepstw,
to jest tzw. strumieniem prostym.

Charakterystyka mechanizmu obslugi.

Teoria masowej obshigi bada procesy. w ktorych z jednej strony powstaje
zapotrzebowanie na wykonanie pewnych prac (ushig), a z dimgie) powstaje
koniecznos¢ zaspokojenia tych potrzeb. Zwiazane jest to z odpowiednim
mechanizmem obshugi, ktory ekresla sposoby postepowania ze zgloszeniami,
ale od strony kanalu obslugi.

Do podstawowych charakterystyk kanahi obslugi naleza:
« Czas trwania obslugi.

« Zdolnosc przepustowa systemu

« Dostepnosc systemu
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Czas trwania obslugi - to przedzial czasu niezbedny dla realizacji obshigi dla
pojedynczego zgloszenia.

Przyjmuje sig, ze czasy trwania obslugi dla poszczegdlnych zgloszen sa
zmiennymi losowymi niezaleznymi o jednakowych rozkladach.

Jezeli jednak wystepwe kilka rodzajow zgloszen. to kazdy rodza) ma
wlasny czas trwania obshigi. Podobnie kazdy kanal obslugi (jeshi jest ich wiele)
moze posiada¢ wlasny czas trwania obshigi.

Tvp rozkladu czasu trwania obshigi okresla nazwe odpowiednie) obshigi
(mozemy mnue¢ do czymienia z obshuga: wykladniczq, deterministycing,
Erianga, dowoing). Badania systemow obshigi masowe) pokazuja. ze
najczescie] rozklad czasu trwania obshugi jest rozkladem wykladniczym.

Niech 7, - oznacza czas konieczny do obslugi .k-tego™ zgloszenia
(k=1.2....) Zakladajac ponadto, ze zmienne losowe 7,.,77,.....77, sa niezalezne 1

-

maja ten sam rozklad. to rozklad prawdopodobienstwa dla wykladniczego czasu
trwamia obshuigr k- tego” zgloszemia okresla  dystrybuanta:
B(fy=P(np, <t)=1-e"".

Stad otrzymwjemy, ze sredni czas frrwania obslugi dla jednego zgloszenia

. . 1 .
(w przypadku rozkladu wykladniczego) wynosi: 7. = E[n, ]=—. Odwrotnosc¢
L.l‘
sredniego czasu obshigi nazywamy infensywnosciq obslugi: v=— (liczba
i.

I

zgloszen obshuzona w jednostkowym przedziale czasu).
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Jezeli system obslugi jest systemem wieloetapowym (kazde zgloszenie
jest obshugiwane przez jeden kanal w ,,m™ etapach), zas czas trwania obslugi dla
kazdego etapu ma identyczny rozklad wykladniczy, to rozklad pelnego czasu
trwania obslugi (po zakonczeniu wszystkich etapow) jest rezkladem Erlanga

postaci B(!)zP(!}'{ﬂﬂ—ﬂ{HVl'r“r (V;:‘)‘ +m+(1f-rT) ]
_ 2! m!

Zdolnos¢ przepustowa systemu — to maksymalna liczba zgloszen. ktore moga
by¢ jednoczesnie obshigiwane przez system.

W zaleznosci od liczby jednoczesnie obslugiwanych zgloszen
rozrozniamy systemy: jednokanalowe (tylko jedno zgloszenie w tym samym
czasie obslugiwane) oraz wielokanalowe (Wwiecej niz jedno zgloszenie moze by¢
jednoczesnie obslugiwane).

W praktyce spotyka sie rowniez tzw. sysfemy wielofazowe (kazde
zgloszenie musi przejs¢ przez kilka kanalow obshlugi 1 przy kazdym z nich moze
czekac w kolejce).
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Dostepnosc¢ svstemu — okresla dostep zgloszen do réznych kanalow obstugi.
System jest w pelni dostepny. gdy kazde zgloszenie moze by¢ obshizone przez
dowolny kanal. Jezeli jest to niemozliwe, to system nalezy do grupy systemow
niepelnodostepowych.

Najczescie) w systemach masowe] obslugi zgloszenia sa obshigiwane
zgodnie z kolejnosciq ich naplywania. Moga jednak zdarzy¢ sig takie systemy
obshigi. w ktoryvch mniektore zgloszenia sa wuprpywilejowane (systemy
Z priorytetem).

Moga by¢ to systemy z prioryfetem begwZglednym (przerywana jest
obsluga zgloszen o mnizszym priorytecie) oraz o priorytecie wiglednym
(zgloszenie o wyzszym priorytecie musi czeka¢ na zakonczenie rozpoczete)
obshigi zgloszemia o nizszym priorytecie). Mozliwe zasady obshigi zgloszen
zawiera regulamin (dyscyplina) obshigi.

Uwaga: Do charakterystyk mechanizmu obshugi nalezy réwniez niezawodnosc
kanalu obslugi (okresla sie ja za pomoca odpowiednich rozkladow
prawdopodobienstwa dla przedzialu czasu sprawnej - niezawodnej pracy kanala
obshigi oraz dla przedzialu czasu trwania jego odnowy — naprawy w sytuacji
awarii).
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Charaktervstvka reculaminu kolejek.

Regulamin kolejki — to regula wyboru zgloszemia, ktore ma zosta¢ obshuzone.

gdy tylko zakonczy si¢ obshuga poprzedniego.

Jezel zgloszenia ustawiaja sie w kolejce w kolejnosci ich przybywania to taki

porzadek tworzema kolejki nazywa si¢ naturalnym.

Wrystepwa tez mme zasady w regulaminie kolejki: wybor zgloszema, ktorego

obsluga zajmuje najmniej czasu, lesowy wybor zgloszen. priorytetowy

(wzgledny lub bezwzgledny) wybor zgloszen oraz mieszany wybor zgloszen.

Regulamin kolejki obeymuje rowniez:

« Ograniczenia liczby oczekwacych zgloszen (systemy z odmowq lub ze
strata).

« Ograniczenia dotyczace czasu oczekiwania na obshige oraz pobytu
zgloszenia w systemie (moga by¢ to wielkosci stale lub zmienne losowe).

» Przepisy reguluyjace mozliwosci przechodzenia z jednej kolejki do drugie;.
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3. Klasvfikacja svstemow masowej obslugi.

Najczescie] systemy masowe] obshigi charakteryzowane sa za pomoca kodu
zaproponowanego przez D. G. Kendalla (jednego z tworcow teorii). Oznaczenie
systemu masowej obshugi ma postac: X | Y |n|N| f, 7. gdzie:

»w X — oznacza typ straumienia wejsciowego,

» Y — oznacza typ rozkladu czasu ftrvania obshugi,

Przyjmuje sie kod X=M — oznaczajacy Poissonowski (Markowski) strumien
zgloszen (wykladniczy rozklad czasu pomiedzy dwoma kolgjnymi
zgloszeniami), Y=M — wykladniczy rozklad czasu trwania obshigi. X=D —
deterministyczne (regulamme) zgloszenia klientow do systemu., Y=D — staly czas
obshigi. X=G — dowolny proces zgltoszen klientow do systemu. Y=G — dowolny
rozklad prawdopodobienstw czasu trwania obshigi, X=F; — rozklad Erlanga (z
parametranu A.k) odstepow czasu miedzy zgloszeniami, Y=E; - rozklad
Erlanga (z parametrami v,k ) prawdopodobienstw czasu trwania obstugi.

»n” — liczba kanalow w systemie (system z nieograniczona liczba kanalow
obshigi oznacza sig 71 =90,

» N7 — maksymalna liczba miejsc oczekiwania (systemy z odmowa maja IN=0,
dla nieograniczonej kolejki NV ==0),

7 - regulamin obshugi (wskaznik ..i") i regulamin kolejki (wskaznik ,.j™)
Znaczenie indeksow: ,i=0" — nieprioryfetowa obshiga (porzadek naturalny
FIFO lub odwrotny LIFO). .i=1" wggledny priorytet obshigi, .i=2" —
bezwzgledny priorytet obshugi, ,j=0" — priorytet w kolejce nie obowiqzuje
(zgloszenie, ktore zastaje wszystkie miejsca zajete w kolejce odchodzi), ..j=2" —
bezwzgledny priorytet zgloszen (zgloszenie z wyzszym priorytetem usuwa z
kolejki jedno zgloszenie z niZzszym priorytetem).
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4. Przvklady svstemow masowej obslugi i ich podstawowe charaktervstvki.

Bardzo wazna  charakterystyka systemow masowe] obslugl  jest
prawdopodobienstwo: F,(1)=P(V,=k) - losowo wchodzace do systemu
zgloszenie w chwili ..t zastaje w nim ..k~ innych zgloszen (jako ,k-te” ustawia
si¢ W kolejce). Rozklad tego prawdopodobienistwa zalezy od czasu. W praktyce
mozna jednak zauwazyc, ze dla pewnych systemow (systemy stabilne) wplyw
czasu na charakterystyki zmniejsza si¢ wraz z jego uplywem. Jest to wazna
wlasnosc ustalania si¢ tzw. frybu stacjonarnego systemu. Wariant stacjonarny
interpretuje sig jako graniczny wariant systemu niestacjonarnego: 152 B(t)=P.

Nie dla kazdego systemu wariant stacjonarny istnieje. Systemy z ograniczong
liczba miejsc oczekiwania zawsze maja wariant stacjonarny. gdy intensywnosct
zgloszen (parametr A) oraz obshugi (parametr v ) sa skonczone. Dla systemow
Z nieograniczong liczba miejsc oczekiwania wariant regularny istnieje tylko

. L A
wtedy. gdy tzw. wspolczynnik obciqZenia (zajetosci systemu) — < 1.
nv
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Svstem ftyvpu M |M|lleo - jest to jednokanalowy system obslug.
z oczekiwaniem (nieograniczona liczba miejsc w kolejce). Kanal obshugi
posiada wykladniczy rozklad czasu trwama obshugi dla kazdego zgloszenia o
intensywnosct O<v<eo, zas strunuen wejsciowy jest pojedynczym

niezaleznym strumieniem rekurencyjnym Poissona (ze stala intensywnoscia

0 < A <e0). Zaklada si¢ ponadto, ze w systemie wystepuje obshiga zgodnie z
kolejnoscia przyby¢ do systemu (porzadek naturalny). Dla takiego systemu
wariant regularny istnieje (system jest stabilny), gdv A<v (Sredmo w
jednostce czasu mmnie] przyvbywa zgloszen miz jest obsligiwanych).
Wyznaczymy zatem charakterystyki tego systemu w wariancie stacjonarnyin

- A :
(ustabilizowanym). Oznaczmy przez o=— (dla tego systemu jest to
Vv
obciqzenie systemu), to prawdopodobienstwo P. =(1— p)p". k=0.1.2...
Prawdopodobieristwo, Ze w systemie w kolejce oczekuje wiecej niz 1,

zgloszen wynosi:
PGr>1) =B+ B+ =(1-p) " +(1-p)p

=(1-p)p"" [1 + o+ + ] = p"*?

nt3
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. , | = )
Srednia liczba zgloszen w systemie obslugi wynosi: E[V]=>kF, = l‘ﬁ— i
= —F

Wariancja liczby zgloszen w systemie obslugi wynosi:

D[V]=E[V?]-EV} =Y kP, —(ikﬂ)d __F

C1=p)
Srednia licgba zgloszeri oczekujgcych w kolejce Wynosi: S kP, = ]‘O— :
k=1 2

Wariancja liczby zgloszen znajdujqcych sie w kolejce wynosi:

=, = P+ p-pY)
|l S kP = ;

42



O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

Prawdopodobieristwo, e zgloszenie bedzie czekaé w kolejce dluiej niz
f, = 0 jednostek czasu wyznacza sig nastgpujaco:

P(T >t,) = pe ™0

Sredni czas oczekiwania zgloszenia w kolejce (na obsluge) oraz jego

wariancja wynosza: E[T'] :L, D*[T] :M
v—A (v—A4)

Prawdopodobieristwo, e zgloszenie bedzie priebywac w systemie dluiej niz
f, = 0 jednostek czasu wyznacza sig nastgpujaco:

P(Z >t,)=e "0

Sredni calkowity czas priebywania zgloszenia w systemie oraz jego

1 > 1
warlancja wynosza: E[Z] = L D [Z]= T
V- V—A)
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System tvpu M |M |n|oc - jest to system obslugi skladajacy sie z .n”
kanalow obslugi z oczekiwaniem (niecograniczona liczbg miejsc w kolejce).
Kanaly obslugi posiadaja wykladniczy rozklad czasu trwania obslugi dla
kazdego zgloszenia o intensywnosci 0 < v <eo, zas strumien wejsciowy jest
pojedynczym niezaleznym strumieniem rekurencyjnym Poissona (ze stalg
mtensywnoscia 0< A <o ). Zgloszenia czekaja w kolejce tylko wtedy. gdy
wszystkie kanaly obslugi sa zajete. Kolejka jest jedna 1 wspdlna dla
wszystkich kanaléw obslugi. Zaklada si¢ ponadto. ze w systemie wystgpuje
obstuga (w chwili wolnienia jakiegokolwiek kanalu) zgodnie z kolejnoscia
przybyc¢ zgloszen do systemu (porzqdek naturainy). Dla takiego systemu
wariant regularny istnieje (system jest stabilny). gdy A<nv (srednio w
jednostce czasu mniej przybywa zgloszen niz jest obslugiwanych przez
wszystkie kanaly). Wyznaczymy zatem charakterystyki tego systemu w
warlancie stacjonarnym (ustabilizowanym). Oznaczmy przez pzi

v

to prawdopodobienstwo: F, :'?—PR}. dla k=0.1.2....n. oraz P, :%Pw
C. Ay
[ n-1 ,.Ok . B
dla k=n+1.n+2..... gdzie: F, :' £
i k! (H—I)T{H—p)




O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW

MASOWEJ OBStUGI

Prawdopodobieristwo., ze zgloszenie bedzie obsluione bez crekania
(w systemie znajduje sie co najwyze] n-1 zgloszen) wynosi:

n-1 n-1 E oy
SR=RY|L-
k-0 ol KU

Prawdopodobiernstwo, ze zgloszenie bedzie oczekiwalo w Kkolejce wynosi:

= pﬂ ﬂ
D Y R R

Prawdopodobieristwo, 7ze 1=s,=n-—1 kanalow obslugi jest zajetyvch

P

wynosi: P(S=s5,)=F = : E,
Sy !
Prawdopodobiernstwo. ze dlugosé kolejki wynosi 1, = 0 obliczamy ze wzor:
pn+ri;
P(R:I-i]):j:;+ﬁ:. :il:”il!ﬁlr:' 4]

Prawdopodobieristwo, ze w keolejce oczekuje wiecej niz i, =0 zgloszen
WYIO0S1:

mtm+1

e,
Ml

P(R>13)= B ¥ Fp + 0= =]

3 2
E{1+"{—+p}_ +..1=
R

mtry+l1 ntry+l

j{'?

nin®”

M Q2
0 = " £,
n—po nntn-—pg)

1
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O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

n+l 1

- l l L - r J{)
Srednia liczba zgloszen w kolejce wynost: VR, = 5
i e 2 = G o

Srednia liczba zajetych kanalow (ismma informacja dla zarzadzajacego

systemem) wynosi: > kP, + > nP, = p=— . Zatem srednia liczba wolnych

k=1 E=n=l 1

, ) A AN
fi’ﬂ.’lﬂfﬂﬁr‘ WHYILOS1C H—pPp=n——=H S ]
1 sy

Srednia liczba zgloszern w systemie wWynosi:

E[V]= T‘kP—,{—P i !
(n—D!(n— p)°

Prawdopodobieristwo, Ze zgloszenie Dedzie czekaé w kolejce dluZej niz

t, = 0 jednostek czasu wyznacza sie nastepujaco:

3~ (-

P(T =1t,)=

Sredni czas oczekiwania na obsluge (w kolejce) oraz jego wariancia
I1 I1 5 I1(2-1II) II(2-1II)

wynosza: E|T]= = - DT = —
i v E7] nw—A (n—p)v nv — A (n—p)v
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O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
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b

o Svstem typu M| M |n|N - jest to system obshigi skladajacy sie z .n
kanalow obslugi z odmowa (ograniczona liczba ,, NV < =™ miejsc w kolejce).
Kanaly obshigi posiadaja wykladniczy rozklad czasu trwanmia obslugi dla
kazdego zgloszenia o intensywnosci 0 <v <oo, zas strumien wejsciowy jest

pojedynczym niezaleznym strumieniem rekurencyjnym Poissona (ze stala

intensywnoscia 0< A <eo). W omawianym systemie moze znajdowac sie
jednoczesnie najwyze] .0+N7  zgloszen., z ktoryvch .n” - bedzie
obshigiwanych. zas ,N” — bedzie czeka¢ w kolejce. Naplywajace w tym
czasie zgloszenia otrzymuja odmowe 1 odchodza nie obsluzone. Przyjete
zgloszenia albo od razu sa obslugiwane (jesli jest wolny kanal) lub czekaja w
kolejce (jeshh wszystkie kanaly obshigi sa zajete). Kolejka jest jedna 1
wspolna dla wszystkich kanalow obshlugi. Zaklada si¢ ponadto, ze w systemie
wystepuje obsluga (w ehwili wolnienia jakiegokolwiek kanalu) zgodnie z
kolejnoscia przyby¢ zgloszen do systemu (porzqdek naturainy). Dla takiego
systemu  wariant regularny (sysfem jest stabilny) istnieje zawsze.
Wyznaczymy zatem charakterystyki tego systemu w wariancie stacjonarnyin

. A .
(ustabilizowanym). Oznaczmy przez p=—. to prawdopodobienstwo:
Vv
P P
P, :?Pm dla k=0.1.2....n, oraz P, = . dla k=n+1.n+2....0+N,

r.l:'n
LR

. P
sdaie £ = {? g ]
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O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

Prawdopodobienstwo, ze zgloszenie nie Zostanie priyjete (dostanie
odmowe), czyli prawdopodobieristwo straty zgloszenia wynost:
] N
p, =L (ﬁ) P
H

ntN H! 0

Prawdopodobienstwo., ze zgloszenie jostanie przyjefe do obshigi
(procentowa przepustowosc systemu — g) wynost: g=1-P__

PI‘HWdeUdGbiEﬂSWJD ze zgloszenie Dbedzie obsluione ber ciekania

&
WYNOSI: ZP PZ(‘;]
Prawdopodobienstwo. ze zgloszenie bedzie musialo czekaé w kolejce
i N-=1 k
WYNOSI: ZE} =P P Z(EJ
k=0

n i\ m
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O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

Srednia  liczba  zgloszern znajdujqeych  sie w  kolejce  wWynosi:

N n N ik
P P

S kP, =2 B> k[ £ J

e gy 7O [ n

ir=1

n N
Srednia liczba zajetych kanaléw wynosi: D kR +> nP., = pe(1-P ).
k=1 k=1

Sredmia licezba wolnych kanalow (z powodu braku zgloszen) wynosi:
n—p(1-P_,).

Srednia liczba zgloszen w systemie (rowna sredniej liczbie zajefych kanalow
obslugi plus sredniej liczbie zgloszen czekajqcych w kolejce) wynosi:

n _2\.." ') "\II;:-
EV)= o~ B) + 2 B3 H{ 2
. =1

n)

Srednia liczba zgloszen. ktére otrzymaly odmowe Wynosi: AP ..

(w jednostce czasu). Sredni odstep czasu miedzy dwoma kolejnymi

zeloszeniami, kKtore otrzymaly odmowe wynosi:
e N

Srednia liczba wolnych miejsc w kolejce jest rowna: N - E[V].

Sredni czas oczekiwania na rozpoczecie obslugi (oczekiwania w kolejce)

wynosi: E[T] =Liij{1— (N + 1)[£]J +N[£JJ + }
(mv—A) 7 1




O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

e System tvpu M|M|n|0 - jest to szczegolny przypadek systemu

poprzedniego. w ktorym wystepuje sfrafa zgloszen (kazde zgloszenie, ktore
przychodzi 1 zastaje wszystkie kanaly obshugi zajete odchodzi nie obstuzone).
Dla tego systemu prawdopodobienstwo:

k n AN
Pk:‘o—j%._ dlak=0.1.2,...n, gdzie: F, =| >’ P H|I :
k! =\ k! )

Prawdopodobienstwo, ze zgloszenie nie zostanie prgyjefe (stracone) wyraza

i

sig wzorem: P = P r P, . zas prawdopodobienstwo. ze zgloszenie zostanie

priyjete (a tym samym obsiuZone bez czekania) wynosi:

"

1-p=1-2p.
n!

Srednia liczba zajetych kanalow obslugi (tym samym srednia liczba zgloszen
w sysiemie) Wynosi:

n n—1 pk\
E[V]=YnP, =pY P, = p(l-P )
k=0 rool k! )
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O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW

MASOWEJ OBStUGI

Przvklad praktvezny:

Do stacji technicznej obslugi samochodéw majace; n=4 1dentycznie
wyposazone kanaly zglaszaja sie klienci. Strumien zgloszen jest typu
Poissona z intensywnoscia A =3 zgloszenia na godzing. Intensywnos¢
obstugi przez kazdy kanal obslugi (z wykladniczym czasem trwania obslugi)
wynost v =2 klientow na godzinge. Zakladamy, ze jest to system bez
odmowy (nieograniczona ilosc miejsc w kolejce).

Sprawdzic czy system jest stabilny ? (stacjonarny):

Warunkiem koniecznym aby system byl stabilny jest by: A<nv.
W naszym przvkladzie A =3<4-2=8. Zatem system jest stabilny.

Obliczy¢: sredni (w procentach) czas przestoju wszystkich kanalow obshugi
systemu - F, . srednig liczbe zajetych kanalow obslugi, prawdopodobienstwo.
ze klient bedzie czekal w kolejce, stednia liczbe klientow w kolejce oraz
sredni czas oczekiwania klienfa na rozpoczecie obshugi.
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O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
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Procentowy (sredni) czas przestoju wszystkich kanalow obshigi
n—1 s bE 171 3 I 4 11
) 5 )
B=|>LE £ [1—£] = Zl 41 (1_£) —0.22
i k! nl " — ! A1 4

1
Srednia liczba zajetych kanaléw obshigi wynosi: p=1.5

Prawdopodobienstwo. ze klient bedzie czekal w kolejce wynosi:
4] -54
_ r P, = 1
(n—D!"n—p) 31(4—-1.5)
Srednia liczba klientow w kolejce wynosi:
m+1 -55
F, £ ! R 0'221 : 2
(n—1)!(n— p) 3! (4-1.5)
- kolejka praktyvcznie nie istnieje

-y
@]
ko)
[
I
b | W
I
ok
th

0.22=0.074.

=0.045

Sredni czas oczekiwania klienta na rozpoczecie obslhigi wynosi:

Err]=— = 997 _ 5 015[4] (0.9 minuty).
m — A 4.2-3

-

L 3
_8)_

nwyv

System jest wyraznie niedocigzony (obcigzenie systemu:
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WIELOKRYTERIALNE
ZAGADNIENIA
OPTYMALIZACYJNE



Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

d PLAN PREZENTACJI WYKLADU

1. Wprowadzenie do zagadnien wielokryterialnych.
2. Budowa rankingu obiektow w $swietle ocen wielokryterialnych.
3. Metody wielokryterialnego programowania liniowego:

e przyklad wielokryterialnego problemu decyzyjnego,

e zbieznos¢ kryteriow w zagadnieniach wielokryterialnych,

e optimum w sensie Pareto (rozwiazanie sprawne),




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

d PLAN PREZENTACJI WYKLADU

Metody wielokryterialnego programowania liniowego c-d:
e wybrane metody wyznaczania rozwiazan optymalnych
w sensle Pareto (sprawnych),
- metakryterium: liniowa kombinacja wypukla kryteriow,
- metakryterium: minimalizacja odchylen kryteriow,
- hierarchizacja kryteriow: (na przykladzie organizacji
kampanii reklamowej)
a) scisla hierarchizacja kryteriow,
b) relaksacja hierarchizacji celow (quasi-hierarchia).
4. Programowanie celowe:

e Okreslenie strategii dlugookresowej firmy




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

d WPROWADZENIE

W praktyce zarzadzania spotyka si¢ sytuacje, w Ktorych
rozne warianty decyzji ocenia si¢ przy uwzglednieniu wielu
kryteriow. Mamy wtedy do czynienia nie z jedna, lecz z
wieloma funkcjami celu.

Zagadnienia optymalizacyjne, w ktorych wystepuje wiecej
niz jedna funkcja celu nazywamy zadaniami programowania
wielokryterialnego.

Przykladem tego typu zagadnien optymalizacyjnych moze
by¢:

e dwukryterialne zadanie transportowe,
¢ dwukryterialne zagadnienie produkcyjne itp.




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

d WPROWADZENIE

Rozwiazanie problemow decyzyjnych z wieloma Kryteriami
wyboru moze odbywac si¢ poprzez:

e agregacje kryteriow decyzyjnych, w wyniku ktorej
otrzymuje si¢ zadanie z jednym syntetycznym Kkryterium
(metakryterium),

¢ zastosowanie odpowiedniej hierarchii kn‘teriéw[.,

¢ zastosowanie specjalnych metod programowania wielokryte-
rialnego, ktore uwzgledniaja mnogosc¢ funkcji celu (np. dla
roznorodnych dyskretnych zadan wielokryterialinych — zob.
Trzaskalik [1]).




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN
WIELOKRYTERIALNYCH

Podstawowe pojecia

Zjawisko zlozone — pewien abstrakcyjny twor zwiazany ze
stanem jakosciowym rzeczywistych obiektow opisany przez co
najmniej dwie cechy (diagnostyczne).

Przykladowe zjawiska zlozone:

¢ poziom rozwoju spoleczno-gospodarczego,

e atrakcyjnosc rynkowa produktow,

¢ konkurencyjnosc¢ techniczno-ekonomiczna wyrobow,

¢ jakosc Kadry zarzadzajacej, itp.

Porownanie roznych obiektow w zakresie zjawisk zlozonych
umozliwia konstrukcja ich rankingu.




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN
WIELOKRYTERIALNYCH

Ranking obiektow — wuklad, w Kktorym obiekty sa
uporzadkowane nierosnaco ze wzgledu na wartosci zmiennej
syntetycznej (agregatowej).

Zmienna agregatowa — charakteryzuje obiekty ze wzgledu na
oceniane zjawisko zlozone; powstaje w wyniku agregacji
(najczesciej sumowania) unormowanych zmiennych diagnosty-
cznych.

Unormowane zmienne diagnostyczne — powstaja w wyniku
przeksztalcenia (unormowania) oryginalnych cech
diagnostycznych (pozbawienie mian, porownywalnos¢ rzedu
wielkosci).




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN
WIELOKRYTERIALNYCH

Przyklad: Budowa rankingu obiektow. Agregacja Kryteriow
decyzyjnych przy pomocy metody unitarvzacji zerowej (MUZ).

Mozliwych jest S roznych wariantow budowy pewnego zakladu
produkcyjnego. Warianty te zostaly scharakteryzowane za
pomoca czterech cech:

X — Koszt inwestycji [tys. zl],

X; — docelowa roczna zdolnos¢ produkceyjna [tys. sztuk],

X3 — czas wykonania zadania inwestycyjnego [miesiace],

X4— przewidywany roczny poziom emisji zanieczyszczen
ze zrealizowanego obiektu [tony].




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN

WIELOKRYTERIALNYCH

Oszacowane wartosci wymienionych charakterystyk warian-
tow przedsiewziecia podano w tabeli.

Zbudowac ranking wariantow (wybrac najlepszy wariant).

Warianty Cechy (zmienne diagnostyczne)

X| X, X3 Xy
Wi 253 18,3 24 13,1
W2 178 16,8 18 12,2
W3 244 24,6 26 18,4
W4 174 16,4 25 15,8
W35 196 17,7 20 16,7
max X;; 253 24,6 26 18,4
min X 174 16,4 18 12,2




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN
WIELOKRYTERIALNYCH

Rozwiazanie:
1. Rozpoznanie typu zmiennych diagnostycznych.

Stymulanta — wieksze wartosci wskazuja na bardziej Korzystny
wariant.

Destymulanta — mniejsze wartosci oznaczaja bardziej
Korzystny wariant.

Nominanta — ma okreslona, najkorzystniejsza wartosc
(nominalna) lub przedzial takich wartosci.

Stymulanta: X, Destymulanty: X, X3, X4

Nominant - brak




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN

WIELOKRYTERIALNYCH

Dla stymulant:

— {

2. Normowanie zmiennych diagnostycznych (MUZ).

Z; —unormowana j-ta zmienna diagnostyczna.
Zij — i-ta wartos¢ unormowanej j-ej zmiennej diagnostycznej.

I} _ B .
IIlle .;’C_U- mf_m .}Cy

Dla destymulant:

mMax x; — X
.. = z

)

I'II;EIX JCU- — I"IlflIl .}Cy-

(D

(2)




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN
WIELOKRYTERIALNYCH

Dla nominant:

[ x

d d <
Cr: — MINX;,; sy S ey
1j ; ij
zg =11, gdy ¢ =x5 = oy, 3)
, gdy Xj; > Cajs
LCzj — maXJCU
I

gdzie: [¢yi, C2i] — przedzial wartosci nominalnych




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN
WIELOKRYTERIALNYCH

Normowanie zmiennej X; — destymulanty (wzor 2). Podobnie
normujemy zmienne X;, X,

253-253 0
- 253-174 79
253-178 75
221 = =
253-174 79
253-244 9
- 253-174 79
253-174 79
241 = = :]_
253-174 79
 253-196 57
- 253-174 79

211 5

~ 0,949;

~0,114;

Z31

2

=0,722.

Z5]




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN
WIELOKRYTERIALNYCH

Normowanie zmiennej X, — stymulanty (wzor 1)

18.3—-16.4 19
212 —0:232;
24.6 —16, 4 8.2

16,8—16, 4 0.4
222 2 — 0:049;
24.6 — 16, 4 3.2

24,6 -16,4 8,2

]_‘.'

B27 546164 82
16,4 16,4 0

Zay = =03
246164 8.2

177-16.4 13
252 —0,159+
24.6 — 1606, 4 3.2




WIELOKRYTERIALNYCH

Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN

Wryniki normowania przedstawione sa w tabeli.

Unormowane zmienne

Warianty diagnostyczne Q;
7/, /s /s /4
W1 0 0,232 | 0,250 | 0,855 | 1,337
W2 0,949 | 0,049 | 1 1 2,998
W3 0,114 | 1 0 0 1,114
W4 1 0 0,125 | 0,419 | 1,544
W5 0,722 | 0,159 | 0,750 | 0,274 | 1,905




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN
WIELOKRYTERIALNYCH

3. Obliczenie wartosci zmiennej agregatowej (syntetycznej)
dla kazdego obiektu (wariantu) i budowa rankingu obiektow.

(Q — zmienna agregatowa (syntetyczna), bedaca laczna
wielokryterialna ocena kazdego z obiektow.

Q; — wartos¢ zmiennej agregatowej przypisana i-temu
obiektowi.

Qi = 27j C)
j




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN

WIELOKRYTERIALNYCH

Ranking wariantow budowy:

Miejsce Wariant Qi
w rankingu
1 W, 2,998
2 Wi 1,905
3 W, 1,544
4 W, 1,337
5 W; 1,114

Najlepszym wariantem jest W,.




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przykiad

Przyklad:

Firma produkuje dwa wyroby W1 i W2, Dysponuje surowcami
S1, S2, S3 w ograniczonych ilosciach, odpowiednio 24 tys.
jedn., 14 tys. jedn. i 12 tys. jedn. Jednostkowe zuzycie
poszczegolnych surowcow przy produkcji wyrobow podano w
tabeli. Ceny wyrobow W1 i W2 wynosza odpowiednio 3 z112 71
za sztuke.

Ustali¢c plan produkcji, Kktory z jednej strony
maksymalizuje przychody ze sprzedazy wyrobow, a z drugiej
strony maksymalizuje wielkos¢ produkcji wyrobu W2.

3

Jednostkowe zuzycie surowcow

Wyroby

S1 S2 S3
Wi 3 1 2
W2 3 2 1




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przykiad

Model matematyczny

X; — wielkos¢ produkcji wyrobu W1 (w tys. sztuk),

X, — wielkos¢ produkcji wyrobu W2 (w tys. sztuk) (= K;),
K, — przychod ze sprzedazy wyrobow (w tys. zl).
K;(x;{,Xx,)=3x; + 2x, > max

K,(x;,X5)=Xx, > max

(1) 3x, + 3x, <24,

(2) xy+2x, <14,

3) 2x;+x, <12,

11,12 :_:"0




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE — zbieznos¢
kryteriow

Z.e wzgledu na zbieznosc¢ kryteriow rozrozniamy 3 przypadKki:
e kryteria K, i K, sa zgodne, gdy:
VXX e DK (X)) <K (X)) = Ky () < K (X3)8

e kryteria K, i K, nie sa zgodne, gdy:

1%, X, € DK (X)) < K (X)) = K, (X)) =2 K, (X))
e krvteria K, i K, sa przeciwstawne, gdy:

VX, X, e DK (X)) = Ki(X) = Ky (X)) 2 K, (X3)5
odzie:
X,,X, — decyzje dopuszczalne,

D — zbior decyzji dopuszczalnych.




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - zbieznos¢

kryteriow

K,(xX;,X,)=3x, +2x, > max
(1) 3x, +3x, <24, X-
(2) x,+2x, <14,
3) 2x,+x, <12,
X,,X, = 0.

Rozwiazanie optymalne: C(4,4).
K= K,;(C) = 20.

K,(x,,X5)= X, —>max
1) 3x,+3x, <24,
(2) X, +2x, <14,
3) 2x, +x, <12,
X,,X, =0.
Rozwiazanie optymalne: A(0,7).

1{2 = 1{2(_—1} = 7.

W przykladzie kryteria K; i K; nie s3 zgodne gdyz:
K (A)=14<K,(D)=18, zas K;(A)=7>K,(D)=0

C 4,9

D (6,0)

X1
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE — optimum
w sensie PARETO

Rozwiazanie:x* ¢ D nazywamy optymalnyvimm w sensie PARETO
(sprawnym), jezeli w zbiorze

decyzji dopuszczalnych D nie 2

istnieje taka decyzja x, ze dla A (0,7)

kazdegoi=1,2.....n:

K;(X) = K, (x%), C 4,49

i co najmniej dla jednego

Kryterium warunek ten jest
K,

spelniony 2z  nierownoscia

ostra.
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE — metody
wyznaczania rozwigzan sprawnych

METAKRYTERIUM - LINIOWA KOMBINACJA
WYPUKLA KRYTERIOW

Przy konstrukcji metakryterium w postaci liniowej kombinacji

wypuklej nalezy:

e zapewni¢ wykonywalnos¢ operacji matematycznych (uwaga
na jednostki!),

e wyeliminowac efekty skali,

e preferencje dotyczace celow uwzgledni¢ w postaci wag,

MK(®X) = ¥ ;K (X) - max
i
gdzie: o; —wagi, o; >0, Ya;=1,
i

. . Ki®
K (%)

,  Kj =max{K,;(3)}.
XD
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4 LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - metody

wyznaczania rozwigzan sprawnych

—06*i(3x + 2% )+04*1x _
R 2 A R

L(633{1 + 82x, ) > max X,

" 700 ?

A (0,7)

(1) 3x, +3x, <24,
(2) X, +2x, <14,
(3)  2x, +x, <12,

X{,X, =>0.

Rozwiazanie optymalne: B(2,6).

MK(B) = 618/700 = 0,88.
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE — metody
wyznaczania rozwigzan sprawnych

METAKRYTERIUM - MINIMALIZACJA ODC 'HYLEN
KRYTERIOW

Poszukuje si¢ rozwiazania, ktore minimalizuje odchylenie
wszystkich kryteriow od ich wartosci optymalnych.
MK(u)=u —> min
(D 3x; + 3x, <24, Rozwiazanie optymalne:
(2) it 2 =1 pa,75; 6,125).
3) 22X, + X, <12,

MK(F) = 0,125.

X{,Xy >0,
1
K 1—-—(@3x, + 2x,)<u,
(K1) 20( 1 2)

(K,) 1—%x2<u.
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przykiad:
Organizacja Kampanii Reklamowe]

Przyklad: Organizacja kampanii reklamowej.
Organizowana jest kKampania reklamowa, adresowana do
ustalonej grupy docelowej. Kampania bedzie prowadzona

w tygodnikach A, B, C, D i E. Dysponuje sie informacjami

dotyczacymi:
Cechy Tygodnik
A B C D E
cena 1 ogloszenia [setki zl] 30 | 28 | 23 | 19 | 18
Prestiz (skala 1-10) 2 1 4 5 3
Jednostkowy zasieg [%] 751 7 |8.75]4.75| 4.5
Jednostkowa czestotliwos¢ czytelnictwa | 0.16| 0.15] 0.12 | 0.10 | 0.10
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przykiad:
Organizacja Kampanii Reklamowe]

Organizator kampanii chce, aby jej zasi¢g byl nie mniejszy niz
70[%] (grupy docelowej), natomiast laczna czestotliwosc
czytelnictwa nie powinna by¢ mniejsza niz 2. Jednoczesnie chce
(co dla niego jest najwazniejsze), aby kampania byla mozliwie

najtansza i cechowala sie najwyzszym mozliwym prestizem.

ROZWIAZANIE:

Zadanie jest dwukryterialnym problemem hierarchicznym.
Gdy potrafimy, ze wzgledu na preferencje podejmujacego
decyzje, uporzadkowac liniowo wszystkie Kkryteria, to mozemy
zastosowac metody hierarchizacji.

Zalozmy, ze uporzadkowano cele poczawszy od najwazniej-
szego: K, K,,..., K,
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przykiad:
Organizacja Kampanii Reklamowe]

Cel 1: Minimalizacja kKosztu kampanii
Cel 2: Maksymalizacja efektu prestiza

MODEL - ZMIENNE DECYZYJNE:

X — liczba reklam w trakcie kampanii w tygodniku A
X, — liczba reklam w trakcie kKampanii w tygodniku B
X3 — liczba reklam w trakcie kampanii w tygodniku C
X4 — liczba reklam w trakcie kampanii w tygodniku D
Xs — liczba reklam w trakcie kampanii w tygodniku E

MODEL - FUNKCJE CELU:
K (x,%,,%,,x,,x,) =30x, + 28x, + 23x, + 19x, + 18x, > min (1 CEL)

Ko (5,5, 55, %,, %) = 2%, + X, + 4, + 5x, + 3x, > max (2 CEL)
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przykiad:
Organizacja Kampanii Reklamowe]

MODEL - WARUNKI OGRANICZAJACE

7,5x + Tx, +5,75x, + 4,75x, + 4,5x, = 70 - calkowity zasieg

0,16x + 0,15x, + 0,12x, + 0,1x, + 0,1x, = 2 - calkowita czestotliwos¢

MODEL - WARUNKI BRZEGOWE
O0<x <40=<x, =40<x <4

0<x,<40<x, <4

Xy, Xy, %,%,,% - calkowite
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przykiad:
Organizacja Kampanii Reklamowe]

ROZWIAZANIE — SCISLA HIERARCHIZACJA CELOW

Z. hierarchizacja Scisla (ostra) mamy do czynienia wtedy,
gdy chcemy nade wszystko osiagna¢ optymalna wartosc
najwazniejszego Kryterium K,;, potem (w miare mozliwosci)
Ko...., na koncu (...) K,.

Idea algorytmu.

1. Rozwiazujemy zadanie PM 2z pierwszym niezbadanym
Kkryterium.

2. Jezeli uzyskujemy tylko jedno rozwiazanie optymalne, to jest
to rozwiazanie optymalne zadania wielokryterialnego =z
hierarchizacja ostra. Koniec.

3. Jezeli sa co najmniej 2 rozwiazania optymalne, to
traktujemy je jako zbior rozwiazan dopuszczalnych i wracamy
do punktu 1.
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przykiad:
Organizacja Kampanii Reklamowe]

Dwa rozwiazania optymalne: (dla I poziomu hierarchii)
xl(l) _ 3;3&?2(1) _ 4;.)63(1) —1: x4(1) _ 4;365(1) — 4
xl(ﬂ) _ 4;x2(2) _ 4;)63(2) _ 3;)64(2) _ 0;365(2) — 4

K, (xY)=K,(x®)=373
Poniewaz warto$¢ funkeji prestizu X, (;Tc ® ) =46 > K, (J_C(Z) ) =36,

to jako rozwiazanie zadania nalezy wybrac¢ rozwiazanie (1).
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przykiad:
Organizacja Kampanii Reklamowe]

ROZWIAZANIE - RELAKSACJA HIERARCHIZACJI
CELOW (QUASI HIERARCHIA)

W zadaniach wielokryterialnych z relaksacja hierarchizacji
celow dazy sie do osiagniecia wartosci (prawie) optymalnych
przez Kkolejne (coraz mniej wazne) Kryteria. Istotne jest tu
spelnienie kryterium w stopniu dostatecznie wysokim.

Algorytm rozwiazywania zadan z relaksacja hierarchizacji
celow jest bardzo podobny do poprzedniego, z tym ze

dodawane sa warunki w postaci nierownosci.
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przykiad:
Organizacja Kampanii Reklamowe]

PIERWSZY POZIOM HIERARCHII — etap obliczen jak
poprzednio.

DRUGI POZIOM HIERARCHII:

Zalozmy, ze podejmujacy decyzje postanowil zwiekszy¢ kwote
na reklame z poziomu minimalnego (373 — I poziom hierarchii)
o 10[%], czyli maksymalnym akceptowalnym poziomem
Kkosztow bedzie wartosc 410.

Otrzymujemy zadanie:

Ko(x,%,,X,X,, %) = 2x + x, +4x; + 5x, + 3x; > max

Warunki ograniczajace:

7,5 +7x, +5,75x;, + 4,75x, + 4,5x, = 70 - calkowity zasieg

0,16x +0,15x, + 0,12x;, + 0,1x, + 0,1x, = 2 - calkowita czestotliwosc
O0=x=40=x, =40<x,=40=x, <40=x, =& x,.%,.%,X,,% -

calkowite
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przykiad:
Okreslenie strategii diugookresowej firmy (optymalizacja
celowa)

PRZYKLAD — PROGRAMOWANIE CELOWE
Firma rozpatruje mozliwos¢ wprowadzenia do produkcji 3
nowych wyrobow, Kktore maja zastapi¢ obecnie wytwarzane
modele.
Wilasciciel firmy uwaza, ze planujac strategi¢ dlugookresowa
nalezy uwzglednic:

¢ zysk dlugookresowy,

e stabilnos¢ zatrudnienia,

e poziom nakladow inwestycyjnych.

Dlatego zostaly sformulowane 3 cele:

CEL 1: osiagniecie zysku dlugookresowego rownego
przynajmniej 100 [min zi]

CEL 2: utrzymanie zatrudnienia na poziomie 3000 osob

CEL 3: utrzymanie nakladow inwestycyjnych na poziomie nie
wyzszym niz 40 [min zl]
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przykiad:
Okreslenie strategii diugookresowej firmy (optymalizacja

celowa)

Poniewaz osiagniecie

wszystkich 3 celow jednoczesnie
prawdopodobnie nie bedzie mozliwe, zarzad okreslil wartosci
poszczegolnych wspolczynnikow Kar (zwiazanych z nieosia-
ognieciem poszczegolnych celow).

Potrzebne informacje podaje tabela:

Zysk Zalozony poziom | Wspolczynniki kary
Cel (produkty) | osiagniecia celu | (niekorzystne dla
P, | P, P; firmy odchylenia)
Zysk dlugookresowy | 10| 8 |13 | >= 100 [min zl] 6(-)
Poziom zatrudnienia | 4 | 2 | 3 | = 30 [setki osob] 2(H),5()
Naklady inwestycyjne | 5 | 7 | 8 | <=40 [mln zl] 4 ()
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przykiad:
Okreslenie strategii diugookresowej firmy (optymalizacja
celowa)

MODEL - ZMIENNE DECYZY JNE:

X; — planowana wielkos¢ produkcji wyrobu P,
X, — planowana wielkos¢ produkceji wyrobu P,
X; — planowana wielkos¢ produkcji wyrobu P;

MODEL - ZMIENNE BILANSUJACE CELE:

Y " - wielkos¢ o jaka osiagniety zysk przekracza wartos¢ 100 min zl (cel 1)
Y - wielkosc o jaka osiagniety zysk jest mniejszy od 100 min zl

Y, - wielkos¢ o jaka zatrudnienie przekracza 30 setek osob (cel 2)

Y, - wielkosc o jaka zatrudnienie jest mniejsze od 30 setek osob

Y ;" - wielkos¢ o jaka naklady inwestycyjne przekraczaja 40 mln zl (cel 3)
Y; - wielkos¢ o jaka zatrudnienie jest mniejsze od 30 setek osob
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przykitad:

Okreslenie strategii diugookresowej firmy (optymalizacja
celowa)

MODEL - FUNKCJA CELU I WARUNKI OGRANICZAJACE:

(Minimalizacja sumy niekorzystnych odchylen od ustalonych poziomow
osiagniecia celow)

6y, +2y, +5v, +4y; — min

10x, + 8x, +13x, — 37 + y7 =100 - (CEL 1)
dx,+2x,+3x,—y, + v, =30 - (CEL 2)
5x +7x,+8x% -y, +y, =40 - (CEL 3)
XysXysXgs W 5 Vi 5 Vas Vaa V3o V5 20
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE — przyktad:
Okreslenie strategii diugookresowej firmy (optymalizacja
celowa)

ROZWIAZANIE W PRZYPADKU HIERARCHIZACJI CELOW

I POZIOM HIERARCHITI:

CEL (2A):

nieprzekroczenie aktualnego poziomu zatrudnienia (3000 osob)
CEL 3:

utrzymanie nakladow inwestycyjnych na poziomie nie wiekszym niz
40 mln zl

IT POZIOM HIERARCHITI:

CEL (1):

osiagniecie zysku dlugookresowego na poziomie 100 min zl.
CEL (2B):

nieobnizenie dotychczasowego poziomu zatrudnienia
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przykitad:

Okreslenie strategii diugookresowej firmy (optymalizacja
celowa)

MODEL - ZADANIE PIERWSZEGO POZIOMU HIERARCHII:
2y, +4y; — min (funkcja celu)

Warunki ograniczajace:

10x, + 8x, +13x, — 3, + ¥, =100

dx, +2x,+3x,— v, + v, =30

Sx,+7x,+8x,— 3, + 3, =40

X3 Xys X35 31 sV 5 Y2 ¥y Y30 Vs 20
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przykitad:

Okreslenie strategii diugookresowej firmy (optymalizacja
celowa)

MODEL — ZADANIE DRUGIEGO POZIOMU HIERARCHII:
6y, +4y, > mm (funkcja celu)

Warunki ograniczajace:

10x, +8x, +13x, — 3, + 33 =100
dx, +2x, +3x, — y, + v, =30
5x+7x,+8x —y; + 3, =40

Dodajemy warunek:
+ +

2y, +4y; =0

warunki brzegowe:

Xys Xy Xy M oV 5 Va0 V2o V3035 =0




