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d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
wprowadzenie w tematyke zagadnien

Istnieje bardzo wiele sytuacji decyzyjnych, ktérych nie mozemy opisac
uzywajac tylko wylacznie zmiennych ciaglych.
Wynika to z niecigglosci  pewnych rozwazanych  procesow
ekonomicznych:
e pracownika mozna przydzielic tylko do jednego z kilku dostgpnych
stanowisk pracy:
e projekt inwestycyjny bedzie przyjmowany do realizacji lub nie:
o zaklad produkcyjny bedzie lokalizowany w jednym z mozliwych punktow
lokalizacji lub tez nie;

We wszystkich przytoczonych sytuacjach decyzyjnych wymagamy. aby
wszystkie (lub cho¢ jedna zmienna decyzyjna). sposrod tych ktore mamy
wyznaczy¢ przyjmowaly wartosci tzw. dyskrefne (np. ze zbioru liczb
catkowitych: x € Z . lub ze zbioru liczb binarnych: x € {0.1} ).

Zagadnienia decyzyjne. w ktorych przynajmniej jedna zmienna decyzyjna
przyjmuje wartosci dyskretne nazywamy — dyskreftnym zagadnieniem
decyzyjnym. a ich matematyczne modele — dyskreftnym zadaniem decyzyjnym
(DZD).




d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
wprowadzenie w tematyke zagadnien

Interesowac nas beda obecnie tylko takie dyskretne problemy decyzyjne,
w ktorych zaréwno funkcja celu jak 1 warunki ograniczajace sa postact liniowe;
— zadania programowania dyskretnego - liniowego (PDL). Wsrod tego typu
zadan wyroznia sig trzy podstawowe grupy:
« zadania programowania calkowitoliczbowego - liniowego (PCL)
« zadania programowania binarnego — liniowego (PBL)
« zadania programowania mieszanego — liniowego (PML)




d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
wprowadzenie w tematyke zagadnien

Zbior rozwiazan dopuszczalnych D7 zadania programowania
dyskretnego — liniowego jest zawsze zbiorem niespomnym (np. dla zadania
programowania calkowitoliczbowego z dwoma zmiennymi - bedzie to zbior
punktow o wspolrzednych calkowitych znajdujacych sie w pewnym wieloboku).
Nieciaglos¢ zmiennych decyzyjnych powoduje, ze zadama tego typu sa
trudniejsze do rozwiazania. niz zwykle zadania programowania liniowego.

F




d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktad dyskretnego problemu decyzyjnego

« Zagadnienie optymalnego przydzialu

Istnieje mozliwos¢ obsadzenia ,.n” — stanowisk roboczych (1 = 1.2....n) przez
.7 — 0s6b (pracownikow) (3 = 1.2....n). Znane sa efekty pracy j — tego
robotnika na 1 — tym stanowisku pracy (macierz efektow pracy -
H: = [“}__;']r__;'=1_2.....n )-

Efekty te moga by¢ oceniane pozytywnie (wydajnosc pracy. wartos¢ produkcji
w przeliczeniu na jednostke czasu) lub negatywnie (liczba brakow. czas
wykonama pracy. koszty zwigzane z praca).

Nalezy dokonac takiego przydzialu pracownikow do poszczegolnych stanowisk
pracy, tak aby zminimalizowa¢ negatywne lub zmaksymalizowac pozytywne
efekty pracy dla calego zespotu (zakladu pracy).

Zaklada sie ponadto, ze kazde stanowisko pracy moze byc¢ obsadzone tylko
przez jednego pracownika. a tym samym kazdy pracownik moze pracowac tylko
na jednym stanowisku.

Oznaczenia:
_ _— 1A . . )
Oznaczmy przez l;-__;— = [.TI._J.]I.__J. =1.2.....n - maclerz zmiennych decyzyjnych.

ktora jest postaci:
{1. gdy j- ty pracownik jest przydzielony do1 - tego stanowiska

X, ,
" 0, w przeciwnym wypadku




d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktad dyskretnego problemu decyzyjnego

Model matematyczny:
Problem ten mozna przedstawi¢ za pomocg nastepujacego liniowego zadania
programowania binarnego (PBL):

(funkcja celu)

" n
f(x, ;)= > w, X, ; — max(min)

i=1j=1

(warunki ograniczajace)
M
X, =L i=12...n
=1

(kazde stanowisko jest obsadzone tylko przez 1 pracownika)

Yx, =L j=12..n
i=1

(kazdy pracownik jest przydzielony tylko do 1 stanowiska)

L
X, = {0 1. ]=1.2...1.
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przyktad dyskretnego problemu decyzyjnego

Kazde rozwiazanie bazowe dopuszczalne (tym samym optymalne) to macierze
postaci (dla n=5):

- —

O1 0 0O
0O 0 0 0 1
X=(0 0 01 O
1 0 0 0O
O 01 0O

(w kazdym wierszu oraz w l{azd:sj kolumnie jest _rylkn jedna jedynka).

Zadanie optymalnego przydzialu, mimo ze jest klasycznym problemem
programowania dyskretnego., to moze by¢ rozwigzane metodami
programowania liniowego — algoryvtmem simpleks (co jest bardzo
pracochlonne). Istnieje jednak  stosunkowo prosty 1 skuteczny algorytm
postgpowania — algorytm wegierski (oparty na twierdzeniu wegierskiego
matematyka - Denesa Koniga), ktory mozna zastosowac do rozwiazywania
zadan optymalnego przydziahu.
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Przyklad: W pewnym magazynie pracuje 3 pracownikow magazynowych: P1,
P2, P3, ktérzy moga wykonywac 4 rodzaje zadan: Z1. 72, 73, 74, z 16zna
wydajnosmq W tabeli ponize] podana jest Wydajnosc pramwmkow przy
wykonywaniu poszczegolnych zadan:

Wydajnos¢ pracownikow (szt./godz.)
Pracownicy przy wykonywaniu zadan magazynowych
Z1 Z2 Z3 Z4
Pl 15 4 5 2
P2 3 6 3 10
P3 12 4 6 3

W =

(15 4 5 2]
3 6 3 10
12 4 6 3

0 0 0 0]

Zakladajac specjalizacje w ciagu dnia pracownikow przy wykonywaniu tylko
jednego zadania, przydzieli¢ zadania poszczegélnym pracownikom, tak aby
zmaksymalizowac¢ taczna wydajnos¢ ich pracy.

Poniewaz w problemie optymalnego przydziatu zaklada sig, ze liczba stanowisk
pracy jest taka sama jak liczba pracownikoéw, to w naszym przykladzie musimy
wprowadzi¢ czwartego fikcyjnego pracownika. Oczywiscie wydajnosc jego
pracy dla poszczegdlnych zadan bedzie rowna 0.
Macierz wydajnosci pracy (wspolczynnikow funkcji celu) jest wiec postact:
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Matematyvczny model zadania:

.F(IE-_J:I - 1 5.3._1_1 + 4.1;:1_2 o 5.T1_3 + 2:‘._1,_._1_ + 3.1:2,1 BLE 6..1_2_2 BLE -3‘.1_2_3 o ]'U‘Tzd. +

- _ 1

e

Rozwiazemy =zadanie korzystajac z wers)li algorytmu wegierskiego. Kktora
zaklada. ze fumnkcja celu jest postaci - mumimum. Dlatego w rozwiazaniu
bedziemy minimalizowac¢ funkcje przeciwna do funkcj celu:
ktore) macierz wspolczynnikéw jest postaci:
[—15

xi,l + .*‘{2__2

..rl_.]_ + :rl_z LE ..rl_.g + .Tl_‘

T Xy 5 Xy

X3+ X35 X33 +X;,
Nyq + Xy X5+ X,
Xyt X5y X5+ Xy,

Xpg + Xy X35 + Xy,
X3 + X3 3 +x3__3 + X435

XKiq T Xy g T X34+ Xy

-3
W =

0

[l
e e e ke

—12

—4

-6

—4
0

— F(x, ). dla
-5 -2
-3 —10
—6 -3
ﬂ —




A Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretne] -
przyktad dyskretnego problemu decyzyjnego

Krok 1: Przeksztalcenie macierzy: W — tak, aby w kazdym wierszu 1 kazde;
kolumnie znalazlo si¢ co najmniej jedno zero:

~15| -4 -5 -2 element [0 11 10| 13] -2-(-1%) =13
~3 -6 -3 [-10 +~— Nhajmniejszy 7 4 7 0|
W: 1 P,'?: |
-12| -4 -6 -3 0 8 6 9|
o 0 0 0| 0 0 0 O]

Krok 2: Skreslenie w przeksztalconej macierzy wspolczynnikow funkcji celu
wierszy oraz kolumn zawierajacych zero mozliwie najmniejszg liczba linii;
0 11 10 13]

—

a

W — trzy linie — zatem przechodzimy do kroku 4

D
i
D
D

o Lo ke

6
0

T o D

Jezell najmniejsza liczba linii konieczna do pokrycia wszystkich zer jest rowna
wymiarowi macierzy (czyli - n). to rozwigzanie, ktore otrzymamy na podstawie
tak przeksztalconej macierzy wspolczynnikow bedzie optymalne -
przechodzimy do kroku 3. Jezeli jest ona mniejsza niz wymiar macierzy — W,

10
to przechodzimy do kroku 4.

r . =1
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przyktad dyskretnego problemu decyzyjnego

Krok 3: Ustali¢ tak rozwiazanie optvmalne, aby w macierzy [1:J] jedynki

znalazly sie tylko na tych miejscach. gdzie sa zera w przeksztalcone) macierzy —
W (musimy dbac takze. aby w kazdym wierszu 1 kazde) kolumnie bvila tylko
jedna jedynka).

Krok 4: Gdy liczba linii pokrywajacych zera jest mniejsza od wymiaru
macierzy wspolczynnikow. to w  biezace) (przeksztalconej) macierzy
wspolczynnikow nalezy znalezé element najmnie)szy oraz:

= odjac go od elementéw nieSkreslonych:

= doda¢ go do elementow podwojnie skreslonvch:

= elementy skreslone jedna linia (raz) pozostawiamy bez zmian:

0 11 10 13] oy 5 4 7
i = 7 & element 13 4 7 0 elementy
0 8|6 [o] minimalny 0[2 0 3 odjete
4—60—0—0| 6 lo o o
Powrot do kroku 2 1 powtdrzenie/procedury. az do uzyskania rozwiazania
optymalnego. elementy, 1 0 0 O]
P15 ¢+ 7 dodane F(x )=15410+6=
o 0 0 01 (x;,)
w4 1[0 X = = 31 [szt./godl
o 2 ()-l % | cztery linie O 01 o — [SZ -/90f Z']
- =1 zatem rozwigzanie optymaine 11
T (krok 3) 010 0




d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej

metoda podziatu | ograniczen

Dla dyskretnych zadan decyzyjnych uniwersalna metoda ich
rozwiazywania jest metoda podzialu i ograniczen. Nie jest to scisle ustalony
algorytm postepowania jak np. algorytm .simpleks™, lecz raczej pewne
podejscie  do rozwiazywania okreslonej klasy (dyskretnych) zadan
optymalizacyjnych. Podejscie to zostanie zaprezentowane na nastepujacyim
przykladzie:

Przvklad:
Rozwigzac nastgpujace  zadanie  programowania calkowitoliczbowego
— liniowego (PCL):
f(x,.x,)=4x +2x, —» max
(—3x, +11x, 211
5x, +11x, =55
X.x, =0

x,. x, - calkowite

Jezeli pominiemy warunek calkowitoliczbowosci, to zadanie to jest zadaniem
programowania liniowego (PL), ktore moZna rozwigzac (geometrycznie,
algorytmem ,.simpleks™).

Jezeli zadanie (PL) nie ma rozwiazania optymalnego. to nie posiada go takze
zadanie PCL.

Jezeli otrzymane rozwigzanie optymalne dla (PL) spelnia ponadto warunek
calkowitoliczbowosci, to jest to oczywiscie poszukiwane rozwiazanie zadania
PCL. jesli nie. to stosuje sie witedy metodg podzialu i ograniczen.

12
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metoda podziatu | ograniczen

Poniewaz nasze zadanie posiada tylko dwie zmienne decyzyjne, to sprobujemy
g0 rozwiaza¢ metoda geometryczna.

X A

Obszar "O"

S(x,x,) =4 + 2x,
warstwica: x, =-2x,

f4)=2. £(C)=10
max = f(B)=27

Poniewaz nasze rozwiazanie maksymalne nie jest calkowitoliczbowe, to nalezy
zastosowac metode podzialu 1 ograniczen.

5 6 ,

4 .
| Ll
x

13
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metoda podziatu | ograniczen

Zdefinlymy tzw. funkcje ograniczajaca z gory ,,ozn. w” (kres gorny) okreslona
na rodzinie 2° wszystkich podzbiorow obszaru ,,0”. ktora spelnia warunki:

(D) xeO, cO= f(x)=w(D,) - kres gérny zbioru nie moze by¢ mniejszy
od maksymalne] wartosci funkcji celu dla rozwiazan z tego zbioru.

(2) O, c O, cO=wG0O,)=<w(O,) - kres goérny zbioru zawierajacego jakis
swo] podzbior nie moze by¢ mniejszy od kresu gérmego tego jego podzbioru.

(3) O, ={x}c D=w0,) = f(x) - jezeli zbior jest jednoelementowy. to
jego kres gorny jest rowny wartosci funkcji celu dla tego elementu.

Uwaga: W definicji kresu dolnego nieréwnosci w warunkach (1) 1 (2) znueniaja
SI1§ Na Przeciwne.

Przvklad:
Kresem gormym moze by¢ funkcja:

w(0)=15. O, CO= {xl,xz},f(f) =8. f(x*)=9. w(O,) =10.
0, c0={x'} f(x)=14.w(0,) =14.

Nie moze by¢ to natomiast funkcja zdefiniowana nastepujaco:
w(0)=15. 0,cO=§".x*} f(x'")=8. f(x*)=9. w(O,)=20.
0, cOo={¥} f(x)=14,w(0,) =16

(nie sa spelnione warmnki (2) 1 (3))

14
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metoda podziatu | ograniczen

Dokonwyemy podzialn zbioru (obszaru) ,,O” na coraz mniejsze podzbiory.
W wyniku 1" podzialow zbioru ,,0” uzyskwyemy .21 jego podzbiorow.
Podzialow kolejnych podzbiorow dokonmuyemy dla tzw. podzbiorow
perspektywicznych.

Podzbiorem perspektywicznym Op w .1 - tym” kroku obliczen (dla zadan na

maksimum) jest taki zbiér, dla ktérego w(0,) = max {W(Dz) D eG } gdzie

G - rodzina podzbiorow aktywnych (ktére nie zostaly jeszcze podzielone). Dla
zadan na minimum w warunku tym pojawia si¢ (minimum oraz kres dolny).
Podstawe podzialu zbiorow aktywnych — perspektywicznych stanowi pierwsza
7zmienna w rozwiazaniu optvmalnym (dla zbioru perspektywicznego) - x%,
ktéra nie spelnia warunku catkowitoliczbowosci. Jezeli bedzie to zmienna x; -
wtedy dzielimy go na dwa podzbiory:
(4)
O,,., = {x xe0, nx, = N(xf)}, O, ., = {x xeO, AX, = N(x?P) +1}

15
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metoda podziatu | ograniczen

Dla naszego przyvkladu poczatkowym zbiorem aktywnym perspektyvwicznym
jest zbior ,,O”. Kres goérny tego zbioru wynosi: w(Q)= f(B)=27. Obie
zmienne decyzyjne w stowarzyszonym rozwigzaniu optymalnym (PL) nie sa
catkowite, wige dokonujemy podzialu ,,O” na dwa podzbiory: O,.0, wzgledem

zmiennej X, zgodnie ze wzorem (4).

My 5_’; L= " J_;‘\_,_ s
- -
Obszar "G;' | | Obszar "0,
= | |
- - - - | C | I
=<
- - - - | | —
I |

} $ | } | t -
1 2 3 4 5 G e

Dbszar“D;' D AO)y BOS 26/M11) OS50 30M11); D(0.5)

Obszar O, - jest zbiorem pustym dlatego zamykamy go przypisujac mu
symboliczny kres gérny: w(0O,) = —oo. Obszar O, jest zatem obszarem
perspektywicznym — aktywnym. Optymalna wartos¢ funkeji celu dla
stowarzyszonego zadamia PL jest spelmiona dla punktu ,.C” tego obszaru
i wynosi: 280/11=25.45. Jako kres gorny mozemy przyjaé: w(O,) =26,

16
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Dyskretnej

Poniewaz druga wspolrzedna optymalnego rozwigzania (PL) nie jest calkowita.
wiec zgodnie z (4) dzielimy O, na dwa podzbiory aktywne: O;.0, wzgledem

zmiennej X,.

x?.ﬂ
T F
L3
Obszer "0, \
4 o i
- T
Xy 23 D . _E
A ] #— 8 —w L L
Obszar"0),
R .—8 —8 B
“i"—gzl 1 .,.,--F""'fﬂf
..-F"""IA
i

Obszar "0} @ A01); BO11/3; 2); C(0; 2)

Obszar "0}

Di0.3), E{4.4; 3), F{D, 5)

Opt. wart. funkcji celu dla
zadania PL w obszarze O, jest
spelniona dla punktu E” tego
obszaru oraz wynosi: 23.6.
Jako kres gorny mozemy
przyjac: w(O,) =24.

Opt. wart. funkcji celu dla
zadania PL w obszarze O, jest
spelniona dla punktu . B” tego
obszaru oraz wynosi:
56/3=18.67.

Za kres gorny mozemy
przyjac: w(0,) =19.

17
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metoda podziatu | ograniczen

Dyskretnej

Podzbiorem perspektywicznym jest zatem zbior

O

;- Ponlewaz pierwsza

wspolrzedna optymalnego rozwigzamia (PL) nie jest calkowita. wiec zgodnie
z (4) dzielimy O, na dwa podzbiory aktywne: O..0, wzgledem zmiennej Xx;.

.

X A
<4 Xq.25
e o Obszar "0} Obszar "0
b \ ‘ ‘
4 + . | |
x‘_\\ C
—_— e —— e — | —
e
S
2w - - | “‘m\_&
_"""_'—’-'-'_.’._F
Ry |
: : : : : ;
1 2 3 4 5 5]

Obezar "0y : A(0,3); B(4; 3); C(4; 35/11); D{0,5)

X
1

Opt. wart. funkcji celu dla
zadania PL w obszarze O,
jest spelniona dla punktu
,C” tego obszaru oraz
wynosi: 246/11=22.36.

Jako kres gomy mozemy
przyjac: w(O,) =23.

Obszar (O, jest zbiorem

pustym zatem zamykamy
go przyjmuyjac kres gomy

w(O;) = —=.

18
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metoda podziatu | ograniczen

Zbior Q. jest perspektywiczny. wiec znowu go dzielimy na dwa podzbiory

O, ,0; wzgledem zmiennej posiadajacej niecalkowite rozwiazanie optymalne

dla zadania stowarzyszonego (PL) w tym obszarze. Bedzie to zmienna - X, .

Obszar "0y ~_|E
b

12}4T

Obszar "0%
T 3

IzéSl

Obszar "O% @ A(0,3); B(4; 3)
Obszar "0y : C(0.4); D(2,2; 4), E(0,5)

H‘IF

Opt. wart. funkcji celu dla
zadania PL. w obszarze 0O,

jest spelniona dla punktu
.B” tego obszaru oraz
wynosi: 22,

Poniewaz optymalne
rozwiazanie PL dla obszaru

O, jest calkowitoliczbowe,
to:

jest to rowniez

rozwiazanie optymalne
wyjsciowego zadania PCL.

19
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metoda podziatu | ograniczen

Optymalizacji

Dyskretnej

Podzial zbioru ..(J™ na coraz mniejsze podzbiory mozna przedstawi¢ w postaci
tzw. drzewa podgialu”. Z kazdym jego wierzcholkiem (o numerze .k - tym™)

jest zwiazany:

podzbior O,

zadanie programowania liniowego PL" (dla tego podzbiom)

- o - . *
jego rozwiazanie optymalne: X

kres gorny (dolny) tego zbioru w(O, )

Dila naszego zadania drzewo jest postaci:

= 55M=25

Q

w27

x.s;y

O,

=8 M,= 30011
WD {)=26

Xy 26

m W(GE] = =i

7\:‘3

= 1T x’=2 =44 %=1
will g)=19 D:] '-"‘:':.Dgizﬂx‘:

Wi ) =23
M2l 3 iy d

o= mWo= 0

u:[r_‘:-?]-zg DT Da

& Wil = <inf

= >3 = 4
w{ﬂﬂ}-‘l?
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