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ELEMENTY TEORII GIER

TEORIA GIER jest to matematyczna teoria rozwigzywania
sytuacji konfliktowych badz wspoélpracy, w ktorych wynik uzyskany
przez jedna osobe (gracza, uczestnika gry) zalezy takze od decyzji
podejmowanych przez innych uczestnikow gry. Teoria gier nie bada
przvczyn ani genezy konfliktow — interesujg ja tvlko optymalne ich

rozwigzania.

Jak sama nazwa wskazuje, teoria gier wziela swoj poczatek z
analizy rozgrywek gier Karcianych, szachéw itp. Obecnie jej
zastosowanie jest o wiele szersze i obejmuje wiele dziedzin, w tym

nauki o zarzadzaniu.
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Podstawowe definicje 1 zaloZzenia

Pod nazwa GRY rozumie¢ bedziemy pewien sformalizowany
model sytuacji konfliktowej.

Slowo GRACZ oznacza pojedyncza osobe lub grupe osob
tworzacych koalicje (dzialajacych wspolnie, we wspolnym interesie).

Aby dang sytuacje rozpatrywac¢ z punktu widzenia teorii gier
nalezy przyjac pewne zalozenia odnosnie gry i stron konfliktu:

¢ istnieje co najmniej dwoch graczy,

¢ kazdy z graczy posiada przynajmniej dwie strategie czyli drogi
postepowania,

e w wyniku kazde) gry kazdy z graczy otrzymuje pewna wygrana
(zwang tez wyplata), ktorej wysokos¢ zalezy od strategii
zastosowanych przez wszystkich graczy. Wygrana (wyplate)
wyraza sie dla wygody w liczbach.
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TYPY GIER
Gry mozna dzieli¢ wedlug wielu kryteriow, np. ze wzgledu na:

e iloSci graczy: gry dwuosobowe 1 wieloosobowe (w przypadku
niektoryvch  gier wieloosobowych moze dochodzi¢ do
zawigzywania koalicji),

e kooperacj¢ miedzy graczami: gry kooperatywne (w ktorych
gracze moga porozumiewac sie miedzy sobg i zawierac koalicje) i
niekooperatywne (w ktorych jest to zabronione lub niemozliwe),

e charakter gry: gry o sumie zerowej (w ktorych jeden z graczy
otrzymuje dokladnie tyle ile drugi musi odda¢) 1 gry o sumie
niezerowe] (mozliwe jest np. Zze wszyscy gracze zyskuja w wyniku
rozgrywki),

e dostepna informacje: gry z pelng informacjg (gracz zna
wszystkie strategie 1 cel swojego przeciwnika) i gry z informacja
niekompletna (gracz nie wie jaki cel przyswieca przeciwnikowi),

e gry strategiczne i gry ekstensywne.
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W grach strategicznych gracze znaja nawzajem swoje strategie,
czyli wiedza, jak moga zachowaé sie inni gracze. Wyboru strategii
dokonuja jednak jednoczenie, a dokladniej czynia to nie wiedzac,
ktora ze swoich strategii wybrali przeciwnicy. Co wigcej, ustalajg oni
w ten sposob swoj plan postgpowania raz na zawsze i nie mogg go
zmieni¢ w trakcie rozgrywki. Prostym przykladem takiej gry jest
dziecigca zabawa w ""kamien-nozyce-papier"'.

W grach ekstensywnych istnieje pewna kolejno$¢ posunigé —
ogracze wykonuj swoje ruchy (tj. dokonuja wyboru strategii) na
podstawie ruchow przeciwnika. Innymi slowy mamy tu do czynienia
z ciaglym dopasowywaniem si¢ graczy do zaistniale] sytuacji. Za
przyvklad moga posluzy¢ tu szachy.
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GRY DWUOSOBOWE O SUMIE ZERO

Z. grami o sumie zerowej mamy do czynienia wszedzie tam, gdzie
interesy graczy sia dokladnie przeciwstawne, czyli tam, gdzie wygrana
(zysk) jednego gracza jest rowny przegranej (stracie) drugiego. Gry
te sluza wiec do modelowania sytuacji czystego konfliktu, w ktorych
nie ma mowy o wspolpracy miedzy graczami, ze wzgledu na wyrazna
sprzecznos< ich interesow.

Przvklad

Dwie firmy (A i B) produkuja pewien wyrob i konkuruja ze sobg
o rynek zbytu. Aby zwiekszy¢ swa konkurencyjnosé¢, firmy podjely
pewne dzialania marketingowe. Obie firmy rozwazaja 3 mozliwosci
(strategie): A; (B;) — zastosowac¢ lepsze opakowanie produktu, A, (B,)
— zwigekszy¢ naklady na reklame, Az (B3) — nieznacznie obnizy¢ cene.
Oszacowane efekty tych dzialan w postaci procentowego zwigkszenia
udzialu w rynku sprzedazy produktu dla firmy A umieszczone sa w
tabeli.
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Wybra¢ optymalng strategie¢ dla kazdej z firm zakladajac, ze
kazda z nich podejmujac decyzj¢ nie zna wyboru konkurenta.

A B B, B
A, 4 6 2
A, 2 8 0
Aj 6 -4 -2

Gry dwuosobowe najlatwiej jest przedstawi¢ w postaci macierzy
wyplat. Tak przedstawiona gre¢ nazywamy gra w postaci normalnej.
Macierz wyplat zawiera wartosci wyplat dla wszystkich mozliwych
kombinacji strategii obu graczy. W przypadku gier o sumie zerowe;j
stosuje sie zapis uproszczony — wystarczy macierz wyplat gracza A o
elementach a;; (i=1,2,...,n; j=1,2,....m; n — liczba strategii gracza A, m
— liczba strategii gracza B).
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Poszukiwanie rozwigzania gry najlepiej przeprowadzi¢ w 3
krokach:

1. Poszukiwanie rozwigzania w zbiorze strategii czystych.
2. Usunigcie strategii zdominowanych.
3. Poszukiwanie rozwiazania w zbiorze strategii mieszanych.

Strategie czyste:

e gracza A: A;, A, As,
e gracza B: B,, B,, B;.

Poszukiwanie rozwiazania w zbiorze strategii czystych.

Ogolny sposob poszukiwania rozwigzania w zbiorze strategii
czystych (punktu siodlowego) jest nastepujacy:

¢ wypisa¢ minima z kazdego wiersza i wybra¢ najwigeksze z nich:

v, =max{min{a}} (wartos¢ dolna gry)
1 ]
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o wypisa¢ maksima z kazdej kolumny i wybra¢ najmniejsze z nich:

Vg = IHJ!H{lﬂi:IK{ﬂij H (wartos¢ gérna gry)

Jezeli obie liczby s rowne (vi=vg), to gra posiada rozwigzanie w
zbiorze strategii czystych (punkt siodlowy). Gracze powinni stosowac
te strategie, ktore odpowiadaja wyznaczonemu wierszowi i kolumnie.
Jezeli wyblorg inne strategie, naraza si¢ na niepotrzebne straty.

W przykladzie istnieje punkt siodlowy (rozwiazanie w zbiorze
strategii czystych). Gracz A powinien stosowac strategi¢ A,, gracz B —
Bi;. Wartos¢ gry wyniesie wtedy: v=vy=vp=2.

ij Bl Bg B; min Aj;

A, 4 6 2 2

As 2 8 0 0

A; 6 4 2 4
max a;; 6 8 2




d GRY DWUOSOBOWE O SUMIE ZERO
ORAZ GRY Z NATURA

Poszukiwanie strategii zdominowanych.

Strategii zdominowanych (nieefektywnych, nieracjonalnych)
poszukujemy, aby uprosci¢ gr¢ (zmniejszy¢ macierz wyplat).
Strategie S, nazywamy zdominowansg przez strategie S,, jezeli:

e dlagracza A: Vj:a  <a,,
e dlagracza B: Vi:a, >a,.

Procedure znajdowania 1 usuwania strategii zdominowanych

przedstawiono dla przvkladowej macierzy wyplat.

a3 Bl Bg B3
Ay 4 2
A, 2 8 0
Ay 6 -4 -2

Strategie gracza A nie s3 zdominowane (na razie).
B; jest zdominowana przez B; (usuwamy B,).

10
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Aj jest zdominowan

B> jest zdominowana przez Bi; (usuwamy B»).

A, jest zdominowana przez A; (usuwamy A,).

aji B, B;
Ay 6 2
A 8 0
Aj -4 -2
a przez np. A; (usuwamy Asj).

Ay B, B;
Ay 6 2
A, 8 0

Aj; B3

Ay 2

Ao 0

Aj; B3

Ay 2

11
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Udalo si¢ macierz wyplat zredukowac do jednego wiersza i jednej
kolumny, czyli gra ma rozwiazanie w zbiorze strategii czystych (A,
B3). Wartos¢ gry wynosi 2.

Poszukiwanie rozwiazania w zbiorze strategii mieszanych.

Strategig mieszana dla danego gracza bedziemy nazywac liniowa
kombinacje wypukla jego strategii czystych.
Stosowane s3 na og6l w dwaoch rodzajach sytuacji:
o w przypadku wielokrotnego (niezaleznego od siebie) rozgrywania
tej samej gry,
e ody obszar zastosowania decyzji daje si¢ podzieli¢ na wystarczajaco
wiele obszarow czesciowych.
Optymalnym rozwiazaniem gry bedzie strategia mieszana, gdy
gra nie ma punktu siodlowego.

Przyjmijmy NOWA macierz wyplat w analizowanym przykladzie.

12
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A B, B, B;
Ay 2 4 6
A, 3 1 4
Aj 2 3 3

Gra nie ma rozwigzania w zbiorach strategii czystych (v,=2, vg=3).
Usuwamy strategie zdominowane (A3 jest zdominowana przez A,, B;
jest zdominowana przez B)).

ﬂ'ii B 1 B 2
A 2 4
A, 3 1

Szukajac optymalnych strategii mieszanych mozna wykorzystac
metody 1 techniki programowania liniowego.
Oznaczenia:
P; — cZ¢stosS¢ stosowania przez gracza A strategii A, i=1,2,
q; — czestos¢ stosowania przez gracza B strategii B;, j=1,2.

13
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Zadanie znalezienia optymalnej strategii mieszanej dla gracza A
(czestosci p;) mozna przedstawi¢ nastepujaco:

Vv — max
2p, +3p, = v,
4p, +1p, = v, (1)
P, +p, =1,
P:,p, 2 0.
Jezeli dokonamy podstawienia: x, = % (przy zal. v>0), to (1) mozna

zapisac¢ nastepujaco:

1

— =X, +X, - min

‘.:'

2x, +3x, 21, (2)

4x, +1x, 21,

X;.X, = 0.

14
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Rozwigzanie (2): x;=0,2, x,=0,2, v=2.5.

Stad latwo wyznaczyc¢: p;=0,5, p,=0,5.

Czyli gracz A powinien stosowac strategie A; 1 A, z czestoscig 0,5 oraz
nie stosowac strategii A; (zdominowana). Minimalna jego wyplata
(Srednia) wyniesie wtedy 2,5.

Podobnie postepujemy dla gracza B. Zadanie znalezienia
optymalnej strategii mieszanej dla gracza B (czestoSci ;) mozna
przedstawic nastepujaco:

vV — min

2q, +4q, < v,

3q, +1q, <v, (3)
q,+q, =1,

qQ;,q, 2 0.

Jezeli dokonamy podstawienia: y; = 3 (przy zal. v=>0), to (3) mozna
‘_.‘"

zapisac¢ nastepujaco:

15
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—=y,+y, > max
"':"

2y, +4y, <1, 4)
3y, +1y, <1,

Y1,¥, 2 0.
Rozwigzanie (4): y1=0,3, v,=0,1, v=2.5.
Stad latwo wyznaczy¢: q;=0,75, q,=0,25.
Czyli gracz B powinien stosowac¢ strategie B; z czestoscig 0,75 i
strategie B, z czestoscia 0,25 oraz nie stosowaé strategii B;
(zdominowana). Maksymalna jego wyplata (Srednia) wyniesie wtedy
rowniez 2,5.

16
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GRY Z NATURA

Gry z naturg rozgrywane sa przy zalozeniu pasywnej postawy
L E L w w -t
drugiego z graczy, ktoremu wynik gry jest obojetny.

Przvklad

Inwestor ma podjac decvzje D; (i =1, 2, 3, 4), jaki typ zakladu
uslugowego ma uruchomi¢. Dla kazdego typu zakladu oszacowano
przewidywany zysk a;, jaki osiagnie sie¢ w wyniku eksploatacji
zakladu przy réznych stanach §; (j = 1, 2, 3) przyszlego popytu
(pesymistycznym — S;, przecigtnym — S,, optymistycznym — S3). Dane
umieszczone sa w ponizszej tabeli.

ay; S S» S3
D, -20 15 50
D, -10 25 40
D -5 10 20
Dy 5 5 25
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Decydent moze Kkierowac¢ si¢ np. 4 ponizszymi Kryvteriami
podejmowania decyzji w  warunkach niepewnosci: Walda
(maksyminowe), Hurwicza, Bayesa i1 Savage’a.

1. Kryterium Walda (maksyminowe)

Zigodnie z tym kryterium nalezy wybra¢ taki wariant
dzialalnosci, ktory przy najmniej korzystnym stanie natury pozwala
osiagnac najlepszy wynik. Jest to regula asekurancka, regula gracza
ostroznego, ale intelicentnego.

2 = max{min{a;}} > D,
i i

aj S1 Sy S; |min{a;}
D, -20 15 50 -20
D> -10 25 40 -10
D; -5 10 20 -5

W naszym przykladzie inwestor Kkierujac si¢ Kkryterium Walda
powinien podjac decyzje Dy.

18
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2. Kryterium Hurwicza

Jest to kryterium kompromisowe miedzy skrajnym pesymizmem a
skrajnym optymizmem. Wprowadza si¢ w nim tzw. wspolczynnik
ostroznosci y(0<y<1), ktory okresla, w jakim stopniu podejmujacy

decyzje jest pesymista.

a, = max{ymin{a,j + (1 -y)max{a,}; > D,
i ] ]

W naszyin przykladzie inwestor kierujac si¢ Krvterium Hurwicza
przy wspolczvnniku ostroznosci 0,4 powinien podjac decvzje D,.

-lI- ‘ ‘ S3 miu{ail-} mﬂx{ail} Ay

D, | -10 | 23 40 -10 40 20
D, -5 10 20 -5 20 10
D, 5 S 25 5 25 17
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3. Kryterium Bayesa

W tym Kkrvterium przyvjmuje sie, ze wszystkie stany natury sa
jednakowo prawdopodobne (mozemy wiec mowi¢ o neutralnym
stanowisku w kwestii przyszlvch warunkow dzialalnosci) i wyznacza sie
wartos¢ srednia wynikow dla kazdej decyzji. Optymalna jest ta decvzja,
dla ktorej sredni wynik jest maksymalny.

] m
a, = max{a; } =max{—> a;;} —> Dy
i i mja

W naszvin przykladzie inwestor kierujac si¢ Kryvterinm Bavesa
powinien podjac decyzje D,.

ajj S1 S> S3 a,
D, -20 15 50 15
D, -10 25 40 18.3
D; -5 10 20 8.3
D, 5 5 25 11,7
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4. Kryterium Savage’a

W tym Kkrvterium nie ocenia si¢ wynikow podjetych decvzji, lecz
skutki (straty) wynikajace z niepodjecia decvzji, ktora przy danym stanie
natury bvlabyv najlepsza. Wvznaczenie decvzji optymalnej odbywa sie w
dwoch etapach. W pierwszym tworzymy macierz ,.Zalu” (wzglednych,
relatywnych strat), w Kktorej znajduja si¢ roznice by miedzy
maksyvmalnym do osiagniecia wynikiem w warunkach S; a wynikiem
uzyskanym w razie podjecia decyzji D;.

djj S] Sg 53
D, -20 15 S
D, -10 235 40
D; -5 10 20
Dy S S 25
mMax aj; 5 25 S0
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W etapie drugim, w tak okreslonej macierzy wzglednych strat
poszukuje si¢ elementu maksymalnego w kazdym wierszu, a nastepnie
wiersza, w ktorym warto$c ta jest najmniejsza.

b, = min{max{b,}; - D,
1 |

bj | S1 | Sy | S; |max{b)
D, [ 25 | 10 | 0 25

D: | 10 | 15 | 30 30
D, | 0 | 2 | 25 25

W naszym przykladzie inwestor kierujac si¢ kryterium Savage’a
powinien podjac decyzje D..
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