Wybrane rozklady dyskretne cech statystycznych

rozklad dwumianowy oraz rozklad Poissona

(literatura: Ostasiewicz, Rusnak, Siedlecka. Statystyka elementy teorii i zadania.
Wydawnictwo AE we Wroctawiu, Wroctaw 1999 (2006 — wydanie 6) — rozdziat 5

Przyklad 1. Funkcja rozktadu prawdopodobiefistwa (x;,p;) dla dyskretnej zmiennej losowej X podany jest
w tablicy:

(i) 1 [ 2134

Warto$¢ zmiennej (x;) -1 0 1 2

Prawdopodobienstwo (p;) | 0,2 | 0,2 | 0,4 | 0,2

a) Narysowac¢ wykres (histogram) rozktadu prawdpopodobienstwa dla tej zmiennej losowe;.
b) Wyznaczy¢ dystrybuantg zmiennej losowej X oraz narysowac jej wykres.

c) Obliczy¢ warto$¢ oczekiwang oraz wariancje dla zmiennej losowej X.

d) Zanalez¢ modalng oraz mediang zmiennej losowej X.

Ad a) Histogram rozktadu przedstawia rysunek (rys. 1)
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Rys. 1. Funkcja rozktadu prawdopodobienstwa skokowej (dyskretnej) zmiennej losowej X.

gdzie: Yt p =1

Adb)

Dystrybuante zmiennej losowej X wyznaczymy ze wzoru F(x) = X y,<x) Pi-

Zatem

Dlax < =1 (x € (—oo,1]) warto$¢ dystrybuanty wynosi F(x) = 0

Dla x € (—1,0] warto$¢ dystrybuanty wynosi F(x) = p; = 0,2.

Dla x € (0,1] warto$¢ dystrybuanty wynosi F(x) = p; +p, = 0,2+ 0,2 = 0,4.

Dla x € (1,2] warto$¢ dystrybuanty wynosi F(x) =p; +p, +p; =0,2+ 0,2+ 0,4 =0,8.



e Dlax> 2 (x € (2,+»)) warto$¢ dystrybuanty wynosi F(x) =p; + p; + 1 + ps = 1.
Ostateczna funkcja dystrybuanty rozktadu badanej statystyki ma postac:

(0 dla x< -1

02 dla —-1<x<0
F(x)=404 dla 0<x<1

08 dla 1<x<2
kl dla x> 2

Wykres dystrybuanty przedstawia rysunek (rys. 2).
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Rys. 2. Dystrybuanta rozktadu prawdopodobienstwa dla skokowej (dyskretnej) zmiennej losowej X.

Adc¢)

Wartos¢ $rednia (oczekiwana) dla rozwazanej statystyki (zmiennej losowej) dyskretnej X wyznaczamy ze wzoru:
Elx] =% = ¥i5' x; + py

Zatem E[x] = —-1%024+0x02+1%0,44+2%0,2=0,6

Wariancje dla rozwazanej statystyki (zmiennej losowej) dyskretnej X wyznaczamy ze wzoru:

VIx] = LIS — E[x])? + p;

Zatem V[x] = (-1 —-0,6)2*0,2+ (0 —0,6)2% 0,2+ (1 —0,6)> x0,4 + (2 —0,6)? % 0,2 = 1,04
Odchylenie standardowe wyniesie wtedy: a[x] = \/m =+/1,04 = 1,02.

Wariancj¢ mozemy policzy¢ takze z innego rownowaznego wzoru:

V[x] = X5 x,2 * p; — E[x]? = 1,4 — 0,62 = 1,04 — co daje ten sam wynik.

Ad d)

Modalna dla rozktadu statystyki X istnieje i wynosi M, = x; = 1, dla ktérej prawdopodobienstwo realizacji jest
najwigksze (wynoszace 0,4).

Mediang rozktadu nazywamy warto§¢ zmiennej X spetniajaca tacznie uktad nieréwnosci (warunkow):

P(X <x) 2 ;oraz P(X 2 %) > 3.

Zatem M, = x3 = 1, gdyz P(X < 1) = =>~oraz P(X = 1) = = > .



Przyklad 2. Wiadomo, ze 25% wszystkich szkod zgtaszanych do PZU przez firmy transportowe stanowig kolizje
i zdarzenia drogowe. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wsrod zgloszonych 10 szkdd liczba kolizji bedzie:

a) réwnas

b) wigksza niz 2

¢) nie przekroczy 4

d) nie mniejsza niz 4 i nie wigksza niz 6 ?

e) Obliczy¢ warto§¢ oczekiwang i wariancje dla zmiennej losowej X

Zmienna losowa (statystyka) X ma rozktad dwumianowy, gdzie X = k — oznacza liczbe (tzw. sukcesow) szkod
bedacych kolizjami drogowymi w wilokrotnym powtorzeniu pewnego zdarzenia losowego (identyfikacjoi rodzaju
szkody zgtaszanej do PZU).

W naszym przypadku liczba powtdrzen doswiadczenia losowego (n=10) — liczba zgloszonych szkod.
Prawdopodobienstwo sukcesu p = 0,25 (szkoda byta kolizja), za§ prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego
(porazki) ¢ = 1 — p = 0,75 — inny rodzaj szkody zgloszonej do PZU.

Zatem rozktad badanej (modelowanej) zmiennej losowej o rozktadzie dwumianowym jest nastepujacy:

X ={x; =k}=1{0,1,2,..,10}, z prawdopodobienstwem p; = P(X = x; = k) = B(n,p, k) = (Z) * pk x gk,
p+tq=1

Wyznaczmy prawdopodobienstwa rozktadu:

10

p1=P(X =x,=0) = B(10;025;0) = (7,

) *0,25% 50,7510 = 151 0,751 = 0,056
p, =P(X =x,=1)=B(10;0,25;1) = * 0,25 % 0,751°-1 = 0,188.
ps = P(X = x; = 2) = B(10;0,25;2) = % 0,252 % 0,7510°2 = 0,282.
ps = P(X = x, = 3) = B(10;0,25;3) = % 0,253 % 0,753 = 0,250.
% 0,25% % 0,7510-% = 0,146.
pe = P(X = x; = 5) = B(10;0,25;5) = % 0,255  0,7510-5 = 0,058.
p; = P(X = x; = 6) = B(10;0,25;6) =
pg = P(X = x5 = 7) = B(10;0,25;7) = % 0,257 % 0,7510-7 = 0,003.

(
(
(
(
ps = P(X = x; = 4) = B(10;0,25;4) = (
(
(
(
(19 +0,25% « 0,751 = 0,0004.

)
)
)
p ) 0,256 + 0,756 = 0,016,
)
)

po = P(X = xo = 8) = B(10;0,25;8) =

pro = P(X = x;9 = 9) = B(10;0,25;9) = 190) £ 0,259 * 0,7510-9 = 0,00003.

10

P = P(X = xy; = 10) = B(10;0.25;10) = (

) % 0,251 « 0,7510-10 = 0.000001.



Funkcja dystrybuanty rozktadu badanej statystyki ma postac:

0 dla x<0

0,056 dla 0<x<1
0,244 dla 1<x<2
0,526 dla 2<x<3
0,776 dla 3<x<4

0,922 dla 4<x<5
0,980 dla 5<x<6
0,996 dla 6<x<7
0,9995 dla 7<x<8
0,99997 dla 8<x<9
0,999999 dla 9<x<10
\1 dla x> 10

F(x) =1

Rysunek (rys. 3) przedstawia funkcj¢ rozkladu prawdopodobienstwa, za$ rysunek (rys. 4) dystrybuantg rozktadu
badanej statystyki X.
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Rys. 3. Funkcja rozktadu prawdopodobienstwa analizowanej zmiennej losowej X o rozktadzie dwumianowym.
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Rys. 4. Dystrybuanta rozktadu prawdopodobienistwa analizowanej zmiennej losowej X o rozktadzie dwumianowym.



Szukane prawdopodobienstwa wynosza:

Ad a)

pe = P(X = x¢ =5) = B(10; 0,25;5) = 0,058 (5,8%)
Adb)

Skrzystamy ze zdarzenia przeciwnego

P(X>2)=1-P(X<2)=1-PX=0)—P(X=1)—P(X=2)=1-0,056—0,188 — 0,282 = 0,474
(47%).

Adc)

PX<4)=PX=0)4+PX=1)4+PX=2)+PX=3)+PX =4)=0,922(92%)

lub inaczej - skorzystamy z warto$ci dystrybuanty:

PX<4)=F4)+PX=4)=0,776+ 0,146 = F(5) = 0,922.

Ad d)

P(4<X<6)=PX=4)+P(X=5)+P(X =6)=0,146+ 0,058+ 0,016 = 0,22 (22%).
lub inaczej — oszacujemy szukane prawdopodobienstwo korzystajac z wartosci dystrybuanty:
P(4<X<6)=F(6)—F(4) =0,980—-0,776 = 0,2 (20%)

Ade)

Warto$¢ oczekiwana wynosi:

n=11

E[x] = Z Xi*p; = 2,5

i=1
Wariancja wynosi:

Vx] = X511 (x; — E[x])? = p; = X151 %2 = p; — E[x]? = 8,125 — 2,52 = 1,875.

Odchylenie standardowe wynosi zatem: o[x] = /V[x] = /1,875 = 1,37.

Przyklad 3. Oszacowano, ze w 1999 roku 3% samochodéw w Polsce mialo zainstalowane katalizatory. W
pewnym dniu stacja benzynowa obstuzyta 200 samochodéw. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze:

a) 2 samochody miaty katalizatory

b) wigcej niz 2 samochody miaty katalizatory

¢) zaden samochod nie miat katalizatora

d) nie wigcej niz 3 samochody miaty katalizatory ?

Statystyka X=k — liczba obstuzonych samochodéw na stacji benzynowej, ktére miaty katalizator ma oczywiscie
rozktad dwumianowy Bernoulliego B(n,p,k), gdzie: n=200, p=0,03 — prawdopodobienstwo, ze obstugiwany
samochod ma katalizator,q = 1 —p = 1 — 0,03 = 0,97 — prawdopodobienstwo, ze nie ma katalizatora.

Jednak przy tak duzym n=200 nie daloby si¢ wyznaczy¢ takich prawdopodobienstw bezposrednio ze wzorow dla
rozktadu dwumianowego. Wiemy jednak, ze dla duzych n (n > 20,n — o), gdy mamy zachowany staly iloczyn
n*p =morazp < 0,2 (nieduze), to rozktad dwumianowy mozemy przybliza¢ innym rozktadem dyskretnym, a
mianowicie rozkladem Poissona (z parametrem m — ktory jest dla niego wartos$cig oczekiwang - $rednig oraz
wariancja).



Zmienna losowa dyskretna posiada rozktad Poissona z parametrem ,,m”, gdy przyjmuje wartosci:
X=k=0123,..

z prawdopodobienstwem:

k
P(X=k)=%*e‘m

Dla naszego przyktadu mozemy przybliza¢ analizowany rozktad dwumianowy rozktadem Poissona z parametrem
m=nx*p=200%x0,03 =6.

Dla granicznego rozktadu Poissona policzmy prawdopodobienstwa rozktadu dla kilku poczatkowych wartosci ,.k”:

P(X = k =0) =% %2,717376 =0,0025
PX=k=1)= j—l* 2,717376 =0,015
P(X =k =2) = £« 2,717375 =0,045
PX=k=3)= 63—?* 2,717376 =0,089

P(X =k =4) = £ 2,717376 =0,134

65
P(X =k =5)=;+271737° = 0,161

66
PX=k=6)= o 2,717376 = 0,161

67
P(X=k=7)==;+271737 = 0,138

68

P(X=k=8) = 2,717376 = 0,103
69

PX=k=9)= ot 2,717376 = 0,069

10

6
PX=k=10)= ﬁ* 2,71737% = 0,041

20
P(X =k =20) = Z—O % 2,717376 =0,000004

Rysunek (rys. 5) przedstawia histogram rozktadu prawdopodobienstwa granicznego rozktadu Poissona z
parametrem m = 6.
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Rys. 5. Funkcja rozktadu prawdopodobiefistwa analizowanej zmiennej losowej X o rozktadzie Poissona (m = 6)
Szukane prawdopodobienstwa oszacowane na podstawie granicznego rozktadu Poissona wynosza:

Ad a)

P(X = 2) = 0,045 (4,5%).

Wartosci rozktadu Poissona (dystrybuanty tego rozktadu) sa stablicowane w tablicach statystycznych (np. Tablica
V — na koncu ksigzki: Ostasiewicz S. (red.), Statystyka elementy teorii i zadania, str. 384).

Podane tam sg skumulowane wartoéci prawdopodobienstwa: P(X < k) = Y¥_, 7:—: xe M,

Korzystajac z tablic mamy: P(X =2) = P(X <2) —P(X < 1) =0,062 — 0,017 = 0,045 (4,5%)

AdDb)

Skorzystamy ze zdarzenia przeciwnego oraz tablic skumulowanego rozktadu Poissona:
PX>k=2)=1-PX<k=2)=1-[PX=0)+PX=1)+PX=2)]=1-0,062 = 0,94 (94%).
Adc)

Z tablic lub ze wzoru: P(X = k = 0) = 0,002

Add)

Z tablic lub ze wzorow: (X <k =3)=PX =0)+PX=1)+P(X =2)+P(X =3) =0,151.

Policzmy jeszcze podstawowe parametry badanego rozktadu. Warto$¢ oczekiwana dla analizowanego rozktadu
Poissona wynosi E[x] = m = 6, za$ wariancja rowniez wynosi V[x] = m = 6, zatem odchylenie standardowe
jest rowne o[x] = \/V[x] = V6 = 2,45. Zatem $rednia liczba samochodéw z katalizatorem obshugiwanych na
stacji benzynowej to 6 z odchyleniem +2,45 samochodu.

Zadania do samodzielnego rozwiazania (Ostasiewicz S. [red.], Statystyka elementy teorii
i zadania, str. 185-193): Zad. 5.5, 5.6, 5.10, 5.45



