ZAGADNIENIA

OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ



 Zadania optymalizacji nieliniowe] — zagadnienia
ogolne

Ogdélny problemem optymalizacji nieliniowej (programowaniem nieliniowym) nazywamy

zadanie decyzyjne postaci:

f(xl:...:xnjﬁmax(nﬁn)
g (x,nx,)—c; =0 dla (j=1..,r);

@ {g(rl.....rn)—cfo dla (j=r+1,...m):

x=0.x, =0,..x, =0.
gdy funkcja celu f(x)=f(x,..x,), lub chociaz jeden z warunkéw ograniczajacych:
g (x)=g’(x.....x,) jest funkcja nieliniows.
Jezeli w zadaniu (1) warunki ograniczajace nie wystepuja, a funkcja celu jest postaci
nieliniowej, to zadanie takie nosi nazwe optymalizacji bezwarunkowej (problemu bez
ograniczen).

Zaktadamy. ze funkcje: f.g’ - sa funkcjami ciggltymi.

Niech Dc R" bedzie zbiorem wypuklyvm, funkcje o wartosciach rzeczywistych nazywamy
funkcja wypukla w zbiorze D, jezeli dla dowolnych x'.x’ €D oraz dowolnego o <[0.1]
zachodzi nierdwnos¢:

f[a’xl+(1—a)xJ]Sa'f(xlj—l-(l—cxjf(xzj

Jezeli x¥' #x” 1 o= (0,1) oraz speliona jest nierownos¢é:

f[a'xl +(1—a)x’ ] <of(x")+(1-a)f(x*). to funkcje f — nazywamy §cisle wypukia

Funkcja f(x) jest funkcja wklesia jesli funkcja —f(x) - jest wypukta (i odwrotnie).

Funkcja f(x) jest funkcja sciSle wklesta jesli funkcja —f(x) - jest Scisle wypukla
(i na odwrot).



 Zadania optymalizacji nieliniowe] — zagadnienia
ogolne

Zalozmy, ze funkcja f — jest rozniczkowalna w R”, wektor Vf(x,) = { ﬁ@f‘ , g ff J -

éx, Ox, x,
nazywa si¢ gradientem funkcji f w punkcie x, - wskazuje kierunek., w ktorym przyrost
wartodcei funkeji jest najwickszy.

Zatdézmy, ze funkcja f — jest dwukrotnie rézniczkowalna w R”, to macierz:

-
L

& f & f
xfx, | oxlx,
Vif(x,)=| .. - nazywa si¢ Hesjanem funkcji
& f & f
x Ox,  Oxfx,

Funkeja jest wypukla w otwartym (niezawierajacym punktow brzegowvych) zbiorze D wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego x £ D - Hesjan jest nieujemnie okreslony.

Funkcja jest scisle wypukla w otwartym (niezawierajacym punktow brzegowych) zbiorze D
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x £ D - Hesjan jest dodatnio okreslony.

Macierz kwadratowa A =|:ar'_j:| . nazywamy dodatnio okreslona. gdy: M, =a, >0,
: KR
a, ... a,

}ﬂ]:...: M, =det| ... .. .. |[>0
a a

nl ]

a; 4y
M, = det
a4, 4

ka

Macierz nazywamy ujemnie okreslona, gdy: M, <0,M, > 0,M, <0,...
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Problemy optymalizacji nieliniowe] dzielimy ogdlnie na:
e problemy programowania wypuklego
- Minimalizacja funkcji celu wypuklej. lub maksymalizacja funkcji celu wkleste
- zbiér warunkoéw ograniczajacych jest zbiorem wypuklym
Niech funkcje: f.g’;j=L..m,h';j=L...m, - sa funkcjami wypuklymi, wtedy

mozna udowodni¢, ze zbiory ograniczone warunkami: g’(x;....,x,)—c, <0 oraz
n (xl,...,xn)—cj =0 sa zbiorami wypuklymi. Poniewaz czes¢ wspdlna zbiorow

wypuklych jest zbiorem wypuklym, wiec zadania programowania wypuklego przyjmuja

postac:
Sf(x,....x,) = min
lub
—f(x,.....x,) = max
Przy warunkach:

{g\)(rl--rnj{—:‘] dla U=1--FTT1J-
B (300s%,)=0 dla (=L..m,);
1_1:1 =0.x,=0,..x, =0.

e problemy programowania niewypukiego
problemy decyzyjne nieliniowe, ktore niespelniang warunkow programowania wypuklego
nazywamy zadaniami programowania niewypukiego
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Szczegdlnym przypadkiem zadan programowania wypuklego jest programowanie
kwadratowe.

Zaklada on, ze funkcja celu jest wypukla funkcja kwadratowa, zas funkcje g’ (X, X,)

z warunkow ograniczajacych sa funkcjami liniowymi (a wiec tworza obszar wypukly).
Zadanie programowania kwadratowego przyjmuje postac:

1 )
cx + E xT Ex — min

Ax=b

x=0

X=X, ...,xn:r - wektor kolumnowy zmiennych decyzyjnych

ﬂn] - wektor wierszowy wspolczynnikow funkeji celu skladnika liniowego

b= bl, ...,bm:r - wektor kolumnowy wyrazéw wolnych

A= [al.. ; ] - macierz wspolezynnikow warunkow (po lewej stronie warunkow).
FE

E= |:E.~' r.] - macierz ujemnie okreslona — wspoélezynnikow skladnika kwadratowego (co
W _lin

gwarantuje wypuklosc sktadnika kwadratowego funkcji celu)
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Dla zadah optymalizacji nieliniowej w postaci kanonicznej (warunki ograniczajace
w postaci rownosci) mozemy w ogdlnym przypadku zastosowadé metode tzw. czynnikdow
nieoznaczonych Lagrange’a.

W metodzie tej zamiast poszukiwaé ekstremum warunkowego postaci:
S (x.0x, ) — max(min)

(2) g"f(x1:---:xn)—fj=0 dla (_f:]..r”).
,=20x,20,.x,=20.

poszukujemy ekstremum bezwarunkowego dla tzw. funkeji Lagrange’a utworzonej w oparciu
o wyjsciowa funkeje celu f(X) poprzez wlaczenie do tej funkeji warunkéw ograniczajacych
z odpowiednimi (sztucznie wprowadzonymi) czynnikami nicoznaczonymi (zakladamy, ze
m<n).

Dla zadania programowania nieliniowego w postaci kanonicznej (2) funkeja Lagrange’a ma
postacd:

L(X;ﬁ"j =L(x1:"':xn;ﬁ*1:"':ﬁ"'mj =f(x1:"':xn)+zj~:j I:Cj_gj(xlr"':xn)]
J=1

Warunek konieczny istnienia ekstremum warunkowego zadania jest nastepujacy:
zerowanie si¢ pochodnych czastkowych funkeji Lagrange’a:

&L
oA ;

=c¢;, - g’ (x.0x,)=0; dla (j=1,....m);
(*)

éL & ™ dg’
= A 2 A =
ox, ox, =

I
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ogolne

Warunek dostateczny istnienia ekstremum warunkowego zadania (2)
w postaci kanonicznej jest nastepujacy:

m .
L= (X, X))+ 24, [cj . g‘(xl,...,xn)] - Funkcja Lagrange’a (m<n)
j=1
Hesjan . T g,-_agj_L L
3 ! 1 1 - T g TP
obrzezony b 0 0N i g g; g, OX; OX,0X,,
C 2 2 2
P & & | & H,
Dla maksimum funkcji f -
— b o .0 e | g™ warunkiem dostatecznym jest,
L Sthe S S aby (HLHL | =]
E— E— or . or 1 Ll]_ 7 o Ll . i _
11 “12 =l " zmienialy znak (dla |H, | znak
m ! - . m+1
g, & g; ! L, L, |.. L, taki jak (=1)"")
Dla minimum funkcji f -
ol ol o™ I I I warunk_lem dostatecznym jest,
Sn  ©On Sno Tl nz v nn aby mialy one ten sam znak

(i to taki jak dla (-1)") =



J WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZACE
PROBLEMOW OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ

Przyvklad - 2
Przedsiebiorstwo przemystowe korzysta z dwoch rodzajow bocznic: wlasnej
1 dzierzawionej od PKP.
Koszty (w tys. zl) zwigzane z postojem wagonow mna bocznicach wyraza
nastepujaca funkcja kosztow:
f(t,t,)=0,25t7 + 31, + 0,5 + 41,
gdzie:
t, - czas trwania wyladunku (w dniach) na bocznicy wlasnej,

t, - czas trwania wyladunku (w dniach) na bocznicy PKP.

Pociagi towarowe wozace surowce do przedsiebiorstwa maja w swym skladzie
100 wagonow.

Dzienna zdolnos¢ przeladunkowa bocznicy wlasnej wynosi 10 wagonow,
a bocznicy PKP 20 wagonow.

— Jak rozdzieli¢ wagony pomiedzy bocznice, aby koszt postojowego byl
mozliwie najnizszy ?

— Podackoszt postojowego przy optymalnymrozdzieleniu wagonéw pomiedzy
obie bocznice.
Uwaga: zakladamy, ze z wyladowanych wagonow formuluje sie skitad, ktory
moze odejs¢ dopiero wtedy, gdy wszystkie wagony sa oproznione. Tym
samym postojowe liczy si¢ do momentu wyladunku ostatniego wagonu na
kazdej z bocznic.

— Ile dni wobec tego bedzie trwal wyladunek wagonoéw na bocznicy wlasnej
aile na PKP ?




J WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZACE
PROBLEMOW OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ

Matematyvczny model problemu decvzyjnego:

Zmienne decyzyjne: 7,1, =0
Funkcja celu: f(f,z,)=0,25¢ + 3¢, +0,5¢; +4t, —> min
Warunki ograniczajace:
10z, +20t, =100 < g(t,.1,) =1, + 21, =10
{fi =0,t,=0

Funkcja Lagrange'a:
F(t.t,,2)= f(i.,,) + A[10—1, - 2¢, | > min

Pochodne czastkowe z funkcji Lagrange'a wzgledem zmiennych decyzyjnych:

"\E -\L .-\L
L o10-1-26,, Z=05t+3-4 Lor+4-22
Y] " or,

Warunki konieczne istnienia ekstremum funkcji Lagrange'a:

oL

?ﬁ 10-1,-26,=0 [t =2

<%:0 10,5t +3-A=0<> 1, =4

(3‘1 +

t,+4-22=0 _4

oL : A
—0

kﬁfﬁ




J WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZACE
PROBLEMOW OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ

Warunki dostateczne istnienia ekstremum funkcji Lagrange'a:
Pochodne czastkowe drugiego rzedu wzgledem zmiennych decyzyjnych:

OL_2 (05t+3-2)=05
oy o
D—{E:i(r1+4—u):1
al o,
OL _ 9L _ 9 o51,+3-2)=2 (1, +4-22)=0
otor, oot o, or,
at, | ét
Hesjan obrzezony:
0 1 2
|H|=|H,|=]1 0.5 0
2 0 1

Dla zadania na minimum z m =1 warunkami ograniczajacymi wymagane jest,
aby tylko jeden minor |H,|=|H| réwny wyznacznikowi glownemu miat znak
taki jak (—1)" =-1<0.

Latwo sprawdzi¢ ze wartos¢ wyznacznika (obliczona np. stosujac rozwiniecie
Laplace'a wzgledem 1 wiersza wynosi):

0o 1 2
0,5 0 .1 0 1 0,5
f|=|| =1 0.5 0=0-(-D" " el (- 2 (D" =
‘ 5 o0 1 0 1 2 1 2 0

=—1-(1-0)+2-(0-2-0,5)=-1-2=-3<0




LINIOWE MODELE
OPTYMALIZACJ]
DYSKRETNEJ



d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
wprowadzenie w tematyke zagadnien

Istnieje bardzo wiele sytuacji decyzyjnych, ktorych nie mozemy opisac
uzywajac tyvlko wylacznie zmiennych ciaglych.
Wynika to z niecigglosci  pewnych rozwazanych  procesow
ekonomicznych:
e pracownika mozna przydzielic tylko do jednego z kilku dostepnych
stanowisk pracy:
e projekt inwestycyjny bedzie przyjmowany do realizacji lub nie:
e zaklad produkcyjny bedzie lokalizowany w jednym z mozliwych punktow
lokalizacji lub tez nie;

We wszystkich przytoczonych sytuacjach decyzyjnych wymagamy. aby
wszystkie (lub cho¢ jedna zmienna decyzyjna). sposrod tych ktore mamy
wyznaczy¢ przyjmowaly wartosci tzw. dyskrefne (np. ze zbioru liczb
calkowitych: x € Z. lub ze zbioru liczb binarnych: x € {0.1}).

Zagadnienia decyzyjne, w ktorych przynajmniej jedna zmienna decyzyjna
przyymuje wartosci dyskretne nazywamy — dyskretnym zagadnieniem
decyzyjnym. a ich matematyczne modele — dyskrefnym zadaniem decyzyjnym
(DZD).

12



d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej

wprowadzenie w tematyke zagadnien

Interesowac nas beda obecnie tylko takie dyskretne problemy decyzyjne,

w ktorych zarowno funkcja celu jak 1 warunki ograniczajace sa postaci liniowe;
— zadania programowania dyskretnego - liniowego (PDL). Wsrod tego typu
zadan wyroznia sie trzy podstawowe grupy:

zadania programowania calkowitoliczbowego - liniowego (PCL)
zadania programowania binarnego — liniowego (PBL)
zadania programowania mieszanego — liniowego (PML)

13



d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretne] -
wprowadzenie w tematyke zagadnien

Zbior rozwiazan dopuszczalnych D7 zadania programowania
dyskretnego — linlowego jest zawsze zbiorem niespomnym (np. dla zadania
programowania calkowitoliczbowego z dwoma zmiennymi - bedzie to zbior
punktow o wspolrzednych calkowitych znajdujacych sie w pewnym wieloboku).
Nieciaglos¢ zmiennych decyzyjnych powoduje, ze zadania tego typu sa
trudniejsze do rozwiazania, niz zwykle zadania programowania liniowego.

-




d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przykiad dyskretnego problemu decyzyjnego

« Zagadnienie optyvmalnego przydzialu

Istnieje mozliwos¢ obsadzenia ..n”" — stanowisk roboczych (1 = 1.2.....n) przez
.7 — 0s6b (pracownikow) (3 = 1.2....n). Znane sa efekty pracy ] — tego
robotntka na 1 — tym stanowisku pracy (macierz efektow pracy -

Efekty te moga by¢ oceniane pozytywnie (wydajnosc¢ pracy, wartos¢ produkcii
w przeliczeniu na jednostke czasu) lub negatywnie (liczba brakéw, czas
wykonania pracy. koszty zwiqzane z praca).

Nalezy dokonac takiego przydzialu pracownikow do poszczegolnych stanowisk
pracy, tak aby zminimalizowa¢ negatywne lub zmaksymalizowacé pozytywne
efekty pracy dla calego zespohu (zakladu pracy).

Zaklada sie ponadto, ze kazde stanowisko pracy moze by¢ obsadzone tylko
przez jednego pracownika. a tym samym kazdy pracownik moze pracowac tylko
na jednym stanowisku.

Oznaczenia:
‘ _— 1A . ) )
Oznaczmy przez JLI.__J. = [.TI._J.:II.J. =1.2.....n - maclerz zmiennych decyzyjnych.

ktora jest postaci:
{1. gdy j- ty pracownik jest przydzielony do1 - tego stanowiska

X, |
" 0. w przeciwnym wypadku




d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przykiad dyskretnego problemu decyzyjnego

Model matematvezny:
Problem ten mozna przedstawi¢ za pomoca nastepujacego liniowego zadania
programowania binarnego (PBL):

(fll]lk[‘j a celu)

f(x, ;)= Z Zu} | * X, ; — max(min)

i= ].J—].

(warunki ograniczajace)
R
QX =L i=12....n
7=l

(kazde stanowisko jest obsadzone tylko przez 1 pracownika)

Yx =L j=12..n
i=1

(kazdy pracownik jest przydzielony tylko do 1 stanowiska)

L
X, = {0 1.]=1.2,...n

16



d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przykiad dyskretnego problemu decyzyjnego

Kazde rozwiazanie bazowe dopuszczalne (tym samym optymalne) to macierze
postaci (dla n=5):

01 00 0
000 01
X=[0 001 0
1 00 0 0
001 00

(w kazdym wierszu oraz w kazd:ej kolumnie jest tylko jedna jedynka).

Zadanie optymalnego przydzialu. mimo ze jest klasycznym problemem
programowania dyskretnego. to moze Dby¢ rozwigzane metodami
programowania liniowego — algorvtmem simpleks (co jest bardzo
pracochionne). Istnieje jednak  stosunkowo prosty i skuteczny algorytm
postepowania — algorytm wegierski (oparty na twierdzeniu wegierskiego
matematyka - Denesa Koniga). ktory mozna zastosowac do rozwiazywania
zadan optymalnego przydziahu.

17



O Lintowe Modele

Optymalizacji

Dyskretne]

przykiad dyskretnego problemu decyzyjnego

Przyklad: W pewnym magazynie pracuje 3 pracownikow magazynowych: P1,
P2, P3, ktérzy moga wykonywac¢ 4 rodzaje zadan: Z1, Z2, 73, Z4, z 167na
wydajnosciag. W tabeli ponize] podana jest wydajnos¢ pracownikow przy
wykonywaniu poszczegolnych zadan:

Wydajnos¢ pracownikow (szt./godz.)
Pracownicy przy wykonywaniu zadan magazynowych
71 72 Z3 Z4
P1 15 4 5 2
p2 3 6 3 10
P3 12 4 6 3

W =

(15 4 5 2]
3 6 3 10
12 4 6 3

(0 0 0 0]

Zakladajac specjalizacje w ciagu dnia pracownikow przy wykonywaniu tylko
jednego zadania, przydzieli¢ zadania poszczegdlnym pracownikom, tak aby
zmaksymalizowac taczna wydajnos¢ ich pracy.

Poniewaz w problemie optymalnego przydziatu zaklada sieg, ze liczba stanowisk
pracy jest taka sama jak liczba pracownikéw, to w naszym przykladzie musimy
wprowadzi¢ czwartego fikcyjnego pracownika. Oczywiscie wydajnos¢ jego
pracy dla poszczegolnych zadan bedzie réwna 0.
Macierz wydajnosci pracy (wspolczynnikéw funkeji celu) jest wiec postaci:

18



 Liniowe

Modele

Optymalizacji

Dyskretne]

przykiad dyskretnego problemu decyzyjnego

Matematyvczny model zadania:

.F(IE-_J:I - 1 5.3._1_1 + 4.1;:1_2 o 5.T1_3 + 2:‘._1,_._1_ + 3.1:2,1 BLE 6..1_2_2 BLE -3‘.1_2_3 o ]'U‘Tzd. +

- _ 1

e

Rozwiazemy =zadanie korzystajac z wers)li algorytmu wegierskiego. Kktora
zaklada. ze fumnkcja celu jest postaci - mumimum. Dlatego w rozwiazaniu
bedziemy minimalizowac¢ funkcje przeciwna do funkcj celu:
ktore) macierz wspolczynnikéw jest postaci:
[—15

xi,l + .*‘{2__2

..rl_.]_ + :rl_z LE ..rl_.g + .Tl_‘

T Xy 5 Xy

X3+ X35 X33 +X;,
Nyq + Xy X5+ X,
Xyt X5y X5+ Xy,

Xpg + Xy X35 + Xy,
X3 + X3 3 +x3__3 + X435

XKiq T Xy g T X34+ Xy

-3
W =

0

[l
e e e ke

—12

—4

-6

—4
0

— F(x, ). dla
-5 -2
-3 —10
—6 -3
ﬂ —

19



d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przykiad dyskretnego problemu decyzyjnego

Krok 1: Przeksztalcenie macierzy: W — tak. aby w kazdym wierszu 1 kazde;
kolumnie znalazlo sie co najmniej jedno zero:

15| =4 =5 27 element 0 11 1] B2 (1
-3 —6 —3 |-10 /najmniejszy 7 4 7 0
W= | W= |
“12] -4 -6 -3 0 8 6 9|
0o 0 0 0| 0 0 0 0]

Krok 2: Skreslenie w przeksztalcone] macierzy wspolczynnikow funkcji celu
wierszy oraz kolumn zawierajacych zero mozliwie najmniejsza liczba linii:

0 11 10 13]
—4—7 0 - :
W — S trzy linie — zatem przechodzimy do kroku 4
0 8 6 9
b—0—0—0

Jezell najmniejsza liczba linii konieczna do pokrycia wszystkich zer jest rowna
wymiarowl macierzy (czyli - n). to rozwiazanie, ktore otrzymamy na podstawie
tak przeksztalcone] macierzy wspolczynnikow bedzie optymalne —
przechodzimy do kroku 3. Jezeli jest ona mniejsza niz wymiar macierzy — W,
to przechodzimy do kroku 4.

'):13

20

r . 1




d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przykiad dyskretnego problemu decyzyjnego

Krok 3: Ustali¢ tak rozwiazanie optvmalne, aby w macierzy [1:J] jedynki

znalazly si¢ tylko na tych miejscach, gdzie sg zera w przeksztalcone) macierzy —
W (musimy dbac takze. aby w kazdym wierszu 1 kazde) kolumnie bvila tylko
jedna jedynka).

Krok 4: Gdy liczba linii pokrywajacych zera jest mmniejsza od wymiaru
macierzy wspolczynnikow. to w biezace) (przeksztalconej) macierzy
wspolczynnikow nalezy znalez¢ element najmnie)szy oraz:

odjac go od elementow nieSkreslonych;

doda¢ go do elementéw podwaojnie skreslonych;

elementy skreslone jedna linia (raz) pozostawiamy bez zmian;

10+ 6 =

21

0 11 10 137 ol 5 4 7

g | T+ ——%| element 13 4 70— elementy
|0 8| 6 |9 minimalny ol 2 0 3 odjete

- 6 fo 0o o
Powrot do kroku 2 1 powtdrzenie/procedury. az do uzyskania rozwiazania
optymalnego. ‘ elementy 1 0 0 0]

U dodane 00 0 1 F(x ) =15+

;3 4 7[0 X -
W= b -~ = =31 [szt./gog

p 2[d ]3] czterylinie 0 010 '

- =14 . @ Z2atem rozwigzanie optymalne

¥ o Lo Loy (krok 3) _O 1 O O_




