J WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZACE
PROBLEMOW OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ

4. Przyklady nieliniowych probleméw decvzvjnych — zagadnienie wyboru
Srodkow przekazu reklamy.

Zalozmy, ze firma dysponuje pewng iloscia srodkow pienieznych na
reklame nowego produktu w srodkach masowego przekazu (do wyboru n —
czasopism, w ktorych mozna zamowi¢ reklame produktu).

Zasigg reklamy w danym czasopismie zalezy od:
» nakladu czasopisma:
» od tego ile razy zamieszczamy reklame w tym czasopismie.

Jezell reklame w danym czasopismie zamiescimy 8 razy to na pewno firma
dotrze do wiekszej liczby czytelnikow niz gdyby zamiescila reklame tylko
2 razy. Nie bedzie to jednak zasieg 4 — krotnie wigkszy (gdyz do niektorych
czytelnikow trafiamy z ta sama reklama kilkakrotnie). Zatem funkcja zasiggu
reklamy powinna byc funkcja rosnaca (w zaleznosci od liczby zamieszczen
reklamy), ale funkcja wklesla (pierwsza pochodna malejaca). Moze byc to dla
przykladu wklesta funkcja kwadratowa.
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Oznaczimy przez:
A — fundusz na reklame;
— koszt zamieszczenia jednej reklamy w j — tym czasopismie:
b; — minimalna liczba zamieszczen reklamy w j — tym czasopismie;
d; — maksymalna liczba zamieszczen reklamy w j — tym czasopismie:
X; — liczba zamieszczen reklamy w j — tym czasopismie:
Ji(x;) - zasigg reklamy (liczba czytelnikéw) w j — tym czasopismie, jezeli

dokonano w nim };j — Zamieszczen:

Ji(x;)=c;x; —i J,\ ; - analityczna postac zasiegu reklamy. gdzie: ¢ -

maksymalny zasieg w przypadku jednostkowej reklamy w j — tym czasopismie.
1; — tempo spadku przecigtnego zasiggu w przypadku powtorzen.
Zadanie decyzyjne:
Znalezc takie wartosci zmiennych x;. aby:
i
> Jf;(x;)— max
j=1
pl‘ET warunkach:

T‘a x; =4 (kosztyreklamy): b; =x; =d; (j=1....n) (liczba zamieszczen):
s

x; — calkowite.

TUwaga: zadanie to jest bardzo trudne do rozwiazania ze wzgledu na nieliniowsa
funkcje celu i calkowitoliczbowosc znnennych decyzyjnych. Jezeli pmlumem}!
warunek — calkowitoliczbowosci  staje sig  zadaniem — programowania
Kwadratowego 1 mozna je rozwiazac stosujac np. algorytm Beale’a (zob.
Ignasiak: Badania Operacyjne — str 166).




1 Zadania optymalizacji nieliniowe] w problemach
transportowych

Nieliniowe zagadnienie transportowo-produkcyjne do zagadnienia utylizacji odpadow
W odniesieniu do przetwarzania odpadéw problem transportowo - produkcyjny powinno sie
rozwazy¢ w co najmniej dwoch aspektach:

» aspekt ogdlny: dla istniejace) sieci punktéw gromadzenia odpadow i zakladow ich
przetwarzania, zgodnie z przyjetvm algorytmem, nalezy wyznaczy¢ optymalny pod
wzgledem kosztowvm rozdzial zadan przewozowvch do odpowiednich zakladow
przetwarzania odpadow,

* aspektszczegolny: dla istniejace) sieci punktow gromadzenia odpadow i jednego zakladu
(np. spalarnia odpadéw niebezpiecznych) przetwarzajacego odpady co najmnie] dwoma
technologiami. nalezy zoptymalizowac rozdziat zadan przewozowych i produkcyjnych na
poszczegolne technologie przetwarzania.

W obydwu zadaniach bardzo wazna (konieczna) jest znajomo$c¢ funkcji (nieliniowej)
opisujace] koszty procesow przetwarzania odpadow. opis te] funkcji mozna uzvskaé w
wyniku aproksymac)i wielomianowe] kosztow przetwarzania odpadow ponoszonych w
minionyvch okresach.



1 Zadania optymalizacji nieliniowe] w problemach
transportowych

Na rysunku przedstawiono schematycznie rozwazany problem zadania transportowo -
produkcyjnego (ZPT) dla przypadku selektywnego gromadzenia odpaddéw, a nastepnie
przewozu odpadéw do istniejacych punktéw ich przetwarzania.

Punkty powstawama (np.

szpitale) 1 selektywnej zbiorki

odpadow (np. medycznych)
i=12.. .10

Punkty posrednie
(konsolidacyine)
Iub
dostawa bezposredma

Zaklady przetwarzania odpadow
J= 120




1 Zadania optymalizacji nieliniowe] w problemach
transportowych

Model matematyczny zagadnienia:

Przedsiebiorstwo przetwarzajace jednorodny surowiec posiada m - punktow gromadzenia

surowca oraz n - zakladow przetwarzajacvch ten surowiec.

Dodatkowo nalezy znac:

* jednostkowe koszty transportu od kazdego punktu gromadzenia do poszczegdlnych
zakladow przetworczych,

* ilosc surowca zgromadzonego w kazdym punkcie dostaw,

» funkcje okreslajace koszt przerobu surowca w kazdym zakladzie w zaleznosci od
wielkosci przerobu.

Funkcje okreslajace koszty przerobu sg funkcjami wypukivmii kwadratowymi. Uwzgledniaja
one tylko koszty zmienne, czyli zalezne od rozmiaréw produkcii.

Calos¢ nabytego surowca musi by¢ przewieziona do zakladow i tam przerobiona. Przyjmuje
sie, ze zaklady sa w stanie przetworzy¢ dostarczong ilos¢ surowca (znane sa mozliwosci
przerobowe zakladow).

Zwieksza to zdolnosci produkcyjne zakladéw, ale powoduje takze wzrost jednostkowvch
kosztéw produkcji. Rosnace koszty przerobu sa naturalnym ograniczeniem rozmiaréw
produkcji w kazdyvm zakladzie.

Nalezy ustali¢ taki plan dostaw surowca do poszczegolnych zakladow oraz przerobu surowca
w tych zakladach, aby faczne koszty transportu i przerobu byly minimalne.
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Przyjeto nastepujace oznaczenia:
1 - numer punktu gromadzenia (numer dostawcy),
J - numer zakiadu przetworczego (numer odbiorcy),

X, ; - ilos¢ surowca przestana od i-tego dostawcy do j-tego odbiorcy.

X; - ilos¢ surowca przerobiona przez j-tego odbiorce,

b”,. - zdolnoéci przerobowe surowca dla j-tego odbiorcy

a, - ilos¢ surowca, jaka musi wystac i-ty dostawca,

G ;- jednostkowy koszt transportu od i-tego dostawcy do j-tego odbiorcy.

f}. (xj ) - koszt przerobu jednostek surowca w j-tym zakladzie (u j-tego odbiorcy).

Ponadto przyjeto, ze wypukia funkcja kosztu f . jest wielomianem drugiego stopnia postaci

,
fi(x;)=c;x; +ex;; c;.e; >0

gdzie:
C. - opisuje minimalny koszt jednostkowy przerobu

€. - wyznacza tempo wzrostu kosztu jednostkowego

Pierwsza pochodna funkcji kosztow przerobu okresla koszt kraficowy przerobu:
F;(Ir‘) =c; +2e.x;

Natomiast druga pochodna - tempo wzrostu kosztu krancowego:

F "(xﬂr') = Zeﬂf

Koszt przecietny przerobu w j-tym zakladzie okreslony jest wzorem:

F
K_‘r' (Ij] = C;‘ + eﬂij
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transportowych

Problem ustalenia optymalnego planu dostaw suroweca i jego przerobu mozna przedstawic
w postaci nieliniowego zadania decyzyjnego:

Poszukiwane sa takie wartosci zmiennych X, ; oraz x,, aby:

Funkcja celu

m Rn R

Z Z Cf:;-rf:j + Z fj (Ij) — min

=1 j=1 j=1
minimalizuje laczne koszty transportu i przerobu

Przy warunkach:

R

Dx=a, (=1..,m);
=

m

Z‘x.":j :‘rj ibjﬂ (..-IF :]'::H):

=1
x.=20 (=L..mj=1..n)

m

Warunki: Z X, . = a,- zapewniaja. ze kazdy dostawca wysle catos¢ posiadanego surowca
=l
m

Warunki: Zxr.:,. =x, = b, - wymuszaja przeréb w j-tym zakladzie calego surowca jaki do
=1

niego zostal dostarczony, przy jednoczesnym nieprzekroczeniu zdolnosci przerobowych.

Zadanie to jest zadaniem programowania kwadratowego o specjalne] - transportowej
strukturze.
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Przyklad praktyczny:

Badaniom poddano dostawy odpadéw medycznych w wojewddztwie podkarpackim
(okoto 2 000 Mg/rok — ton/rok).

W wojewodztwie zrodlem odpadow jest 60 szpitali (matle, duze) oraz wiele osrodkow opieki
zdrowotne] (nie uwzglednianvch w obliczeniach).

Na terenie podkarpackiego istniejg 2 spalarnie:
ECO-TOP Rzeszow - 0.29 Mg/h,

RAF-Ekologia Jedlicze - 1.13 Mg/h,

oraz 3 male zaklady utylizacji odpadow medycznych.

W obliczeniach uwzgledniono:
Rzeszow (5). Krosno (5). Przemysl (3), Jasto (2), Sanok (1), Debica (1)
razem: 6 dostawcow (17 szpitali - duzych)

Zadanie sformutowano nastepujaco:

6 dostawcow: D1, D2, D3, D4, D5, D6 zaopatruje w odpady medyczne 2 spalarnie: S1, S2
przy ograniczeniach:

S1:moze przyjaci przetworzyc 700 lub 1000 Mg odpadow,

S2:moze przyjaci przetworzyc 1 500 Mg odpadow.
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Danezestawiono w tabeli i obejmuja:

*» jednostkowe koszty transportu (w zt za tkm)

» oferowane miesigcznie wielkosci dostaw A, (w tonach)
* miesigeczne zapotrzebowanie spalami B, (w tonach)

Tabela. Jednostkowe kosztv transportu, podazi popvt

Dostawcy Spalarnie
wariant vl wariant v2
S1 82 podaz S1 S2
(RZ) (JE) A RZ) (JE)
[Mg]
D1 (Rzeszow) 5 60 300 3 60
D2 (Debica) 40 60 80 40 60
D3 (Jasto) 70 15 200 70 15
D4 (Krosno) 70 5 400 70 5
D5 (Sanck) 100 50 120 100 5
D6 (Przemvsl) 100 80 300 80 100
Popyt BJ- [Me] 700 1500 1 600 1 000 1500
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transportowych

Ponadto napodstawie przeprowadzonych analiz oszacowano, ze funkcje przerobu odpadow w
obu spalarniach maja postac:

dla wariantu pierwszego v1 (przyjeto popyt: dla spalarni S1 - 700 Mg/rok, a dla spalarni
S2-1500 Mg/rok)

fl (Xl) =15 X1 T 0.2 Xlz
oraz
fg (Xg] =15 Xo T 0.1 ng .

dla wariantu pierwszego v2 (przyjeto popyt: dla spalarni S1 - 1 000 Mg/rok, a dla
spalarni
S2 -1500 Mg/rok)
fl (Xl) =10 X1 T 0.2 Xlz
oraz
fg (Xg) =10 Xa T 0.1 ng .
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Rozwiazania dla obu wariantow (uzyskane w arkuszu Excel z wykorzystaniem modulu

Solver)
Uwaga: Zadanie to mozna takze rozwiaza¢ stosujac algorytm WKK — Wyréwnywania
Kosztéw Krancowych
Wariant v1:
(500 0
67 13
0 200
S0 400
0 120
0 300

Przerob w spalarniach x, =567.x, =1033
Koszty transportu 1 utylizacji: F=235966.7
Wariant v2:

(500 0

0 80

0 200
S0 400

0 120

67 233

Przerob w spalarniach x, =567, x, =1033
Koszty transportu 1 utylizacji: F=233966.7
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Przyvklad - 2
Przedsiebiorstwo przemyslowe korzysta z dwoch rodzajow bocznic: wiasnej
1 dzierzawionej od PKP.
Koszty (w tys. zl) zwigzane z postojem wagonow na bocznicach wyraza
nastepujaca funkcja kosztow:
Sf(t,t,)=0,25¢7 +31, + 0,56, + 41,
gdzie:
t, - czas trwania wyladunku (w dniach) na bocznicy wlasnej,

t, - czas trwania wyladunku (w dniach) na bocznicy PKP.

Pociagi towarowe wozace surowce do przedsiebiorstwa maja w swym skladzie
100 wagonow.

Dzienna zdolnos¢ przeladunkowa bocznicy wlasnej wynosi 10 wagonow,
a bocznicy PKP 20 wagonow.

— Jak rozdzieli¢ wagony pomiedzy bocznice, aby koszt postojowego byl
mozliwie najnizszy ?

— Podackoszt postojowego przy optymalnymrozdzieleniu wagonow pomiedzy
obie bocznice.
Uwaga: zakladamy, ze z wyladowanych wagonow formuluje sie skiad, ktory
moze odejs¢ dopiero wtedy, gdy wszystkie wagony sa oproznione. Tym
samym postojowe liczy sie do momentu wyladunku ostatniego wagonu na
kazdej z bocznic.

— Ile dni wobec tego bedzie trwal wyladunek wagonow na bocznicy wlasnej
aile na PKP ?

12
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Matematyvczny model problemu decvzyjnego:

Zmienne decyzyjne: 7,1, =0
Funkcja celu: f(f,z,)=0,25¢ + 3¢, +0,5¢; +4t, —> min
Warunki ograniczajace:
10z, +20t, =100 < g(t,.1,) =1, + 21, =10
{fi =0,t,=0

Funkcja Lagrange'a:
F(t.t,,2)= f(i.,,) + A[10—1, - 2¢, | > min

Pochodne czastkowe z funkcji Lagrange'a wzgledem zmiennych decyzyjnych:

"\E -\L .-\L
L o10-1-26,, Z=05t+3-4 Lor+4-22
Y] " or,

Warunki konieczne istnienia ekstremum funkcji Lagrange'a:

oL

?ﬁ 10-1,-26,=0 [t =2

<%:0 10,5t +3-A=0<> 1, =4

(3‘1 +

t,+4-22=0 _4

oL : A
—0

kﬁfﬁ
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Warunki dostateczne istnienia ekstremum funkcji Lagrange'a:
Pochodne czastkowe drugiego rzedu wzgledem zmiennych decyzyjnych:

OL_2 (05t+3-2)=05
a

at; 1
D—{t‘:i(r1+4—2,1):1
c, o, -~
(?L_ = OL :i_(O,SIl+3—/1)=£_(IW+4—2}t)=0
or,ér, oror, o, or, -
%% _, % _,
at, ot
Hesjan obrzezony:
0O 1 2
|H|=|H,|=]1 0.5 0
2 0 1

Dla zadania na minimum z m =1 warunkami ograniczajacymi wymagane jest,
aby tylko jeden minor |H,|=|H| réowny wyznacznikowi gtownemu mial znak
taki jak (—1)" =-1<0.

Latwo sprawdzi¢ ze wartos¢ wyznacznika (obliczona np. stosujac rozwiniecie
Laplace'a wzgledem 1 wiersza wynosi):

0 1 2
1 050
2 0 1
=—1-(1-0)+2-(0-2-0,5)=-1-2=-3<0

0.5 0

1
H|=|H,|= =0-(—-D™ 1-(—D™
]-Jo ol e

0 1 0,5
+ 2 . (_1)1+3 _
1 2 0
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Przyklad - 3

Okresli¢ optymalne z punktu widzenia kosztow transportu wspotrzedne (X.Y)
dla lokalizacji magazynu zaopatrujacego w towar pieciu odbiorcow dla
przedstawionych ponizej danych modelowych.

Lokalizacje poszczegolnych odbiorcow: (x,,v,) (i=1.2.....5)

Numer Lokalizacja | Lokalizacja | Wielkos¢ zapotrzebowania
Odbiorcy | x; [km] yi [km] z
[w jednostkach towaru]

Lh| | I BRI =
| | =] ] kD
Ja| B = ]| Lh
= A | =] b2

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

(X.Y) — wspotrzedne lokalizacji magazynu.

z, - ilosciowe zapotrzebowanie poszczegdlnych odbiorcow na towar
(1=1.2,...,5),

d’ = |_(X — X, )2 +(¥Y -y, )2] - kwadrat odleglos¢ magazynu od i-tego
odbiorcy.

K =z- df = 0 - koszty dostaw towaru proporcjonalne do kwadratu odleglosci

I

oraz zapotrzebowania z, odbiorcow (nieujemne),

5 5
K= Zl: K, = Zl: z; d‘ - catkowity koszt dostaw towaru.

15
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Model matematyczny problemu decyzyjnego:

Zmienne decyzyjne:
(X.Y) — wspoétrzedne lokalizacji magazynu

Funkcja ceha:
j l 3
KX 1) =2z (X -x) +(r=») | >min
i=1

Uwaga:
brak warunkéw ograniczajacych (szukamy ekstremum bezwarunkowego)

Rozwiazanie:
K=2(X-2) +2(Y -5y +7(X —4)’ + 7(Y -3)" + 4(X —1) +4(¥ -1)" +

a 2

+9(X —3)" +9(¥ —2) +(X —3)' +(¥ —4)’ > min

Warunki konieczne:
xK
ax <:}{4(}:’2)+14(}’~:’4)+8(X1)+18(}‘£'3)+2(X3)—ID

%zo 4(Y—5)+14(Y—3)+8(Y—1)+18(Y—2]+2(Y—4):0
oY

x =%

{46}('_132@ 23

46Y =114 I :E
23
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Warunki wystarczajace:

Ok _ 9 (a6x-132)=46

ax? ax

0K _ 9 (467 ~114)=46

) Gl) 4

Ok _ 0K _ 9 (46x-132)=2 (467 -114)=0
eYeX &xey oy X

Warunkiem dostatecznym dla zadania na minimum jest, aby Hesjan drugich
pochodnych czastkowych byl dodatni.

Latwo sprawdzi¢, ze Hesjan:

0K OK |
X° orax| [46 O
H|=|H,|=| & oToX —46-46=2116 >0
PK FK | |0 46
| axoy  or




LINIOWE MODELE
OPTYMALIZACJI
DYSKRETNEJ



d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
wprowadzenie w tematyke zagadnien

Istnieje bardzo wiele sytuacji decyzyjnych, ktérych nie mozemy opisac
uzywajac tylko wylacznie zmiennych ciaglych.
Wynika to z niecigglosci  pewnych rozwazanych  procesow
ekonomicznych:
e pracownika mozna przydzielic tylko do jednego z kilku dostgpnych
stanowisk pracy:
e projekt inwestycyjny bedzie przyjmowany do realizacji lub nie:
o zaklad produkcyjny bedzie lokalizowany w jednym z mozliwych punktow
lokalizacji lub tez nie;

We wszystkich przytoczonych sytuacjach decyzyjnych wymagamy. aby
wszystkie (lub cho¢ jedna zmienna decyzyjna). sposrod tych ktore mamy
wyznaczy¢ przyjmowaly wartosci tzw. dyskrefne (np. ze zbioru liczb
catkowitych: x € Z . lub ze zbioru liczb binarnych: x € {0.1} ).

Zagadnienia decyzyjne. w ktorych przynajmniej jedna zmienna decyzyjna
przyjmuje wartosci dyskretne nazywamy — dyskreftnym zagadnieniem
decyzyjnym. a ich matematyczne modele — dyskreftnym zadaniem decyzyjnym
(DZD).

19



d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej

wprowadzenie w tematyke zagadnien

Interesowac nas beda obecnie tylko takie dyskretne problemy decyzyjne,

w ktorych zaréwno funkcja celu jak 1 warunki ograniczajace sa postact liniowe;
— zadania programowania dyskretnego - liniowego (PDL). Wsrod tego typu
zadan wyroznia sig trzy podstawowe grupy:

zadania programowania calkowitoliczbowego - liniowego (PCL)
zadania programowania binarnego — liniowego (PBL)
zadania programowania mieszanego — liniowego (PML)

20



d Linlowe Modele Optymalizacji Dyskretne] -
wprowadzenie w tematyke zagadnien

Zbior rozwiazan dopuszczalnych D7 zadania programowania
dyskretnego — liniowego jest zawsze zbiorem niespomnym (np. dla zadania
programowania calkowitoliczbowego z dwoma zmiennymi - bedzie to zbior
punktow o wspolrzednych calkowitych znajdujacych sie w pewnym wieloboku).
Nieciaglos¢ zmiennych decyzyjnych powoduje, ze zadama tego typu sa
trudniejsze do rozwiazania. niz zwykle zadania programowania liniowego.

F
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d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

« Zagadnienie optymalnego przydzialu

Istnieje mozliwos¢ obsadzenia ,.n” — stanowisk roboczych (1 = 1.2....n) przez
.7 — 0s6b (pracownikow) (3 = 1.2....n). Znane sa efekty pracy j — tego
robotnika na 1 — tym stanowisku pracy (macierz efektow pracy -
H: = [“}__;']r__;'=1_2.....n )-

Efekty te moga by¢ oceniane pozytywnie (wydajnosc pracy. wartos¢ produkcji
w przeliczeniu na jednostke czasu) lub negatywnie (liczba brakow. czas
wykonama pracy. koszty zwigzane z praca).

Nalezy dokonac takiego przydzialu pracownikow do poszczegolnych stanowisk
pracy, tak aby zminimalizowa¢ negatywne lub zmaksymalizowac pozytywne
efekty pracy dla calego zespotu (zakladu pracy).

Zaklada sie ponadto, ze kazde stanowisko pracy moze byc¢ obsadzone tylko
przez jednego pracownika. a tym samym kazdy pracownik moze pracowac tylko
na jednym stanowisku.

Oznaczenia:
_ _— 1A . . )
Oznaczmy przez l;-__;— = [.TI._J.]I.__J. =1.2.....n - maclerz zmiennych decyzyjnych.

ktora jest postaci:
{1. gdy j- ty pracownik jest przydzielony do1 - tego stanowiska

X, ,
" 0, w przeciwnym wypadku
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Model matematyczny:
Problem ten mozna przedstawi¢ za pomocg nastepujacego liniowego zadania
programowania binarnego (PBL):

(funkcja celu)

" n
f(x, ;)= > w, X, ; — max(min)

i=1j=1

(warunki ograniczajace)
M
X, =L i=12...n
=1

(kazde stanowisko jest obsadzone tylko przez 1 pracownika)

Yx, =L j=12..n
i=1

(kazdy pracownik jest przydzielony tylko do 1 stanowiska)

L
X, = {0 1. ]=1.2...1.
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Kazde rozwiazanie bazowe dopuszczalne (tym samym optymalne) to macierze
postaci (dla n=5):

- —

O1 0 0O
0O 0 0 0 1
X=(0 0 01 O
1 0 0 0O
O 01 0O

(w kazdym wierszu oraz w l{azd:sj kolumnie jest _rylkn jedna jedynka).

Zadanie optymalnego przydzialu, mimo ze jest klasycznym problemem
programowania dyskretnego., to moze by¢ rozwigzane metodami
programowania liniowego — algoryvtmem simpleks (co jest bardzo
pracochlonne). Istnieje jednak  stosunkowo prosty 1 skuteczny algorytm
postgpowania — algorytm wegierski (oparty na twierdzeniu wegierskiego
matematyka - Denesa Koniga), ktory mozna zastosowac do rozwiazywania
zadan optymalnego przydziahu.
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