Programowanie dynamiczne
(algorytm sekwencyjny Bellmana) — rozwiazane przyklady

Literatura: Karol Kukuta (red.), Badania operacyjne w przyktadach i zadaniach, rozdziat 7, str. 231-240.

Przyklad 1. Pewien s$rodek transportowy o fadownosci 10 [j. t.] nalezy zatadowac trzema rodzajami towarow,
przy czym waga jednej sztuki wynosi odpowiednio: 2, 1 i 3 [j.t.], aich warto$¢ odpowiednio: 50, 30, 100 [j. p.].
Okresli¢ optymalny sposob zatadunku srodka transportu aby przewiez¢ fadunek o jak najwigkszej wartoSci.

Rozwiazanie:
Oznaczenia (dane):

s — mozliwa do wykorzystania tadowno$¢ $rodka transportu: (s=0,1,2,...,10)

w; = 50 — warto$¢ [j. p.] jednej jednostki przewozonych towaréw o wadze 2 [j. t.]

w, = 30 — wartos¢ [j. p.] jednej jednostki przewozonych towarow o wadze 1 [j. t.]

ws = 100 — wartos¢ [j. p.] jednej jednostki przewozonych towarow o wadze 3 [j. t.]
Zmienne decyzyjne:

x; — liczba towarow o wadze 2 [j. t.] zatadowanych na $rodek transportowy o fadownosci 10 [j. t.]
X, — liczba towarow o wadze 1 [j. t.] zaladowanych na $rodek transportowy o tadownosci 10 [j. t.]
x3 — liczba towarow o wadze 3 [j. t.] zaladowanych na $rodek transportowy o tadownosci 10 [j. t.]
Funkcja celu:

F(xq1,%2,x3) = 50 * x; + 30 *x, + 100 * x3 — max

Warunki ograniczajace:

2xx;+1%x,+3*xx3 =10 @9

{x1 €{0,1,...,%,(10) = 5}, x; € {0,1, ..., x,(10) = 10,x3 € {0,1, ..., x3(10) = 3}} (2)

Poniewaz funkcja celu F — jest funkcja ,,separowalng” (mozna jg rozbi¢ jako suma pojedynczych funkcji celu
z kazdg zmienng decyzyjna z osobna, to mozemy zastosowa¢ metodologie programowania dynamicznego do
rozwigzania tego zadania (zob. materialy z wykladu).

F(xq,x5,%3) = f1(x1) + fo(x3) + f3(x3) =50 % x; + 30 * x, + 100 * x3 - max

Tabela - tablicowania warto$ci zmiennych decyzyjnych oraz sktadowych funkcji celu f;(x;):

2[j.t.] 17j. t] 3[j.t]
S x1(5) f1(x1(5)) x2(s) 12 (xz (S)) x3(s) f3(x3(5))
= [%] = wy * x1(8) = E] = wy * x5(5) = E] = w3 * x3(5)

0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 30 0 0

2 1 50 2 60 0 0

3 1 50 3 90 1 100
4 2 100 4 120 1 100
5 2 100 5 150 1 100
6 3 150 6 180 2 200
7 3 150 7 210 2 200
8 4 200 8 240 2 200
9 4 200 9 270 3 300
10 5 250 10 300 3 300

Uwaga: W obliczeniach w tabeli operator [x] — oznacza najwicksza liczbe catkowitg nie wigkszg niz x.

Proces decyzyjny jest wieloetapowym procesem decyzyjnym, ktory mozemy podzieli¢ na (3) etapy. Na kazdym
etapie rozwiazujemy proste problemy decyzyjne z pojedyncza zmienng decyzyjna i korzystajac na etapie kolejnym
z optymalnych rozwiazan z etapu poprzedniego znajdujemy w rezultacie optymalna strategi¢ dla wszystkich
zmiennych decyzyjnych (zgodnie z zasadg optymalnosci Bellmana — zob. wyktad).



Etap 1:

Polega na optymalnym sposobie zatadowania samochodu o tadownosci ,,s” np. towarami o wadze 2 [j. t.].
Jest to etap trywialny — problem decyzyjny ktory nalezy rozwigzac jest nastgpujacy:

Oznaczmy F, (s) = max{f; (x;(s))} — maksymalna warto$¢ towaréw o wadze 2 [j.t.], ktére mozemy przewiez¢
X1

srodkiem transportu o tadownosci (s).

Zauwazmy, ze W tym przypadku: F; (s) = f;(x,(s)).
Zatem:

F;(10) = f;(x,(10) = 5) = 250,x, =5

Fi(9) = fi(x,(9) = 4) = 200,x; =4

Fi(8) = fi(x,(8) =4) = 200,x;, =4

Fi(7) = fi(x,(7) =3) =150,x;, = 3

F,(6) = fi(x,(6) = 3) =150,x; =3

Fi(5) = fi(x,(5) =2) =100,x; =2

Fi(4) = f1(x;(4) =2)=100,x; = 2
Fi(3)=fi(x;(3)=1)=50,x, =1
Fi(2)=fi(x;(2)=1)=50,x, =1

FF1) =fi(x;(1)=0)=0,x;, =0

Fi(0) = fi(x,(0)=0)=0,x;, =0

Etap 2:

Dotaczamy drugi przewozony towar np. o wadze 1 [j. t.].

Zadanie optymalizacyjne polega na optymalnym sposobie zaladunku samochodu o tadownosci ,,s” [j. t.] dwoma
typami towaroéw o wadze 2 [j. t.] oraz 1 [j. t.].

Oznaczmy F,,(s) — maksymalna warto$¢ towardw o wadze 2 [j.t.] oraz 1 [j. t.], ktére mozemy przewiez¢ srodkiem
transportu o tadownosci (s).

Zauwazmy, ze w tym przypadku nalezy rozwigza¢ zadanie optymalizacyjne postaci:

Fio(s) = max (S)}{F1(5 —1xx;) + f5(x3)}

x2€{0,1,...x3

lub réwnowazne zadanie (z mniejsza liczba warto$ci dla zmiennych decyzyjnych do rozpatrzenia):

Fi,(s) = xle{orylllffil(s)}{f1(x1) + f2(s — 2% x)}.

Zastosujmy tg drugg mozliwos¢:

f1(0)+f2(10—2*0= 10), 0+300=300’

fi(D) + (10 = 2+ 1 = 8); 50 4 240 = 290;

_ f1@2) + (10 =2%2=16); | _ 100 + 180 = 280; [ _

Fro(10) =maxq ¢ o3 L ¢ (10— 253 =4); [~ ™*\150 + 120 = 270, [ ~ 20

fi® + (10 =2 % 4 = 2); 200 + 60 = 260;

f1(5) + f,(10 =2 x5 =0) 250 + 0 = 250

. X1,X2
Strategia optymalna: (0.10)



Musimy wyznaczy¢ jeszcze optymalne rozwigzania dla s=9,8,7,...,1,0, gdyz beda one wykorzystywane na etapie
3.

f1(0) + f,(9—2%0=9); 0+ 270 = 270;
D)+ £0-2x1=7); 50 + 210 = 260;
F15(9) = max< f1(2) + (9 — 2 ¥ 2 = 5); p = max< 100 + 150 = 250; ; = 270.
f(3) + f,(9—2%3 =3); 150 + 90 = 240;
fi(d) + (9 -2+ 4 =1); 200 + 30 = 230;

. X1, X3
Strategia optymalna: (0,9)"

f1(0) + f,(8 =2+ 0 = 8); 0 + 240 = 240;
i)+ f,(8—2%1=06); 50 + 180 = 230;
F1,(8) = max{ fi(2) + f,(8 =2 % 2 = 4); } = max< 100 + 120 = 220; } = 240.
) + f,(8—2%3=2); 150 + 60 = 210;
fi(4) + £,(8 = 2 % 4 = 0); \ 200 + 0 = 200; J

. X1,X2
Strategia optymalna: (0,8)°

(f1(0) + (7 =2%0 =7)) 0+ 210 = 210;
_ D)+ f(7—-2+x1=5);( _ 50 + 150 = 200;  _
Fi,(7) = maxifl(z) F (7 =22 =3) [ = ™) 100490 = 190; ( = 210.
f(3) + (7 —2%3 =1); 150 + 30 = 180;
- I _xyxz
Strategia optymalna: (0,7)°
f1(0) + f2(6 —2 % 0 = 6); 0 + 180 = 180;
_ A+ f(6—-2x1=4)( _ 50 + 120 = 170; | _
Fia(6) =max (% o) L F6—2+2=2): ( = ™*100 + 60 = 160; ( = 18
i)+ f,(6—2%3=0); 150 + 0 = 150;

. X1,Xy
Strategia optymalna: (0,6

f1(0) +2(5-2%0=05); 0 + 150 = 150;
Fi,(5)=maxs fi()+ f,(6—-2%x1=3);; = max{ 50 + 90 = 140; } = 150.
@)+ f,(5-2%2=1); 100 + 30 = 130;
. xllxz
Strategia optymalna: (0,5)"

Fi,(4) = max{ fi(1) + f,(4 —2x1=2); 50 + 60 = 110;

f1(0) + (4 —2%0=4); 0+ 120 = 120;
=max{ }: 120.
i)+ f,(4-2%2=0); 100 + 0 = 100;

. X1, X3
Strategia optymalna: (0,4)°

_ f1(0)+f2(3_2*0=3);}_ 04+90=90;\ _
F(3) = max{fl(l) +B-2x1=1)) " ax{50 1 30 = 80;} = 90.

- | X1, X2
Strategia optymalna: (0,3)"

_ f1(0)+f2(2_2*0=2);}_ 04+60=60; _
F2(2) = max{fl(l) +h2-2%1=0)) " *{50 +.0 = 50, = 60

. X1,X2
Strategia optymalna: (0,2)°



Fi,(1) = max{f;(0) + f,(1 — 2 * 0 = 1)} = max{0 + 30 = 30;} = 30.

. X1,X2
Strategia optymalna: 0.1)-

F;,(0) = max{f;(0) + £,(0)} = 0, Strategia optymalna: 9<C(1) g;

Etap 3:

Dotaczamy ostatni trzeci przewozony towar o wadze 3 [j. t.].

Zadanie optymalizacyjne polega na optymalnym sposobie zatadunku samochodu o tadownos$ci ,,s” [j. t.]
wszystkimi trzema typami towardw o wadze 2 [j. t.], 1 [j. t.] oraz 3 [j. t.].

Oznaczmy F;,5(s) — maksymalna warto$¢ towaréw o wadze 2 [j.t.], 1 [j. t.] oraz 3 [j. t.], ktore mozemy przewiezé
srodkiem transportu o tadownosci (s).

Zauwazmy, ze w tym przypadku nalezy rozwiaza¢ zadanie optymalizacyjne postaci:

Fia5(s) = max  {Fj,(s —3*x3) + f3(x3)}

x3€{0,1,...x3(s)}

Dlatego

{fs(O) + F12(10 =3 %0 = 10); 0 + 300 = 300;
— 10 — fs(D) + F,(10=3x1=7); | _ 100 + 210 = 310; | _
Fiaa(s =10) = max ) £ 2)+F,(10—3+2=4); [ =~ ™)200 + 120 = 320; ( ~ 330
£:(3) + F,(10—3%3 = 1); ) 300 + 30 = 330;
X1 Xz X3

Strategia optymalna ostateczna: © 1 3)
Nalezy zatem zaladowac 3 towary o wadze 3 [j. t.] oraz 1 towar o wadze 1 [j. t.], aby przewiez¢ tacznie towary
0 jak najwickszej wartosci 330 [j. p.] np. zt.

Przyklad 2. Stosujac zasady programowania dynamicznego, znalezé w przedsiewzigciu przedstawionym na
rysunku najkrotszg droge z punktu 1 do punktu 9. Odlegtosci pomiedzy poszczegdlnymi punktami wynosza
[w km]:

1-2 (50); 1-3 (40); 1-4 (100); 2-5 (30); 2-6 (50); 3-5 (60); 3-6 (80); 4-5 (50); 4-6 (70); 5-7 (60); 5-8 (100);

6-7 (120); 6-8 (120); 7-9 (40); 8-9 (50).

Rozwiazanie:

Poniewaz funkcja celu bedaca taczng dlugoscig marszruty z punktu (1) do (9) jest funkcja separowalng i mozna ja
przedstawi¢ jako sumg funkcji sktadowych celu dla poszczeg6lnych etapoéw marszruty dlatego zadanie to mozemy
rozwigzaé stosujac zasady programowania dynamicznego.



Rozbijmy zadanie na 4-etapy posrednie.

Oznaczmy: [}, — zbi6r indekséw miast nalezacych do k-tego etapu (k=1,2,3,4).

Na etapie k=1 mamy miasta (7) oraz (8), z ktérych mozemy bezposrednio dosta¢ si¢ do celu (do miasta 9). I; =
{7,8}.

Na etapie k=2 mamy miasta (5) oraz (6), z ktéorych mozemy dosta¢ si¢ do celu (do miasta 9) przejezdzajac przez
jedno z miast posrednich na etapie wczeéniejszym k=1. I, = {5,6}.

Na etapie k=3 mamy miasta (2), (3) oraz (4), z ktérych mozemy dosta¢ si¢ do celu (do miasta 9) przejezdzajac
przez dwa miasta posrednie z etapow wezesniejszym k=1,2. I; = {2,3,4}.

Na etapie ostatnim k=4 mamy miasto poczatkowe (1), z ktéorego mozemy dosta¢ si¢ do celu (do miasta 9)
przejezdzajac przez trzy miasta posrednie z etapéw k=1,213. I, = {1}.

Oznaczmy ponadto: d; ; — dtugo$¢ etapu marszruty z miasta ,,i” do ,.j” (i, j).

Etap 1:
Problem decyzyjny rozwigzywany na etapie k=1.

Oznaczmy F; (i) — dlugo$¢ najkrétsze drogi z miasta i € I; = {7,8} do celu miasta (9).
Zatem:

F,(7) = d,; ¢ = 40, optymalna marszruta: (7,9)

F,(8) = dgo = 50, optymalna marszruta: (8,9)

Etap 2:
Problem decyzyjny rozwigzywany na etapie k=2.

Oznaczmy F, (i) — dtugo$¢ najkrotsze drogi z miasta i € I, = {5,6} do celu miasta (9).
R® = min {d+F0)

Zatem:
F,(5) = min{ds, + F1(7); dsg + F1(8)} = min{60 + 40; 100 + 50} = 100, optymalna marszruta: (5,7,9)
F,(6) = min{dg, + F1(7); deg + F1(8)} = min{120 + 40; 120 + 50} = 160, optymalna marszruta: (6,7,9)

Etap 3.
Problem decyzyjny rozwigzywany na etapie k=3.

Oznaczmy F5(i) — dtugo$¢ najkrotsze drogi z miasta i € I; = {2,3,4} do celu miasta (9).
F5(i) = lelzrril{ré,s}{di’l +F,(D}

Zatem:

F3(2) = min{d, 5 + F,(5); dy6 + F2(6)} = min{30 + 100; 50 + 160} = 130, optymalna marszruta: (2,5,7,9)
F3(3) = min{ds 5 + F,(5); d36 + F,(6)} = min{60 + 100; 80 + 160} = 160, optymalna marszruta: (3,5,7,9)
F3(4) = min{d,s + F,(5); dys + F»(6)} = min{50 + 100; 70 + 160} = 150, optymalna marszruta: (4,5,7,9)

Ostatni etap 4:
Problem decyzyjny rozwigzywany na etapie k=4.

Oznaczmy F, (i) — dlugo$¢ najkrotsze drogi z miasta i € I, = {1} do celu miasta (9).
F@ = min {dy+F0)

Zatem:
F,(1) = min{d, , + F3(2);dy 3 + F5(3); dy 4 + F3(4)} = min{50 + 130; 40 + 160; 100 + 150} = 180.
Optymalna marszruta: (1,2,5,7,9).

Dtugos$¢ najkrétszej marszruty przejazdu przebiegajgcej przez etapy posrednie: 1-2-5-7-9 w podanej na rysunku
sieci drogowej wynosi 180 km.



