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WYBRANE ZAGADNINIA OPTYMALIZACJI LINIOWEJ
WPROBLEMACH TRANSPORTOWYCH

1. Zagadnienie transportowe — zamkniete (ZZT)

Przedsigbiorstwo potrzebuje przetransportowac produkt z m - punktow
lokalizacji (magazynow, lokalizacji poczatkowych) do n - lokalizacji
docelowych.

Zaklada sig, ze w kazdej lokalizacji poczatkowej znajduje sig¢ a.i=1L1...m
jednostek towaru (dostepna podaz towaru), zas do kazdej lokalizacji docelowej
nalezy dostarczy¢ b, j=1.....n jednostek tego towaru (popyt— zapotrzebowanie

na produkt).
Zaklada sie ponadto. Zze calkowita wielkos¢ towaru dostepna w punktach
poczatkowychrowna jest wymaganej catkowitej wielkosci towaru niezbgdnej do

m n
dostarczenia do punktow docelowych: >'aq =>"b, .
=

Jezeli jednostkowy koszt transportu (1 jednostki towaru) z i-tego punktu
poczatkowego do j-tego punktu docelowego wynosi c.i=l..mj=L...n
nalezy odpowiedziec¢ na pytanie:

Ile jednostek towaru powinno by¢ przetransportowanych pomigdzy kazdym
punktem poczatkowym, a kazdym punktem docelowym jego lokalizacji, aby
zminimalizowa¢ catkowity koszt transportu.
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Zakladajac x; =0.i=1

..... m,j=1.....n - wielkosci produktu transportowane

z i-tego punktu poczatkowego do j-tego punktu docelowego, powyzszy problem
decyzyjny mozna zapisa¢ za pomoca nastepujacego zadania optymalizacji

liniowej:
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3. Modyfikacje zagadnienia transportowego:

e Otwarte zagadnienie transportowe - OZT

Jezeli zmodyfikujemy zaloZenie o bilansie pomiedzy calkowita podaza oraz

calkowitym popytem, tzn. przyjmiemy zalozenie, ze \J_'r:

i= 1

transportowe jest zadaniem otwartym (OZT) postact:

Min F(x; )—

T’ b, , to zadanie
j= 1
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e Zagadnienie transportowo-produkcyjno-magazynowe (ZTP-M)

Jezeli zalozymy, Ze istnieje nadwyzka podazy nad popytem: T‘ a,z> b, 1o

i= 1 _j"=1

m n
nadwyzka fowaru: ‘E}n+1 = z”: — z E{i‘ . _]ﬂkﬂ pUZDStEi_]E‘ W magazynach pUI].kTﬁ\V
i=1 i=1

poczatkowychinie jest wysylana do punktow docelowych musi by¢ skladowana
w punktach poczatkowych.
Zalozmy, 7ze wielkosci magazynowanego towaru w punktach poczatkowych

A

opisuja zmienne: x,, =0.:i=1.., ‘ \_' Nt = Doy |, za$ jednostkowy koszt

\ 1= 1 J
jego skladowania wynosi /1.i=1....m.
W analizowanym problemie decyzyjnym uwzgledniamy dodatkowo
jednostkowe koszty wytworzenia (wyprodukowania) przewozonych towaréw w
kazdym punkcji poczatkowym.
Koszt ten opisuja parametry: p..i=1...m.
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Zadanie optymalizacjiliniowej dla tak sformulowanego problemu decyzyjnego
jest postaci:

m n m
Min F(x,)=>" (0 +¢,) X, + > I
i=l j- i=1
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4. Zagadnienie posrednika:
Posrednik (sprzedawca) nabywa towar od m - dostawcow, przewozi go oraz
sprzedaje 1 - odbiorcom.

Dane sa:

a - maksymalna ilos¢ towaru jaka mozna kupicu 7 -tego dostawcy (jego podaz)
b. - maksymalna ilos¢ towaru jaka mozna sprzeda¢ j-temu odbiorcy (jego
popyt)

k. - cena zakupu u i -tego dostawcy

p, - cena sprzedazy j-temu odbiorcy

¢y - jednostkowy koszt transportu na trasie od i-tego dostawcy do j-tego
odbiorcy

Nalezy ustali¢ taki plan zakupow, transportu i sprzedazy, aby dochéd posrednika
byl maksymalny (dochod = przychod ze sprzedazy - koszty zakupu - koszty
transportu)

d, =p,—k;,—c, - dochdd jednostkowy z trasy zaopatrzen {i.J)
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Zmienne decyzyjne:

Ny - wielko$¢ przewozu na trasie zaopatrzen <Lj>

Funkcja celu:

m n
v Y =N N . .
F(x;)=2 2 d, - x;)—> max
i=l =1

Warunki ograniczajace:
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6. Minimalizacja pustych przebiegow (dotyczy optymalnego Kkrazenia
srodkow transportu rozwozacych towar):

Zalozmy, 7ze istnieje m - miast pomiedzy ktorymi odbywa sie wymiana
towarowa.

Miasta te tworza uklad zamkniety, tzn. wymiana towaréw odbywa sie tylko
pomiedzy nimi i1 kazde z nich moze by¢ zardwno dostawca jak 1 odbiorca
towarow.

Do kazdego miasta przywozi sie 1 z kazdego wywozi sie okreslona mase
towarowa nadajaca si¢ do przewozu okreslonym srodkiem transportu
(o okreslonej fadownosci)

Znane sa:
d. - odleglosci pomigedzy i-tym oraz j-tym miastem

)

a. - przewoz masy towarowe] pomiedzy miastami - wyrazony liczba pelnych

srodkow transportu (samochodow, wagonow)
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Dla kazdego miasta okresla sie:
Liczbe pelnych srodkoéow transportu niezbednych do wywiezienia masy

R
towarowej (Wywo6z) rowna: w, => a, (i=12..n)

_’r'=1

Liczbe pelnych srodkow transportu niezbednych do przywiezienia masy

towarowe] (przywoz) rowna: p, :Z a. ((i=L12,..,n)

J=
Dla catego uktadu spelniona jest rtownosé: > w, =>" p,.
i=1 i=1

Natomiast dla poszczegdlnych miast wywoz (w,) wecale nie musi by¢ rowny
przywozowi ( p,).

Miasta w ktorych w, > p - sa odbiorcami tzw. pustych przebiegow. a ich

zapotrzebowanie na puste srodki transportu wynosi: b, =w, — p. = 0.

Miasta w ktorych w, < p, - sa dostawcami pustych przebiegéw. a ich podaz

pustych srodkow transportu wynosi: @ = p, —w, >0.

Miasta w ktorych p, =w, eliminujemy z dalszych rozwazan (bo nie wystepuje

dla nich problem pustych przebiegow)
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Problem decyzyjny jest nastepujacy:

Znalez¢ taki plan przebiegow pustych srodkow transportu pomiedzy miastami,
aby laczny pojazdokilometraz (samochodokilometraz, wagonokilometraz)
pustych przebiegow byl minimalny.

Zmienne decyvzyjne:
x, - liczba pustych srodkéw transportu wysylanych z miasta i do miasta j

i=1,2,....,k - indeks miast dostawcow, dla ktorych wystepuje problem pustych
przebiegow
J=12_._.1 - indeks miast odbiorcow, dla ktérych wystepuje problem pustych

przebiegow

Funkcja celu:

F(xy) :ii(d - X; ) — min

i=l j=1

Warunki ograniczajace:

i
2oxy=a (i=1..k)
=i
K
I>x,=b, (j=L..D)

i=1

X, 20 (=L..kj=1...0)

.



1. Praktvcezny przykiad problemu decyzyjnego — sformulowanego za
pomocy zamknigtego zadania transportowego ZZT.

Cztery piekarnie zlokalizowane na terenie miasta sq zaopatrywane
w make z dwdoch magazynow znajdujacych sie na peryferiach miasta. Zapasy
maki w magazynach wynosza odpowiednio: I magazyn — 130 t, IT — magazyn —
200 t. Natomiast zapotrzebowanie piekamm jest rowne odpowiednio: I piekarnia —
80 t, IT — piekarnia — 120 t, IIT — piekarnia — 70 t, III — piekarnia — 60 t. Koszty
dostawy maki do piekarn zaleza tylko od odleglosci dostaw 1 sa podane w tabeli
kosztow:
Tabela kosztow (macierz kosztow)
Magazyny | Piekarnie (odbiorcy)
(dostawcy)| 1 | 2 | 3 | 4
1 25 124 | 28 | 13
2 17 | 30 | 15 | 26

Nalezy wyznaczyc, taki plan dostaw maki z magazynow do piekari. aby
dostarczy¢ piekarniom wymagane ilosci, przy minimalnych sumarycznych
kosztach jej transportu.
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1. Algorytm wyznaczania rozwiazan ZZT.

Idea poszukiwania rozwigzan ZZT jest podobna do idei algorytmu
simpleks™,

Najpierw nalezy znalez¢ jakiekolwiek poczatkowe rozwigzanie bazowe
(poniewaz rzad macierzy rz(A)= n + m — 1). to rozwiazanie bazowe
niezdegenerowane posiada n +— m - 1 dodatnich wartosci w wektorze zmiennych
decyzyjnych — zmienne bazowe, pozostale wartosci to zera — dla zmiennych
niebazowywch.

Nastgpnie sprawdza sig. czy rozwigzanie bazowe aktualne jest optymalne.
czy tez nie. Jesli nie to znajduyjemy kolejne rozwigzanie nie gorsze od
poprzedniego 1 znow sprawdzamy jego optymalnosc. Powyzsze postgpowanie
konczymy, gdy wreszcie uzyskamy rozwigzanie bazowe optymalne.

Algorytmicznie oftrzymywanie rozwigzan ZZT mozna przedstawic nastepujaco:
ETAP I (wyznaczenie dopuszczalnego poczatkowego rozwiazania bazowego).
W literaturze opisanych jest wiele metod konstrukcji poczatkowego rozwiazania
bazowego, np.:

« Metoda kqta polnocno — zachodniego (IN-W) — prosta ale malo efektywna
(wymagane jest zazwycza] przeprowadzenie duzej liczby iteracji. aby
uzyskac z niego koncowe rozwiazanie optyvmalne).

« Metoda minimalnego elementu macierzy Kkosztow transportu — na ogol
bardziej efektywna od poprzedniej.

« DMetoda VAM (aproksymacyjna) — nieco bardziej zlozona od poprzednich.
ale daje rozwiazania poczatkowe bliskie rozwigzaniom optymalnym. 12
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Metoda minimalnego elementu macierzyv kosztow:
Oznaczmy przez (r . k) — numer zmiennej wybierane] w danej (p — tej) iteracji za
zmienng bazowa: x, ;" "= 0. Oznaczmy przez: I — zbior indeksow dostawcow.

ktorych zasoby w danym kroku nie zostaly jeszcze rozdysponowane, zas przez
J — zbior indeksow odbiorcow. ktorych zapotrzebowanie w danym kroku nie
zostalo jeszcze zaspokojone. Numer zmiennej wprowadzanej do bazy w kazdej
iteracji wyznaczamy zgodnie z formula:

C, .= 1111'11{(?,..5. (i.j)elx J}

Nastepnie przypisujemy (p — tej) - zmienne] bazowej aktualng wielkose
transportu od dostawcey (r — tego) do odbiorey (k — tego) zgodnie ze wzoren:

w _ - (r-1) 7 (7-1) _19 _
X,, = min {r:rF b, }._p =1.2....m+n-1
ey (r-11 ) (ry _ (7-1} o _ .
a,’ =a, -x,, 7 .b, " =D, -x,, .p=12..m+n-1
(el [p-13 (e} (p-1 . -,
a, " =a," b, =b""", dla i®r,jEk.p=1.., m+n—1;

a!(n = a_,._z;..;_iﬂ) = bf,.;;‘ =l..,nij=1.. m:

Eliminujemy z dalszych rozwazan ze zbioru indeksow dostawcow ..I" lub
odbiorcow ,.J” ten indeks, dla ktorego a ¥’ =0 (zapasy tego dostawcy zostaly
wyczerpane) lub E:rk{‘” "=0 (zapotrzebowanie tego odbiorcy zostalo
Zrealizowane).

Powtarzamy te procedurg i na ogol po (m + n - 1) krokach znajdujemy wartosci 13
wszystkich zmiennych bazowych dla rozwiazania poczatkowego.
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Tabela kosztow (macierz Kosztow)
Magazyny | Piekarnie (odbiorey)

{(dostawcv) | 1 2 3 4
1 25 24 | 28 13

2 17 [ 30 15 [ 26
Tablica przewozow (kolejne iteracje):
i 1 2 3 3 ﬂ.em} ﬂ!cn a,.':zj ﬂjzan ﬂ',-H} a,.{S}
i
1 x¥=70 W =60|130 70 1 70 | 701 0 [0
2 X =80 |x7) =50 | x50 =70 200 | 200 | 130 | 30 | 50 [ O
p &0 120 70 60 330
p s0 120 70 0
p & s0 120 0 0
& 0 120 0 0
e 0 50 0 0
p @ 0 0 0 0

Tteracja p=3: I = {2}:J ={2}: 5 zmienna bazowa: x}, = min{50.50} =50

|

P ﬂ =
pozostate: a™ =a®; b = b . Skreslamy ze zbioru nadawcow 1 — nadawce.

Lh

modyfikujemy: a, =a, —x,,=70—-70=0; D" =D —x,,=120— 0:

14
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Tablica przewozow (ostateczna)
] 1 2 3 4

O 70| O |60
2 80 | 50 |70 | 0O

Otrzymujemy zatem rozwiagzanie bazowe poczatkowe postaci:
S5, ;)=80-17+70-24+50-30+70-15+ 60-13=6370

ETAP II (sprawdzenie optymalnosci rozwiazania bazowego).

Wyznaczamy tzw. tablicg kosztow zastepezycle ¢, w nastepujacy sposob:

¢ Koszty zastgpcze dla aktualnych przewozow rozwigzania bazowego (x,, =0)
przyjmujenmy rowne kosztom wyjsciowym podanym w tablicy: ¢

-

e Znajdujemy pare takich wierszy lub kolunmn dla ktorych mozemy wyznaczy¢
ich roznice (w te) same) kolumnie lub wierszu sa dwie zmienne bazowe).

e 7najac ile wynosi taka roznica - wyznaczamy pozostale elementy w macierzy
kosztow zastepczych., ktorych wartosci jeszcze nie znamy, 1ozwiazi)ac
odpowiednie rownania, tak aby zgadzala si¢ wyznaczona roznica.

Po wyznaczeniu kosztow zastepezych wyznaczamy tablice roinic: r;=c,, —¢,,. .

Uwaga: Dla znuennych bazowych 5, =0.

Al
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Krvterium optvmalnosci rozwiazania bazowegco:

e Aktualne rozwiazanie bazowe jest optymalne, jezeli wszystkie roznice dla
zmiennych niebazowych sg dodatnie.

Dla naszego przykladu (w przypadku otrzymanego rozwigzania poczatkowego
metodq minimalnego elementu macierzy kosztow) mamy:

Macierz kosztow zastepczych (poczatkowa)
] 1 2 3 4

] 24 13
2 17 | 30 | 15

Roznica np. miedzy drugim 1 pierwszym wierszem wynosi: 6, zatem pozostale
elementy tej macierzy wyznaczamy rozwigzujac rownania: 17—¢,, =6=g¢, =11,

15-¢,,=6=¢,=9,6,-13=6>¢,, =19.

16
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Macierz kosztow zastepczyvch (pelna)
] 1 2 3 4

1 11 (241 9 | 13
17 1 30 | 15 | 19

[

Macierz roéznic
] 1 2 3 4

e

1 1410 [ 19] 0

2 0 0 0 7
Poniewaz wszystkie roznice dla zmiennych niebazowych sa dodatnie to

otrzymane rozwigzanie poczatkowe jest optymalne.

17
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ETAP III (modvfikacja rozwiazania bazowego i poprawa__ wartosci

funkciji celu):
Z kazdym zadaniem transportowym zwiazany jest graf tego zadania
odpowiadajacy aktualnemu rozwiazaniu bazowemu. Jezeli rozwigzanie bazowe
nie jest zdegenerowane, to taki graf jest grafem spadjnym 1 bezkonturowym.
Np. dla naszego przykladu dla rozwiazania bazowego postaci:
Tablica przewozow

i 1 2 3 4

1 0O (120 O | 10
2 80| 0 [ 70|50
Funkcja celu wynosi: f(x, ) =80-17+120-24+70-15+10-13+30-26 = 6720 (wigcej

niz dla rozwiazania optymalnego).
Graf tego rozwiazania jest postaci:

N 1 2 3 4
1
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Macierz kosztow zastepczveh:
] 1 2 3| 4

1 2100 0 26| 0
2 O(-710 ] 0

Poniewaz ¢,, =-7, to rozwiazanie to nie jest oczywiscie optymalne. Nalezy go
zatem poprawic,

19
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Kryterium wejscia do bazy:

Do bazy wprowadzamy te zmienng niebazowa. dla ktorej element macierzy
roznic jest najmniejszy (z ujemnych). W naszym przypadku zmienng X;;.
Wprowadzajac t¢ zmienna (przypisujac jej wielkosc transportu .,t=0" jednostek)
poprawiamy rozwiazanie bazowe. Po wprowadzeniu tej] zmiennej
otrzymalibysmy dla zadania graf konturowy postaci:

Wezly narozne konturu okreslaja numery zmiennych, ktorych wartosci sig
zmieniaja. gdy wprowadzamy do bazy nowa zmienna.

i

Nalezy ustalic. zatem ktora zmienna z aktualne] bazy (sposrod naroznych
konturu) nalezy wusunac. Okresla to kryterium wyjscia dla zadania
transportowego.

Macierz rozunic

1 1 2 3

1 21 0 | 26

2 o | -7 0
20
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Krvterium wyjscia:
Niech G ={(k.I)}, gdzie: (k,I) - wezly narozne konturu. Zbiér ten ma parzysta

liczbe wierzchotkow (dla nas 4). Wierzcholki te cechujemy na przemian (+/-)
poczynajac od wierzcholka, ktory wprowadzamy do bazy (otrzymuje on ceche

plus). Cechowanie dzieli ten zbiér na 2 rozlaczne zbiory G* oraz G~ .

W naszym przykladzie: G* = {(2,2),(L4)};:G™ = {(1.2),(2.4)}.

Warto$¢ nowo wprowadzanej zmiennej bazowej w (p — tej) iteracji wyznaczamy
zgodnie ze wzorem:

(») (p-1) }

k1= min {xl
(1, 1eG" -
Nowe wartosci zmiennych naroznych obliczamy zgodnie ze wzorami:

xf :.x!.‘::’_‘;’.'lj —.x}iﬂ) dla (i, ))eG";

D =xEV +xF dla () eG*.G )= kD,

X

O L.
X=X

Pozostate zmienne nie bedace narozne w grafie nie zmieniajg wartosci.

W naszym przykladzie:
xglé = min {XEE 513,4 }: min §120,50}=50; .xf% = .xl[:jjzj — xg% =120-50=170;

a5y =20y -5, =50-50=10; =) =x{ +x5) =10+50=60.

21
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Tresé Krvterium wyjscia: z bazy usuwamy tg¢ zmienng ze zmiennych
nalezacych do zbioru indeksow G, dla ktorej policzona nowa wartosc (zgodnie
ze wzorami redukcyjnymi) jest najmniejsza. Dla naszego przykladu usuwang
zmienng jest zmienna: X,4. Tak utworzone nowe rozwiazanie bazowe da
WYyZnaczone juz wczesnieyrozwiazanie optymalne.

/

#0 = min 42,52, = mfn 120,503 =50; =& = =% - 5 =120-50 = 70;
Ay =5 -5 =50-50=0; x5 =57+ =10+50=60.

‘ 1 2 3 4
i

(=)
50
.__-d o . niebazowa .
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Interpretacja wspolezynnika roznic r,, =-7 (dla rozwigzama nieoptymalnego)
prowadzi do wniosku, ze meoptymalne rozwigzanie aktualne mozna poprawic
0 wartosc (—=7-50=-350) - tzn. zmniejszy¢ o 350 koszty transportu (tyle wynosi
roznica £ — celu rozwigzama biezacego oraz optymalnego), dostarczajac
drugiemu odbiorcy nie 120 ). jego pelnego zapotrzebowamia z magazynu 1-go,
lecz w porcjach - 70 z 1-go 1 50 z 2-go. Ty samym zamowienie 4-go odbiorcy
moglo by¢ zrealizowane (60 — jednostek) w calosc1 z magazynu 1-go.

Uwaga:

Jezeli w macierzy roznic rozwiazania optymalnego jest wiece) zer niz
zmennych bazowych, to 1stnigje wiele rozwiazan optymalnych o te) same)
wartosct funkcj celu.

: ” - 8 . Macierz roznic
\ T1 112134

I
=
=
=
=

23



ZAGADNIENIA
OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ

w aspekcie zadan

PROGRAMOWANIA LINIOWEGO



O Zadania optymalizacji nieliniowe] — zagadnienia
ogolne

Problemy optymalizacji nieliniowe] dzielimy ogdlnie na:
¢ problemy programowania wypukiego
- Minimalizacja funkcji celu wypuklej, lub maksymalizacja funkcji celu wkleslej
- zbiér warunkéw ograniczajacych jest zbiorem wypukiym
Niech funkcje: f,g’;j=L..,m,h’;j=1...m, - sa funkcjami wypuklymi, wtedy

. ' r . : : . i
mozna udowodnié, ze zbiory ograniczone warunkami: g7’(x;,....x,)—c, =0 oraz

W (X)ees X)) — ;= 0 sa zbiorami wypuklymi. Poniewaz czes¢ wspodlna zbiorédw
wypuklvch jest zbiorem wypuklvm, wiec zadania programowania wypuklego przyjmuja

postac:
f(x,.....x, ) —> min
lub
—f(x.....x,) = max
Przy warunkach:

[g"’('ﬁl..‘{fﬂ)iﬂ dla O=1..FIP?1).
B (3 es,)=0 dla (G =1am,);
13;_ =0,x,=0,..x =0.

e problemy programowania niewypukiego
problemy decyzyjne nieliniowe, ktére niespelniang warunkow programowania wypuklego
nazywamy zadaniami programowania niewypukiego



O Zadania optymalizacji nieliniowe] — zagadnienia
ogolne

Szczegdlnvm przypadkiem zadan programowania wypuklego jest programowanie
kwadratowe.

Zaklada on, ze funkcja celu jest wypukla funkcja kwadratowa, zas funkcje g’ (X, X)
z warunkow ograniczajacych sa funkcjami liniowymi (a wiec tworza obszar wypukly).
Zadanie programowania kwadratowego przyjmuje postac:

1 )
cxX + Exrﬁx — min

Ax<b
x=0
gdzie:
X = :xl, X . wektor kolumnowy zmiennych decyzyjnych

C=|Cpseems Cn] - wektor wierszowy wspolczynnikow funkgeji celu skladnika liniowego

b= :bl,...,bm:r - wektor kolumnowy wyrazéw wolnych

A= |:|:‘,II.- ,. ] - macierz wspoélezvnnikow warunkow (po lewej stronie warunkow),
W A

E= |:€I,- r.] - macierz ujemnie okreslona — wspoélezynnikow skladnika kwadratowego (co
' dm=n

gwarantuje wypuklos¢ skladnika kwadratowego funkcji celu)



O Zadania optymalizacji nieliniowe] — zagadnienia
ogolne

Dla zadaf optymalizacji nieliniowej w postaci kanonicznej (warunki ograniczajace
w postaci rownosci) mozemy w ogdlnym przypadku zastosowad metode tzw. czynnikéw
nieoznaczonych Lagrange’a.

W metodzie tej zamiast poszukiwaé ekstremum warunkowego postaci:
S(x.....x,) — max(min)

(2) gj(xk---:xnj—t?j:[) dla (_}:1.-”1),
n=20x,20,.x,=20.

poszukujemy ekstremum bezwarunkowego dla tzw. funkeji Lagrange’a utworzonej w oparciu
o wyjsciowa funkeje celu f(X) poprzez wlaczenie do tej funkeji warunkéw ograniczajacych
z odpowiednimi (sztucznie wprowadzonymi) czynnikami nicoznaczonymi (zakladamy, ze
m<n).

Dla zadania programowania nieliniowego w postaci kanonicznej (2) funkeja Lagrange’a ma
postacd:

L(X;‘:")=L(x1:"':xn;‘:1:"':j“m)=f(x1:"':xn)+zﬁ"j I:Cj_gj(xlr"':xn)]
J=1

Warunek konieczny istnienia ekstremum warunkowego zadania jest nastepujacy:
zerowanie si¢ pochodnych ezastkowych funkeji Lagrange’a:

fj =c¢;, - g’ (%1.0.0x,)=0; dla (j=1,...m);
A
G |

oL of &, og’

—=——-> 4

=) =)
ox, ox, ‘o

I

——=0; dla (1=1.2.....n);
ox,



 Zadania optymalizacji nieliniowe] — zagadnienia
ogolne

Warunek dostateczny istnienia ekstremum warunkowego zadania (2)
w postaci kanonicznej jest nastepujacy:

L= f(xl,...,xn)+ﬁz,-[c,- — 7 (% X,)]
j=1

Hesjan
obrzezony

1 1
p o 0 '& &
Lz 2
P 01 & &
p 0 0 ! g g
B i ma o e
E1 & &1 L, L
1 2 ml
Fz &2 & | Ly Ly
1 2 m
gﬂ gﬂ gn: Lﬂl LHE

- Funkcja Lagrange’a (m<n)

. . og! d°L
dzie: 9'=—-iLy=
gi 9 ox, ™ ox0X,
2 _
& En H,
Dla maksimum funkcji f -
g’” warunkiem dostatecznym jest,
_________ et aby ‘Hm+1’ Hm+2 LA Hn‘:‘H‘
L, zmienialy znak (dla ‘Hmﬂ‘ znak
L, taki jak (—1)™")
Dla minimum funkcji f -
I warunkiem dostatecznym jest,

aby mialy one ten sam znak
(i to taki jak dla (=1)") 28



J WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZACE

PROBLEMOW OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ

Przyvklad - 2
Przedsiebiorstwo przemyslowe korzysta z dwoch rodzajow bocznic: wiasnej
1 dzierzawionej od PKP.
Koszty (w tys. zl) zwigzane z postojem wagonow na bocznicach wyraza
nastepujaca funkcja kosztow:
Sf(t,t,)=0,25¢7 +31, + 0,56, + 41,
gdzie:
t, - czas trwania wyladunku (w dniach) na bocznicy wlasnej,

t, - czas trwania wyladunku (w dniach) na bocznicy PKP.

Pociagi towarowe wozace surowce do przedsiebiorstwa maja w swym skladzie
100 wagonow.

Dzienna zdolnos¢ przeladunkowa bocznicy wlasnej wynosi 10 wagonow,
a bocznicy PKP 20 wagonow.

— Jak rozdzieli¢ wagony pomiedzy bocznice, aby koszt postojowego byl
mozliwie najnizszy ?

— Podackoszt postojowego przy optymalnymrozdzieleniu wagonow pomiedzy
obie bocznice.
Uwaga: zakladamy, ze z wyladowanych wagonow formuluje sie skiad, ktory
moze odejs¢ dopiero wtedy, gdy wszystkie wagony sa oproznione. Tym
samym postojowe liczy sie do momentu wyladunku ostatniego wagonu na
kazdej z bocznic.

— Ile dni wobec tego bedzie trwal wyladunek wagonow na bocznicy wlasnej
aile na PKP ?
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J WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZACE
PROBLEMOW OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ

Matematyvczny model problemu decvzyjnego:

Zmienne decyzyjne: 7,1, =0
Funkcja celu: f(f,z,)=0,25¢ + 3¢, +0,5¢; +4t, —> min
Warunki ograniczajace:
10z, +20t, =100 < g(t,.1,) =1, + 21, =10
{fi =0,t,=0

Funkcja Lagrange'a:
F(t.t,,2)= f(i.,,) + A[10—1, - 2¢, | > min

Pochodne czastkowe z funkcji Lagrange'a wzgledem zmiennych decyzyjnych:

"\E -\L .-\L
L o10-1-26,, Z=05t+3-4 Lor+4-22
Y] " or,

Warunki konieczne istnienia ekstremum funkcji Lagrange'a:

oL

?ﬁ 10-1,-26,=0 [t =2

<%:0 10,5t +3-A=0<> 1, =4

(3‘1 +

t,+4-22=0 _4

oL : A
—0

kﬁfﬁ




J WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZACE
PROBLEMOW OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ

Warunki dostateczne istnienia ekstremum funkcji Lagrange'a:
Pochodne czastkowe drugiego rzedu wzgledem zmiennych decyzyjnych:

OL_2 (05t+3-2)=05
a

at; 1
D—{t‘:i(r1+4—2,1):1
c, o, -~
(?L_ = OL :i_(O,SIl+3—/1)=£_(IW+4—2}t)=0
or,ér, oror, o, or, -
%% _, % _,
at, ot
Hesjan obrzezony:
0O 1 2
|H|=|H,|=]1 0.5 0
2 0 1

Dla zadania na minimum z m =1 warunkami ograniczajacymi wymagane jest,
aby tylko jeden minor |H,|=|H| réowny wyznacznikowi gtownemu mial znak
taki jak (—1)" =-1<0.

Latwo sprawdzi¢ ze wartos¢ wyznacznika (obliczona np. stosujac rozwiniecie
Laplace'a wzgledem 1 wiersza wynosi):

0 1 2
1 050
2 0 1
=—1-(1-0)+2-(0-2-0,5)=-1-2=-3<0

0.5 0

1
H|=|H,|= =0-(—-D™ 1-(—D™
]-Jo ol e

0 1 0,5
+ 2 . (_1)1+3 _
1 2 0
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DYNAMICZNE



d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Tworca teorii programowania dynamicznego jest Richard Bellman,
ktory opracowatl jej podstawy teoretyczne.

Wyczerpujacy opis teoretyczny oraz metodologie wykorzystania
programowania dynamicznego do zagadnien podejmowaniu optymalnych
decyzji mozna znalez¢ miedzy mnymi w pracy monograficzne;j:

[1] Bellman R., Dreyfus S. F., Programowanie Dynamiczne, PWE,
Warszawa 1967.

Metodologia programowania dvhamicznego:

Formalnie rzecz biorac, metody programowania dynamicznego polegaja
na zamianie zadania optymalizacyjnego z N zmiennymi decyzyjnymi
(znalezienia ekstremum warunkowego funkcji N — zmiennych) na N zadan
Z jedna zmienna decyzyjna, przy czym zadania te sa powigzane ze sobg
okreslong zalezmos$cia rekurencyjna (na kazdym etapie zadania skladowego
wyznacza sig ekstremum warunkowe uwzgledniajac rezultat osiggniety na etapie
poprzednim).

Postepujac w ten sposob upraszczamy proces rachunkowy (zamiast
rozwigzywac zadanie zlozone rozwiazujemy zadania prostsze).

Operacja rozbicia zadania optymalizacyjnego na zadania skladowe jest
mozliwa tylko wtedy. gdy funkcja celu zadania jest tzw. funkcja separowalna.
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d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

OkKkreslenie:
Funkcja N zmiennych F(x.x,....xy) bedzie funkcja separowalna. jesli
F(xp.xyenxy)=f1(x) D@ f5(x,)D...D fi(xy).
Operacje: x @ y mnalezy rozumiec jako:
1) x®y=x+y.albo
2) x®@ y=x-y,albo
3) x® y:=min{x. y}. albo
4) x @ y =max{x, y}.
Uwaga: Nastepujace funkcje celu:
Fi(xp.xy.x3) =5g;(x) +8g5(x3)x; + 42, (x;)x,
Fy(x,.x,.x5;) =In[9g,(x,) + 2g,(x,) + 4g,(x;)] - moga byé funkcjami celu
W programowaniu dynamicznym.

Nie moze by¢ to natomiast funkcja celu postaci:
F3(xy. 5. X3) = g1 ()X, + 85 (x3)x3 + £5(x3)




d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Metody programowania dynamicznego sa w  glowne] mierze
wykorzystywane do rozwiazywania zadan optymalizacyjnych dla tzw.
wieloetapowych procesow decyzyjnvch.

Ogolny schemat wieloetapowego procesu decyzyjnego przedstawia
nastepujacy rysunek:

x X, X3 Xy
S, l S, l S5 l 35 Fna l SN
— ] = - - —
Etap 1 Etap2 Etap N

Schemat ten przedstawia dowolny proces (np. realizacje jakiejkolwiek
dzialalnosci). ktorego przebieg mozna podzielic na N - etapow. Na dowolnym
etapie tego procesu mozZemy wyroznic nastepujace elementy:

1) Stan wejsciowy procesu do danego etapu (na schemacie -
5,_4.(I=1L....NN)) — jest to stan jaki osiqgnal proces w wyniku realizacji
etapu poprzedniego.

2) Decyzje podejmowana na danym etapie (na schemacie - x..(i =1.....N) ).

3) Stan wyjsciowy procesu z danego etapu (na schemacie - 5,.(i=1.....N)) —
stan ten zalezy od stanu wejsciowego oraz od podjete] decyzji na danym
etapie.
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d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Stan procesu mozna opisywac za pomocg jednego lub kilku parametrow —
zwanych: zmiennymi stanu. W podanym schemacie proces decyzyjny jest
opisywany za pomoca jedne) charakterystyki — jednej zmiennej stanu.

Oznaczmy przez: S, (i=1...N) - zbior mozliwych w i - tym etapie
wartosci zmiennej stanu - s, (zbior mozliwych stanow). Natomiast przez: D,
(i=1...N) - zbior mozliwych decyzji w i - tvm etapie. Oznacza to, 7Ze zmienna
decyzyjna moze przyjmowac wartosci z tego zbioru (x, € D, ).
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d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Formalnie  wieloetapowy  proces decyzyjny mozemy  wyrazic
nastepujacymi zaleznosciami rekurencyjnymi:

5, - Jest ustalonym stanem poczatkowym procesu

Uwaga:
Zaleznosci te przedstawiaja wazna ceche wieloetapowych procesow
decyzyjnych. a mianowicie, ze stan procesu s, - osiagniety w i - tym etapie

zalezy od stanu wejsciowego s, - do 1 - tego etapu oraz od decyzji x, - podj¢te]
na tym etapie.

Problem, ktory nalezy rozwiaza¢ w kazdym wieloetapowym procesie
decyzyjnym polega na okresleniu ciagu decyzji: x,.x,...x,. (x € D,). przy
ktorych ustalona funkcja celu dla calosci procesu przebiegajacego w N - etapach
osiaga wartosc optymalng (min lub max).

Ciag decyzji optymalnych wyznaczonych dla kazdego etapu: x,.x,.....x

nazywa si¢: polityka optymalng wicloetapowego procesu decyzyjnego.

*

N
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d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Schemat ogdlnv programowania dvnamicznego:

Rozpatrzmy model decyzyjny wieloetapowego procesu decyzyjnego.
Oznaczmy:
X =(xy.....x,;) - wektor zmiennych decyzyjnych ustalanych na kazdym etapie:

s - zadany stan poczatkowy procesu:
51.85..... 8§y - stany wyjsciowe procesu dla poszczegdlnych etapow:

Z,(sq.x;) - wartos¢ funkcji celu uzyskana w pierwszym etapie przy zadanym
stanie poczatkowym:

Z5(51:% ). Z5(55.%3) s Zog 1 (Syr_2- X3y _1)- Z 3y (S3y_1. Xy ) - odpowiednio wartosci
funkcji celu w kolenych etapach: 2.3,....N.

Oczywiste jest, ze zachodzi: Z(sy, X)) =Z,(sq.x) + ...+ Zy (Sy_1. Xy)
Nalezy ustali¢ optymalna strategie — ciag decyzji X =(x; ....xy ). taka aby

Z{sg._}f )a-max(min)._ przy ograniczemiach: X c Q. gdzie €2 - obszar
okreslenia zadania wyjsciowego.
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d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

W celu rozwigzania tego zadania dokonujemy dekompozycji na N — zadan
(etapow) otrzymujac rodzing zadan:
Niech Q,.Qy_;y....€, 4 =0 - oznacza rozbicie obszaru dla zadania

T

wyjsciowego na obszary ograniczajace zmienne decyzyjne dla poszczegolnych

etapow.

Oznaczmy przez:

Fi(sy_y) =max(min) Z, (s, _;.x,) - optymalng wartos¢ funkcji celu uzyskana
x,s0,

na 1 —rozpatrywanym etapie.

Dalej uzyskujemy. ze:
F,(sy_) =max(min)[Z,_,(sy_,.Xy_;)+ F(sy_,)] - optymalna warto$¢ funkcji

Xy €y n

celu w 2 —rozpatrywanym etapie.

Analogicznie dla 3 — rozpatrywanego etapu mamy:
F5(sy-3) = max(min) [Z v2(Sy_a.Xy) + Fols N—z)]
x"'\.'—i EQ.\'—E..\'—‘...’E

................................................................ i dla kolejnych
Wreszcie dla N — tego rozpatrywanego etapu:

Fy(so) = max(mjn}[Z 1(80. %) + Fyr_1 (1 )]
neld; =
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d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Uwaga:

Z rownania tego wynika, ze optymalna wartos¢ funkcji celu dla N — etapowego
procesu decyzyjnego jest rowna optymalne) wartosci funkcji celu ze wzgledu na
pierwsza decyzje, przy zalozeniu stanu poczatkowego s, - procesu oraz

maksymalnej wartosci funkcji celu dla procesu (N-1) — etapowego.

Powyzszy ciag rownan funkcyjnych wyraza tzw. zasade optymalnosci —
sformulowana przez R. Bellmana.

wNiezaleinie od tego jakie byly decyzje pociqtkowe, kaZda nastepna
decyzja w ciqgu sekwencyjnym jest decyzjq optymalng 7 punktu widzenia stanu
wyniklego 7 decyzji popriednich. W efekcie koricowym otrymamy zawsze
strategie optymalng”
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d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Stosujac metodologi¢ programowania dynamicznego oraz ide¢ algorytmu

sekwencyjnego mozna rozwiaza¢ bardzo wiele roznorodnych problemow
decyzyjnych.

Przvtoczvimv tutaj tvlko niektore z tvch problemow:

Problem optymalnego wyboru przedsigwzigc imwestycyjnych.

Problem wyznaczenia mnajkrotsze] trasy przejazdu pomiedzy dwoma
miejscowosciami w wieloetapowej sieci drogowej (transportowe;j).

Problem optymalnego wyznaczenia wielkosci odnawianych zasobow
magazynowych w wieloetapowym (np. co kwartal) procesie dostaw
magazynowych itp.
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d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Przyklad 1 - Problem optymalnego rozdzialu inwestycji

Miedzynarodowe przedsigbiorstwo transportowe planuje zainwestowac
10 000 000 $ w rozwdj sieci swoich placowek na nowych potencjalnych
rynkach swiadczenia ustug. Pod uwage bierze 4 strefy (rynki), a mianowicie:
(I) — rosyjski, (IT) — ukrainski, (ITI) — biatoruski, (IV) — polski.

Firma konsultingowa przeprowadzila wstepne badania opracowujac tabele
oraz krzywe potencjalnych zyskow dla poszczegoOlnych krajow lokalizacji sieci
swoich placowek, przy zainwestowaniu ,,X” - jednostek pienieznych (jednostka
to 1 000 000 $).
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d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Badania firmy Konsultingowej przedstawia tabela:

Suma zainwestowana | Przewidywany zysk (w milionach $) przy inwestyvcji
(w milionach %) w dane] strefie rynku I - IV
I etap II etap III etap IV etap
S J; J; Js
0 0 0 0 0
1 0.28 0,23 0.15 0.20
2 0.43 041 0.25 0.33
3 0,63 0,33 0.40 0.42
4 0.78 0,63 0.50 0.48
5 0.90 0,73 0.62 0.53
6 1.02 0,80 0.73 0.56
7 1.13 0,83 0.82 0.58
8 1.23 0,88 0.90 0.60
9 1.32 0,90 0.96 0.60
10 1.38 0,90 1.00 0.60
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d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Krzywe potencjalnego zysku prezentuja ponizsze wykresy:

Zysk (potendainy) [wmBonach 3

..D_'.g'

o=
f L ]
o "'EI' W i — - - - - S —
*
-m Fynek

a1+ Rynek |
= g Bymek ||
2 4 @ ] (1] 12 = Rynek IV

MWaktady [w mTonach 3]
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d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Zadanie decvzvine jest nastepujace: Jak rozlozy¢ kwote inwestycyjna
nie przekraczajaca 10 jednostek. aby sumaryczny zysk (potencjalnie) byl jak
najwiekszy ?

Jest to zagadnienie kombinatoryczne, ale majace bardzo duzo kombinacji,
dlatego zastosyemy algorvtm sekwencyjny R. Bellmana.

Przyjmiemy nastepujace oznaczenia:

fi(x,) - funkcja zysku z rynku I, przy inwestycji kwoty x,.
f,(x,) - funkcja zysku z rynku II. przy inwestycj1 kwoty x, .
f.(x,) - funkcja zysku z rynku III, przy inwestycji kwoty x,,
f.(x,) - funkcja zysku z rynku IV, przy inwestycji kwoty x, .
x, €10.1,....10},i =1.2.3.4.

Ponadto oznaczymy dla potrzeb algoryvtmu sekwencyvjnego:

F,(A4) - maksymalny zysk przy optymalnym podziale srodkow inwestycynych
wstrefie [1I1. tzn. x, +x, =4, 4<{01,....10}

F..(4) - maksymalny zysk przy optymalnym podziale srodkow mmwestycyjnych
wstrefie L IT1 1L tzn. x, +x, +x, = 4, 4 {0.1....10}

F .., (A) - zysk przy optymalnym podziale kwoty mmwestycyjne] wielkosci A
w czterech strefach: I- IV, tzn. x, +x, +x, +x, =4, A={0.1....10},
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d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Stosujac opisany wezesnie) ogdlnie algorytm sekwencyjny R. Bellmana
mozemy uzyskac optymalne decyzje podzialu srodkow inwestycyjnych.
Dla przykladu pokazemy jak optymalnie zainwestowac kwote A=2 000000 $
(2 jednostki) w rozpatrywane 4 rynki:

Na pierwszym etapie bierzemy pod uwage tylko rynek rosyjski — w jeden rynek
optymalnie inwestujemy zgodnie z wartosciami funkeji celu: F(x) = f,(x) -

podanymi w tabeli. Badania firmy konsultingowej przedstawia tabela;
W d['llEiH] ﬂtﬂpi e dola czamy dl'llgi rvnek — ukrainski: Sl?l.‘ﬂ:? .zamwestm\'ana P-rmn[ll}"wan_\' I}:Sk (w mlll:}llﬂl:h §) przy inwestycji
= - - (w milionach §) w danej strefie rynku I - IV
(*) F,(4) = _max A{fl(ﬁrz) + fi(4 —.1:1)} Tewp | Metwp | Metmp | IVetap
o LA LA A
0 0 0 i ]
1 028 025 013 020
F,(2)=max{f;(0)+ f,2-0). LD+ f,(2-1), L(2)+ /1(2-2)} = ) 043 041 025 03
= max{0+0.450.25+0.28:0.41+ 0} = 0.53 j T mET e
3 090 0,75 0,62 0_:53
. . ./ 6 1.02 0,20 0.73 0.56
Strategia optymalna: {\Ll} ; NE 05 08 058
8 1.3 0,28 0,90 0.60
) . ) 9 132 090 0,96 0.60
Ponadto otrzvinujemy: m 3 090 00 060
F(0) =max{f,(0) + £,(0)} =0

F,()=max{f;(0)+ f,(1-0), () + fi(1-1)} =max {0.28;0.25} = 0.28 46
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W 3 - etapie wyznaczymy optymalna wartos¢ funkcji celu biorac pod uwage

trzy rynki: rosyjski, ukraifiski, bialoruski:

(*F) Fp5(4) = ) :Jﬁx A{fs (x;) + F,(4 _xa)}
1; + 1:: + 1,=A

F53(2) =max{f;(0)+ F,(2-0): (D + F,(2-1): /;(2) + F,(2-2)} =
=max{0+0.53,0.15+0.28,0.25+0} =0.53

Strategia optymalna: (1.1.0)
Ponadto otrzvinujemy:

Fi5;(0) =max{f;(0) + F,(0)} =0
Fros (1) = max{, (0) + F, (1-0): £y (1) + Fy, (1-1)} = max{0.28:0.15} = 0.28

Badania firmy konsultingowej przedstawia tabela:

Suma zainwestowana | Przewidywany zysk (w milionach $) przy mwestycji
(w milionach ) w danej strefie rynku I- IV
Letap [l etap [ etap IV etap
f I f Ji
0 0 0 0 0
1 028 023 015 020
2 045 041 023 033
] 0,65 033 040 042
4 078 0,63 030 048
3 090 0,75 062 033
6 1,02 030 073 0,36
1 113 085 082 0,38
8 1.3 038 090 0,60
9 132 090 096 0,60
10 138 090 1,00 0,60
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Wieszcie w 4 efapie wyznaczymy wartos¢ optymalna funkeji celu biorac pod

r wrvetkd 7 L
W ﬂg@ W SZ" ‘3[1{1(3 CHEW I'}'[].kl Badania firmy konsultingowej przedstawia tabela:
Suma zainwestowana | Przewidywany zysk (w milionach $) przy inwestycji
(**$) _F . (A) = 1max {f (T ) + Fq. (A— X )1 (w milionach §) w dlanej strefie rynku I -1V
1234 444 123 4/) -
X, =0.12..4 Tetap M etap 1T etap IV etap
Xt EX X, =4 f; fi f; fi
0 0 0 0 0
1 0,28 0,23 0,13 0,20
_ , _ 2 045 041 023 033
Fy(2) = max{f,(0)+ Fy(2-0). £, () + F32-1): £4(2) + B (2-2)} = 3 065 | 05 | o | o0&
4 0,78 0,63 0,30 0,48
=max{0+0.53:0.20+0.28,0.33+ 0} =0.53 . 0 T o T e T o
6 1,02 0,80 0,73 0,56
7 1.13 0,85 0,82 0,58
. 8 123 0,88 0.90 0,60
Strategia optymalna: (1,1.0,0} 5 T 00 0% | 0%
10 138 0,90 1,00 0.60

Otrzymany wynik jest wynikiem koncowym, gdy inwestor decyduje sie
na wydanie 2 - jednostek piemeznych - optymalny rozdzial mwestycji:
przeznaczy¢ po jednostee na rynki 111

48
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Dalej nalezy przeprowadzi¢ analogiczne rozwazania rachunkowe dla

A=3.4..10. Ostateczne wyniki podaje tabela ponizej:
Na_kl. Z}-’&Ek pot__ F,(4) Strat. F;(A) Strat. Fpi, (A) Strat. AF,.,, =
Imwest. ze strefy Opt. Opt. Opt.
@) .»ﬁ L. = Flysu(A) — Fly5(4-1)
i i ) (Przvrosty Zysku)
0 oo oo O |{o0)| 2 |{0.0.0) v (0,0,0.0)
1 0280251015 (0,20 0.28 {:ID"; 0,28 '.’,:1._':'__'[]} 028 {ll._':'._':'._f:':? 0,28
2 [oas]oar{o2s[o33] 035 | 11y | 053 | /110y | 953 | {1100} 0.25
3 Jossfossfodofo42] 070 | ogy [ 070 [ 210y | 073 | {1roa) 0.20
{3,1.0,0)
4 |o7s|065|050|048| 090 | /31y | 090 | /310y | o090 |V - 0.17
v R (21,01}
3 0900751062 (0,53 1.04 {324 1.06 {'1 ' 'DH} 1,10 {310 1"} 0,20
L VTR ATy
& 1.02{08010.7310.56 1.20 {3_:{'} 1.21 {'3: 1}':. 1.26 {32{]1: 0.16
7 1.13 085|082 0,58 1.33 {4 3'} 1.35 {331Y 1.41 {37211 0,15
VT =7 S
8 [123]0ss[og0fo60| 144 [s3)y | 148 [ (431} | 155 | (3311) 0.14
VR WorT VAT
{5.3.1) (43.11)
9 1.3210.90 (0,96 | 0,60 1.57 (6.3} 1.60 \ / 1.68 ' : 0,13
T (3.3.3) (3.3.1,2)
Y / 4 !
10 [1.38]090]1.00|0.60| 1.68 |(73)| 173 |(433)| 181 |(4312) 0.13
VoS , T hoEmEe Y
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Whiosek:

Dodatkowy zysk: AF|,34 = Fir34(A) — Fi334(A—1) przy zainwestowaniu na tych
czterech rynkach dodatkowej jednostki (1 000000 $) maleje wraz ze wzrostem
nasycenia rynkow w srodki inwestycyjne - A (jest to zjawisko naturalne 1 prawo
ekonomiczne rynku).

Sens praktyczny tego wniosku ilustruje nastepujacy wykres:
0,34

030 |

0,25 |

022 | s

018 t

014 |

=om Dodatkowy Zysk

010 : i : H : = Trend Zysku
D 2 4 B B 10 12 wzgl. Nakladdw

FlA) - FiA-1) - Dod. zysk przy zaimwest. dod. jedn. inwest.

Masycenie Srodkami [mwestyeyjnymi




