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J WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZACE
PROBLEMOW OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ

Przyklad - 3

Okresli¢ optymalne z punktu widzenia kosztow transportu wspotrzedne (X.Y)
dla lokalizacji magazynu zaopatrujacego w towar pieciu odbiorcow dla
przedstawionych ponizej danych modelowych.

Lokalizacje poszczegolnych odbiorcow: (x,,v,) (i=1.2.....5)

Numer Lokalizacja | Lokalizacja | Wielkos¢ zapotrzebowania
Odbiorcy | x; [km] yi [km] z
[w jednostkach towaru]

Lh| | I BRI =
| | =] ] kD
Ja| B = ]| Lh
= A | =] b2

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

(X.Y) — wspotrzedne lokalizacji magazynu.

z, - ilosciowe zapotrzebowanie poszczegdlnych odbiorcow na towar
(1=1.2,...,5),

d’ = |_(X — X, )2 +(¥Y -y, )2] - kwadrat odleglos¢ magazynu od i-tego
odbiorcy.

K =z- df = 0 - koszty dostaw towaru proporcjonalne do kwadratu odleglosci

I

oraz zapotrzebowania z, odbiorcow (nieujemne),

5 5
K= Zl: K, = Zl: z; d‘ - catkowity koszt dostaw towaru.
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Model matematyczny problemu decyzyjnego:

Zmienne decyzyjne:
(X.Y) — wspoétrzedne lokalizacji magazynu

Funkcja ceha:
j l 3
KX 1) =2z (X -x) +(r=») | >min
i=1

Uwaga:
brak warunkéw ograniczajacych (szukamy ekstremum bezwarunkowego)

Rozwiazanie:
K=2(X-2) +2(Y -5y +7(X —4)’ + 7(Y -3)" + 4(X —1) +4(¥ -1)" +

a 2

+9(X —3)" +9(¥ —2) +(X —3)' +(¥ —4)’ > min

Warunki konieczne:
xK
ax <:}{4(}:’2)+14(}’~:’4)+8(X1)+18(}‘£'3)+2(X3)—ID

%zo 4(Y—5)+14(Y—3)+8(Y—1)+18(Y—2]+2(Y—4):0
oY

x =%

{46}('_132@ 23

46Y =114 I :E
23
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Warunki wystarczajace:

Ok _ 9 (a6x-132)=46

ax? ax

0K _ 9 (467 ~114)=46

) Gl) 4

Ok _ 0K _ 9 (46x-132)=2 (467 -114)=0
eYeX &xey oy X

Warunkiem dostatecznym dla zadania na minimum jest, aby Hesjan drugich
pochodnych czastkowych byl dodatni.

Latwo sprawdzi¢, ze Hesjan:

0K OK |
X° orax| [46 O
H|=|H,|=| & oToX —46-46=2116 >0
PK FK | |0 46
| axoy  or
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5. Przyklady nieliniowych problemoéw decvzyjnvch — zagadnienie wyboru
optvmalnego portfela akcji.

Rozpatrzmy nastepujacy problem decyzyjny. Inwestor posiadajacy
okreslony kapital chce go ulokowac na gieldzie kupujac akcje. Na gieldzie
inwestor ma do wyboru akcje n — firm. Posiadane srodki chcialby ulokowac
mozIliwie jak najlepiej. tzn. ustalic optymalny portfel akcji (zestaw akcji jakie
posiada inwestor).

Kazda akcja jest charakteryzowana przez dwa podstawowe czynniki,
istotne dla inwestora przy zakupie akcji: stopa zwrotu (zysku) 1 ryzyko.

Stopa zysku - to stosunek zysku. jaki przynosi dana akcja (na koniec okresu t).
do kosztu jej zakupu (na poczatku okresu t. czyli w momencie t-1):
po= (R‘ _E—l]—"Dr _

f
P

Wszystkie decyzje odnosnie inwestowania w akcje odnosza si¢ do
przyszlosci oraz sa podejmowane w warunkach niepewnosci 1 ryzyka. Stopa
zysku jest w rzeczywistosci przyszla oczekiwana stopa zysku jaka zostanie
osiagnigta w pewnym okresie. Jest to zmienna losowa. ktora moze przyjmowac
rozne wartosci z roznymi prawdopodobienstwami (zaleza one od sytuacji na
gieldzie, ktora z kolei zalezy od stanu gospodarki oraz od sytuacji politycznej
kraju).
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Przyszla oczekiwana stope zysku dla losowe] rzeczywiste) stopy zysku

n
danej akcji oblicza si¢ z reguly nastepujaco: », = > p,r, . gdzie: 1; — oczekiwana
i-1
stopa zysku j — te] akcjl. p; — prawdopodobienstwo wystapienia stanu S; —
gospodarki. r; — 1 — ta mozliwa stopa zysku j — tej akcji.

Dla przvkladu:

Stany gospodarki Prawdopodobienstwo Stopy zysku (w %)
A B
S 0.3 20 10
S, 0.4 10 20
S3 0.3 0 30

Dla przykladowych akcji A oraz B oczekiwana stopa zysku wynosi:
r,;=03-20+0.4-10+0.3-0=10[%]. #5 =0.3-10+0.4-20 + 0,3-30 =20[%].
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Ryzyvko inwestowania w akcje mozna mierzy¢ za pomoca jedne;
syntetyczne] miary. a mianowiclie za pomoca wariancji stopy zysku (1im wieksza
zmiennos¢ stopy zysku dla akgi. tym wigksze r1yzyko ewentualnych
potencjalnych strat).

Wariancje stopy zysku danej akeji wyraza sie wzorem: v, =3 p; (};J. — }*}.Jl ,
i=l

Zamiast warlancji mozna poshigiwaé sie praktyczniejszym odchyleniem
standardowym: s, :“nfll I

Dla przykladowych akcji A oraz B odchylenia standardowe stopy zysku
WYNO0SZ3:
v, =03-(20-10)" +0.4-(10-10)" +0.3-(0—10)* =60.
1; =03-(10-20)" +0.4-(20-20)" +0.3-(30-20)" =60 (ryzyko obu akcji
jest identyczne).

Przyjmijmy teraz, ze inwestor chce zainwestowac w portfel akcji. Stope
zvsku dla portfela akcji wyznacza sie ze wzoru:

r, = _E.;I T - gdzie: x; —udzial j — tej akeji w portfelu (stosunek wartosci j — tej
=

akcji do wartosci wszystkich akcji w portfelu), r; — oczekiwana stopa zysku j —

tej akcji. Oczywiste jest,ze > x, =10 O=x, =L (j=L...n).

J
Jj=1
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Gdy mwestor kupuje kilka akcji, istotne jest powiazanie ich stop zysku

zpk{rkf _"'})[F;g _?})

_ k=l

mierzone wspolczynnikiem korelacji: o, ;
| S-S
-

Dla akcji A 1 B wspolezynnik korelacji wynosi: p, ; =—1 - stopy zysku

obu akcji sa silnie powiazane, wzrost stopy zysku jedne) akcji powoduje spadek
stopy zysku dla akeji diugie;.

Ryzyko portfela akcji (wariancje stopy zysku dla portfela) obliczamy
zgodnie ze wzorem:
i) n-1 n
v, = Zl:r:;rj +2) D XX 580
J=

i=] j=i+]
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Dla kazdego inwestora interesujace jest wyznaczenie takiego portfela akceji, dla
ktorego:

» stopa zysku bylaby maksymalna:

* ryzyko byloby minimalne;

Jest to problem dwukryterialny (bardzo trudny w te] postaci do rozwigzania)
dlatego w praktyce analizuje si¢ dwa uproszczone problemy jednokryterialne:

* Problem I: ustalic taki portfel akcji, aby:

stopa zysku byla maksymalna. przy ryzyku nie wiekszym od maksymalnie
dopuszczanego.

Z F; X — max

Przy warunkach:
n-1 n n

ZT vo+2Y Yxxss e <V 0 Y x, =k x; 20 (j=1...n).

i=l j=i+l Jj=1
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* Problem II: ustalic¢ taki portfel akcji. aby:
ryzyko bylo minimalne, przy stopie zysku nie mniejszej od minimalnie

dopuszczanej
n-1 n
ZT V42 Y XSS e, —> min
i=l j=i+l

Przy wamnkach.

R n
DX 2y > X, =L x; 20 (j=1..n).
= =1

Dla naszego przykladu zadanie optymalizacyjne dla problemu II, w przypadku
gdy mwestor wymaga aby stopa zysku portfela byla nie mniejsza niz 15 [%)]
bedzie mialo postac:

60x3 + 60x3 + 2x ,x5/60~/60(—1) — min
10x, +20x, > 15:
x, +xp=1

xﬂ._xﬂpi:{}

10
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Zadanie to sprowadzamy do rownowaznej postaci kanonicznej:
60[,1'12 + X5 — 2X,X, ): 60 f(x.x;.x;) > min

i ; A,
2.1:1 +4I2 —I3 —J-.

o,

:n:l+:r2:1;

X, X5,%3 20

Tworzymy funkcje Lagrange’a postaci:
A A 2 2 . LI . -5
L(Ay. 2. X, X0 X)) = X) + X5 = 2x,0, + 43— 23 — 4w, +x3)+ A,(3-x, - x,)

&

11
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.. 2 2

Warunki konieczne:

8/, ]

aL :]‘_‘Tl — X5 :0'~

ol ]

fL =2x,—2x, =24, — A, =0
o,

f;L =2x, —2x, —44, -4, =0
0x,

LR

(G

2x.x, + )1‘,1(3 —2x; —4x, + x3)+ ,&2(3 - X, — .1:2]

.
N

Rozwigzujac ten uklad 5 rownan z 5 niewiadomymi otrzymujemy:

l

A =0.2,=0x =

1
2772 2

%

*
.xE :—.x3 :0.

12
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Warunki konieczne:
?L =3 —2x, —4x, + x; =0
Warunki dostateczne — Hesjan obrzezony jest postaci: o4
0 0 311 g}_, g; 0 0 2 4 -1 ?f =l—x; —x, =0:
2 7 2 CAy
0 0 g g g| (00 1 1 0 -
12 ) OL oy —2x,-22, — 4,0
‘H‘ =& & Ly L, Ls={2 1 2 -2 0|=8 |5~~~ =0 o
! > I, ) 4 1 -2 2 0 .
gI g:_:; Ly Ly Ly ?L =2x, —2x;, — 44, — 4, =0;
g & Ly L Ly 1 0 0 0 0 o2
_ : oL
gdyz: @' (x).%,.%3) = 2%, + 4%, — X3, @7 (X.X0.%3) = X; + X f =4 =0
CX 4

Dla zadania na minimum z trzema zmiennymi decyzyjnymi (n=3) oraz dwoma
warunkami ograniczajacymi (m=2) warunkiem wystarczajacym istnienia

ekstremum jest, aby minor obrzezony ‘I? 3‘:‘1? ‘ mial znak taki jak

(-1)" =(=1)* > 0. a wiec aby byl dodatni.

Dla naszego przykladu wlasnie tak jest, a wiec aby zminimalizowaé ryzyko
swojego portfela inwestor powinien zainwestowac po polowie swoje pienigdze
w akcje obu spolek. Taki portfel jest pozbawiony calkowicie ryzyka (wariancja

rowna zero) i przynosi dokladnie 15[%] potencjalnego zysku.
13
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Tworca teorii programowania dynamicznego jest Richard Bellman,
ktory opracowatl jej podstawy teoretyczne.

Wyczerpujacy opis teoretyczny oraz metodologie wykorzystania
programowania dynamicznego do zagadnien podejmowaniu optymalnych
decyzji mozna znalez¢ miedzy mnymi w pracy monograficzne;j:

[1] Bellman R., Dreyfus S. F., Programowanie Dynamiczne, PWE,
Warszawa 1967.

Metodologia programowania dvhamicznego:

Formalnie rzecz biorac, metody programowania dynamicznego polegaja
na zamianie zadania optymalizacyjnego z N zmiennymi decyzyjnymi
(znalezienia ekstremum warunkowego funkcji N — zmiennych) na N zadan
Z jedna zmienna decyzyjna, przy czym zadania te sa powigzane ze sobg
okreslong zalezmos$cia rekurencyjna (na kazdym etapie zadania skladowego
wyznacza sig ekstremum warunkowe uwzgledniajac rezultat osiggniety na etapie
poprzednim).

Postepujac w ten sposob upraszczamy proces rachunkowy (zamiast
rozwigzywac zadanie zlozone rozwiazujemy zadania prostsze).

Operacja rozbicia zadania optymalizacyjnego na zadania skladowe jest
mozliwa tylko wtedy. gdy funkcja celu zadania jest tzw. funkcja separowalna.

15



d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

OkKkreslenie:
Funkcja N zmiennych F(x.x,....xy) bedzie funkcja separowalna. jesli
F(xp.xyenxy)=f1(x) D@ f5(x,)D...D fi(xy).
Operacje: x @ y mnalezy rozumiec jako:
1) x®y=x+y.albo
2) x®@ y=x-y,albo
3) x® y:=min{x. y}. albo
4) x @ y =max{x, y}.
Uwaga: Nastepujace funkcje celu:
Fi(xp.xy.x3) =5g;(x) +8g5(x3)x; + 42, (x;)x,
Fy(x,.x,.x5;) =In[9g,(x,) + 2g,(x,) + 4g,(x;)] - moga byé funkcjami celu
W programowaniu dynamicznym.

Nie moze by¢ to natomiast funkcja celu postaci:
F3(xy. 5. X3) = g1 ()X, + 85 (x3)x3 + £5(x3)
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Metody programowania dynamicznego sa w  glowne] mierze
wykorzystywane do rozwiazywania zadan optymalizacyjnych dla tzw.
wieloetapowych procesow decyzyjnvch.

Ogolny schemat wieloetapowego procesu decyzyjnego przedstawia
nastepujacy rysunek:

x X, X3 Xy
S, l S, l S5 l 35 Fna l SN
— ] = - - —
Etap 1 Etap2 Etap N

Schemat ten przedstawia dowolny proces (np. realizacje jakiejkolwiek
dzialalnosci). ktorego przebieg mozna podzielic na N - etapow. Na dowolnym
etapie tego procesu mozZemy wyroznic nastepujace elementy:

1) Stan wejsciowy procesu do danego etapu (na schemacie -
5,_4.(I=1L....NN)) — jest to stan jaki osiqgnal proces w wyniku realizacji
etapu poprzedniego.

2) Decyzje podejmowana na danym etapie (na schemacie - x..(i =1.....N) ).

3) Stan wyjsciowy procesu z danego etapu (na schemacie - 5,.(i=1.....N)) —
stan ten zalezy od stanu wejsciowego oraz od podjete] decyzji na danym
etapie.

17
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Stan procesu mozna opisywac za pomocg jednego lub kilku parametrow —
zwanych: zmiennymi stanu. W podanym schemacie proces decyzyjny jest
opisywany za pomoca jedne) charakterystyki — jednej zmiennej stanu.

Oznaczmy przez: S, (i=1...N) - zbior mozliwych w i - tym etapie
wartosci zmiennej stanu - s, (zbior mozliwych stanow). Natomiast przez: D,
(i=1...N) - zbior mozliwych decyzji w i - tvm etapie. Oznacza to, 7Ze zmienna
decyzyjna moze przyjmowac wartosci z tego zbioru (x, € D, ).

18
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Formalnie  wieloetapowy  proces decyzyjny mozemy  wyrazic
nastepujacymi zaleznosciami rekurencyjnymi:

5, - Jest ustalonym stanem poczatkowym procesu

Uwaga:
Zaleznosci te przedstawiaja wazna ceche wieloetapowych procesow
decyzyjnych. a mianowicie, ze stan procesu s, - osiagniety w i - tym etapie

zalezy od stanu wejsciowego s, - do 1 - tego etapu oraz od decyzji x, - podj¢te]
na tym etapie.

Problem, ktory nalezy rozwiaza¢ w kazdym wieloetapowym procesie
decyzyjnym polega na okresleniu ciagu decyzji: x,.x,...x,. (x € D,). przy
ktorych ustalona funkcja celu dla calosci procesu przebiegajacego w N - etapach
osiaga wartosc optymalng (min lub max).

Ciag decyzji optymalnych wyznaczonych dla kazdego etapu: x,.x,.....x

nazywa si¢: polityka optymalng wicloetapowego procesu decyzyjnego.

*

N

19
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Schemat ogdlnv programowania dvnamicznego:

Rozpatrzmy model decyzyjny wieloetapowego procesu decyzyjnego.
Oznaczmy:
X =(xy.....x,;) - wektor zmiennych decyzyjnych ustalanych na kazdym etapie:

s - zadany stan poczatkowy procesu:
51.85..... 8§y - stany wyjsciowe procesu dla poszczegdlnych etapow:

Z,(sq.x;) - wartos¢ funkcji celu uzyskana w pierwszym etapie przy zadanym
stanie poczatkowym:

Z5(51:% ). Z5(55.%3) s Zog 1 (Syr_2- X3y _1)- Z 3y (S3y_1. Xy ) - odpowiednio wartosci
funkcji celu w kolenych etapach: 2.3,....N.

Oczywiste jest, ze zachodzi: Z(sy, X)) =Z,(sq.x) + ...+ Zy (Sy_1. Xy)
Nalezy ustali¢ optymalna strategie — ciag decyzji X =(x; ....xy ). taka aby

Z{sg._}f )a-max(min)._ przy ograniczemiach: X c Q. gdzie €2 - obszar
okreslenia zadania wyjsciowego.

20
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W celu rozwigzania tego zadania dokonujemy dekompozycji na N — zadan
(etapow) otrzymujac rodzing zadan:
Niech Q,.Qy_;y....€, 4 =0 - oznacza rozbicie obszaru dla zadania

T

wyjsciowego na obszary ograniczajace zmienne decyzyjne dla poszczegolnych

etapow.

Oznaczmy przez:

Fi(sy_y) =max(min) Z, (s, _;.x,) - optymalng wartos¢ funkcji celu uzyskana
x,s0,

na 1 —rozpatrywanym etapie.

Dalej uzyskujemy. ze:
F,(sy_) =max(min)[Z,_,(sy_,.Xy_;)+ F(sy_,)] - optymalna warto$¢ funkcji

Xy €y n

celu w 2 —rozpatrywanym etapie.

Analogicznie dla 3 — rozpatrywanego etapu mamy:
F5(sy-3) = max(min) [Z v2(Sy_a.Xy) + Fols N—z)]
x"'\.'—i EQ.\'—E..\'—‘...’E

................................................................ i dla kolejnych
Wreszcie dla N — tego rozpatrywanego etapu:

Fy(so) = max(mjn}[Z 1(80. %) + Fyr_1 (1 )]
neld; =

21
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Uwaga:

Z rownania tego wynika, ze optymalna wartos¢ funkcji celu dla N — etapowego
procesu decyzyjnego jest rowna optymalne) wartosci funkcji celu ze wzgledu na
pierwsza decyzje, przy zalozeniu stanu poczatkowego s, - procesu oraz

maksymalnej wartosci funkcji celu dla procesu (N-1) — etapowego.

Powyzszy ciag rownan funkcyjnych wyraza tzw. zasade optymalnosci —
sformulowana przez R. Bellmana.

wNiezaleinie od tego jakie byly decyzje pociqtkowe, kaZda nastepna
decyzja w ciqgu sekwencyjnym jest decyzjq optymalng 7 punktu widzenia stanu
wyniklego 7 decyzji popriednich. W efekcie koricowym otrymamy zawsze
strategie optymalng”

22
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Stosujac metodologi¢ programowania dynamicznego oraz ide¢ algorytmu

sekwencyjnego mozna rozwiaza¢ bardzo wiele roznorodnych problemow
decyzyjnych.

Przvtoczvimv tutaj tvlko niektore z tvch problemow:

Problem optymalnego wyboru przedsigwzigc imwestycyjnych.

Problem wyznaczenia mnajkrotsze] trasy przejazdu pomiedzy dwoma
miejscowosciami w wieloetapowej sieci drogowej (transportowe;j).

Problem optymalnego wyznaczenia wielkosci odnawianych zasobow
magazynowych w wieloetapowym (np. co kwartal) procesie dostaw
magazynowych itp.

23
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Przyklad 1 - Problem optymalnego rozdzialu inwestycji

Miedzynarodowe przedsigbiorstwo transportowe planuje zainwestowac
10 000 000 $ w rozwdj sieci swoich placowek na nowych potencjalnych
rynkach swiadczenia ustug. Pod uwage bierze 4 strefy (rynki), a mianowicie:
(I) — rosyjski, (IT) — ukrainski, (ITI) — biatoruski, (IV) — polski.

Firma konsultingowa przeprowadzila wstepne badania opracowujac tabele
oraz krzywe potencjalnych zyskow dla poszczegoOlnych krajow lokalizacji sieci
swoich placowek, przy zainwestowaniu ,,X” - jednostek pienieznych (jednostka
to 1 000 000 $).

24
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Badania firmy Konsultingowej przedstawia tabela:

Suma zainwestowana | Przewidywany zysk (w milionach $) przy inwestyvcji
(w milionach %) w dane] strefie rynku I - IV
I etap II etap III etap IV etap
S J; J; Js
0 0 0 0 0
1 0.28 0,23 0.15 0.20
2 0.43 041 0.25 0.33
3 0,63 0,33 0.40 0.42
4 0.78 0,63 0.50 0.48
5 0.90 0,73 0.62 0.53
6 1.02 0,80 0.73 0.56
7 1.13 0,83 0.82 0.58
8 1.23 0,88 0.90 0.60
9 1.32 0,90 0.96 0.60
10 1.38 0,90 1.00 0.60

25
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Krzywe potencjalnego zysku prezentuja ponizsze wykresy:

Zysk (potendainy) [wmBonach 3

..D_'.g'

o=
f L ]
o "'EI' W i — - - - - S —
*
-m Fynek

a1+ Rynek |
= g Bymek ||
2 4 @ ] (1] 12 = Rynek IV

MWaktady [w mTonach 3]
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Zadanie decvzvine jest nastepujace: Jak rozlozy¢ kwote inwestycyjna
nie przekraczajaca 10 jednostek. aby sumaryczny zysk (potencjalnie) byl jak
najwiekszy ?

Jest to zagadnienie kombinatoryczne, ale majace bardzo duzo kombinacji,
dlatego zastosyemy algorvtm sekwencyjny R. Bellmana.

Przyjmiemy nastepujace oznaczenia:

fi(x,) - funkcja zysku z rynku I, przy inwestycji kwoty x,.
f,(x,) - funkcja zysku z rynku II. przy inwestycj1 kwoty x, .
f.(x,) - funkcja zysku z rynku III, przy inwestycji kwoty x,,
f.(x,) - funkcja zysku z rynku IV, przy inwestycji kwoty x, .
x, €10.1,....10},i =1.2.3.4.

Ponadto oznaczymy dla potrzeb algoryvtmu sekwencyvjnego:

F,(A4) - maksymalny zysk przy optymalnym podziale srodkow inwestycynych
wstrefie [1I1. tzn. x, +x, =4, 4<{01,....10}

F..(4) - maksymalny zysk przy optymalnym podziale srodkow mmwestycyjnych
wstrefie L IT1 1L tzn. x, +x, +x, = 4, 4 {0.1....10}

F .., (A) - zysk przy optymalnym podziale kwoty mmwestycyjne] wielkosci A
w czterech strefach: I- IV, tzn. x, +x, +x, +x, =4, A={0.1....10},
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Stosujac opisany wezesnie) ogdlnie algorytm sekwencyjny R. Bellmana
mozemy uzyskac optymalne decyzje podzialu srodkow inwestycyjnych.
Dla przykladu pokazemy jak optymalnie zainwestowac kwote A=2 000000 $
(2 jednostki) w rozpatrywane 4 rynki:

Na pierwszym etapie bierzemy pod uwage tylko rynek rosyjski — w jeden rynek
optymalnie inwestujemy zgodnie z wartosciami funkeji celu: F(x) = f,(x) -

podanymi w tabeli. Badania firmy konsultingowej przedstawia tabela;
W d['llEiH] ﬂtﬂpi e dola czamy dl'llgi rvnek — ukrainski: Sl?l.‘ﬂ:? .zamwestm\'ana P-rmn[ll}"wan_\' I}:Sk (w mlll:}llﬂl:h §) przy inwestycji
= - - (w milionach §) w danej strefie rynku I - IV
(*) F,(4) = _max A{fl(ﬁrz) + fi(4 —.1:1)} Tewp | Metwp | Metmp | IVetap
o LA LA A
0 0 0 i ]
1 028 025 013 020
F,(2)=max{f;(0)+ f,2-0). LD+ f,(2-1), L(2)+ /1(2-2)} = ) 043 041 025 03
= max{0+0.450.25+0.28:0.41+ 0} = 0.53 j T mET e
3 090 0,75 0,62 0_:53
. . ./ 6 1.02 0,20 0.73 0.56
Strategia optymalna: {\Ll} ; NE 05 08 058
8 1.3 0,28 0,90 0.60
) . ) 9 132 090 0,96 0.60
Ponadto otrzvinujemy: m 3 090 00 060
F(0) =max{f,(0) + £,(0)} =0

F,()=max{f;(0)+ f,(1-0), () + fi(1-1)} =max {0.28;0.25} = 0.28 28
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W 3 - etapie wyznaczymy optymalna wartos¢ funkcji celu biorac pod uwage

trzy rynki: rosyjski, ukraifiski, bialoruski:

(*F) Fp5(4) = ) :Jﬁx A{fs (x;) + F,(4 _xa)}
1; + 1:: + 1,=A

F53(2) =max{f;(0)+ F,(2-0): (D + F,(2-1): /;(2) + F,(2-2)} =
=max{0+0.53,0.15+0.28,0.25+0} =0.53

Strategia optymalna: (1.1.0)
Ponadto otrzvinujemy:

Fi5;(0) =max{f;(0) + F,(0)} =0
Fros (1) = max{, (0) + F, (1-0): £y (1) + Fy, (1-1)} = max{0.28:0.15} = 0.28

Badania firmy konsultingowej przedstawia tabela:

Suma zainwestowana | Przewidywany zysk (w milionach $) przy mwestycji
(w milionach ) w danej strefie rynku I- IV
Letap [l etap [ etap IV etap
f I f Ji
0 0 0 0 0
1 028 023 015 020
2 045 041 023 033
] 0,65 033 040 042
4 078 0,63 030 048
3 090 0,75 062 033
6 1,02 030 073 0,36
1 113 085 082 0,38
8 1.3 038 090 0,60
9 132 090 096 0,60
10 138 090 1,00 0,60
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Wieszcie w 4 efapie wyznaczymy wartos¢ optymalna funkeji celu biorac pod

r wrvetkd 7 L
W ﬂg@ W SZ" ‘3[1{1(3 CHEW I'}'[].kl Badania firmy konsultingowej przedstawia tabela:
Suma zainwestowana | Przewidywany zysk (w milionach $) przy inwestycji
(**$) _F . (A) = 1max {f (T ) + Fq. (A— X )1 (w milionach §) w dlanej strefie rynku I -1V
1234 444 123 4/) -
X, =0.12..4 Tetap M etap 1T etap IV etap
Xt EX X, =4 f; fi f; fi
0 0 0 0 0
1 0,28 0,23 0,13 0,20
_ , _ 2 045 041 023 033
Fy(2) = max{f,(0)+ Fy(2-0). £, () + F32-1): £4(2) + B (2-2)} = 3 065 | 05 | o | o0&
4 0,78 0,63 0,30 0,48
=max{0+0.53:0.20+0.28,0.33+ 0} =0.53 . 0 T o T e T o
6 1,02 0,80 0,73 0,56
7 1.13 0,85 0,82 0,58
. 8 123 0,88 0.90 0,60
Strategia optymalna: (1,1.0,0} 5 T 00 0% | 0%
10 138 0,90 1,00 0.60

Otrzymany wynik jest wynikiem koncowym, gdy inwestor decyduje sie
na wydanie 2 - jednostek piemeznych - optymalny rozdzial mwestycji:
przeznaczy¢ po jednostee na rynki 111
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Dalej nalezy przeprowadzi¢ analogiczne rozwazania rachunkowe dla

A=3.4..10. Ostateczne wyniki podaje tabela ponizej:
Na_kl. Z}-’&Ek pot__ F,(4) Strat. F;(A) Strat. Fpi, (A) Strat. AF,.,, =
Imwest. ze strefy Opt. Opt. Opt.
@) .»ﬁ L. = Flysu(A) — Fly5(4-1)
i i ) (Przvrosty Zysku)
0 oo oo O |{o0)| 2 |{0.0.0) v (0,0,0.0)
1 0280251015 (0,20 0.28 {:ID"; 0,28 '.’,:1._':'__'[]} 028 {ll._':'._':'._f:':? 0,28
2 [oas]oar{o2s[o33] 035 | 11y | 053 | /110y | 953 | {1100} 0.25
3 Jossfossfodofo42] 070 | ogy [ 070 [ 210y | 073 | {1roa) 0.20
{3,1.0,0)
4 |o7s|065|050|048| 090 | /31y | 090 | /310y | o090 |V - 0.17
v R (21,01}
3 0900751062 (0,53 1.04 {324 1.06 {'1 ' 'DH} 1,10 {310 1"} 0,20
L VTR ATy
& 1.02{08010.7310.56 1.20 {3_:{'} 1.21 {'3: 1}':. 1.26 {32{]1: 0.16
7 1.13 085|082 0,58 1.33 {4 3'} 1.35 {331Y 1.41 {37211 0,15
VT =7 S
8 [123]0ss[og0fo60| 144 [s3)y | 148 [ (431} | 155 | (3311) 0.14
VR WorT VAT
{5.3.1) (43.11)
9 1.3210.90 (0,96 | 0,60 1.57 (6.3} 1.60 \ / 1.68 ' : 0,13
T (3.3.3) (3.3.1,2)
Y / 4 !
10 [1.38]090]1.00|0.60| 1.68 |(73)| 173 |(433)| 181 |(4312) 0.13
VoS , T hoEmEe Y
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Whiosek:

Dodatkowy zysk: AF|,34 = Fir34(A) — Fi334(A—1) przy zainwestowaniu na tych
czterech rynkach dodatkowej jednostki (1 000000 $) maleje wraz ze wzrostem
nasycenia rynkow w srodki inwestycyjne - A (jest to zjawisko naturalne 1 prawo
ekonomiczne rynku).

Sens praktyczny tego wniosku ilustruje nastepujacy wykres:
0,34

030 |

0,25 |

022 | s

018 t

014 |

=om Dodatkowy Zysk

010 : i : H : = Trend Zysku
D 2 4 B B 10 12 wzgl. Nakladdw

FlA) - FiA-1) - Dod. zysk przy zaimwest. dod. jedn. inwest.

Masycenie Srodkami [mwestyeyjnymi
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