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d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
wprowadzenie w tematyke zagadnien

Istnieje bardzo wiele sytuacji decyzyjnych, ktorych nie mozemy opisac
uzywajac tyvlko wylacznie zmiennych ciaglych.
Wynika to z niecigglosci  pewnych rozwazanych  procesow
ekonomicznych:
e pracownika mozna przydzielic tylko do jednego z kilku dostepnych
stanowisk pracy:
e projekt inwestycyjny bedzie przyjmowany do realizacji lub nie:
e zaklad produkcyjny bedzie lokalizowany w jednym z mozliwych punktow
lokalizacji lub tez nie;

We wszystkich przytoczonych sytuacjach decyzyjnych wymagamy. aby
wszystkie (lub cho¢ jedna zmienna decyzyjna). sposrod tych ktore mamy
wyznaczy¢ przyjmowaly wartosci tzw. dyskrefne (np. ze zbioru liczb
calkowitych: x € Z. lub ze zbioru liczb binarnych: x € {0.1}).

Zagadnienia decyzyjne, w ktorych przynajmniej jedna zmienna decyzyjna
przyymuje wartosci dyskretne nazywamy — dyskretnym zagadnieniem
decyzyjnym. a ich matematyczne modele — dyskrefnym zadaniem decyzyjnym
(DZD).
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wprowadzenie w tematyke zagadnien

Interesowac nas beda obecnie tylko takie dyskretne problemy decyzyjne,
w ktorych zarowno funkcja celu jak 1 warunki ograniczajace sa postaci liniowe;
— zadania programowania dyskretnego - liniowego (PDL). Wsrod tego typu
zadan wyroznia sie trzy podstawowe grupy:
« zadania programowania calkowitoliczbowego - liniowego (PCL)
« zadania programowania binarnego — liniowego (PBL)
« zadania programowania mieszanego — liniowego (PML)
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wprowadzenie w tematyke zagadnien

Zbior rozwiazan dopuszczalnych D7 zadania programowania
dyskretnego — linlowego jest zawsze zbiorem niespomnym (np. dla zadania
programowania calkowitoliczbowego z dwoma zmiennymi - bedzie to zbior
punktow o wspolrzednych calkowitych znajdujacych sie w pewnym wieloboku).
Nieciaglos¢ zmiennych decyzyjnych powoduje, ze zadania tego typu sa
trudniejsze do rozwiazania, niz zwykle zadania programowania liniowego.

-




d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przykiad dyskretnego problemu decyzyjnego

« Zagadnienie optyvmalnego przydzialu

Istnieje mozliwos¢ obsadzenia ..n”" — stanowisk roboczych (1 = 1.2.....n) przez
.7 — 0s6b (pracownikow) (3 = 1.2....n). Znane sa efekty pracy ] — tego
robotntka na 1 — tym stanowisku pracy (macierz efektow pracy -

Efekty te moga by¢ oceniane pozytywnie (wydajnosc¢ pracy, wartos¢ produkcii
w przeliczeniu na jednostke czasu) lub negatywnie (liczba brakéw, czas
wykonania pracy. koszty zwiqzane z praca).

Nalezy dokonac takiego przydzialu pracownikow do poszczegolnych stanowisk
pracy, tak aby zminimalizowa¢ negatywne lub zmaksymalizowacé pozytywne
efekty pracy dla calego zespohu (zakladu pracy).

Zaklada sie ponadto, ze kazde stanowisko pracy moze by¢ obsadzone tylko
przez jednego pracownika. a tym samym kazdy pracownik moze pracowac tylko
na jednym stanowisku.

Oznaczenia:
‘ _— 1A . ) )
Oznaczmy przez JLI.__J. = [.TI._J.:II.J. =1.2.....n - maclerz zmiennych decyzyjnych.

ktora jest postaci:
{1. gdy j- ty pracownik jest przydzielony do1 - tego stanowiska

X, |
" 0. w przeciwnym wypadku
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przykiad dyskretnego problemu decyzyjnego

Model matematvezny:
Problem ten mozna przedstawi¢ za pomoca nastepujacego liniowego zadania
programowania binarnego (PBL):

(fll]lk[‘j a celu)

f(x, ;)= Z Zu} | * X, ; — max(min)

i= ].J—].

(warunki ograniczajace)
R
QX =L i=12....n
7=l

(kazde stanowisko jest obsadzone tylko przez 1 pracownika)

Yx =L j=12..n
i=1

(kazdy pracownik jest przydzielony tylko do 1 stanowiska)

L
X, = {0 1.]=1.2,...n
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przykiad dyskretnego problemu decyzyjnego

Kazde rozwiazanie bazowe dopuszczalne (tym samym optymalne) to macierze
postaci (dla n=5):

01 00 0
000 01
X=[0 001 0
1 00 0 0
001 00

(w kazdym wierszu oraz w kazd:ej kolumnie jest tylko jedna jedynka).

Zadanie optymalnego przydzialu. mimo ze jest klasycznym problemem
programowania dyskretnego. to moze Dby¢ rozwigzane metodami
programowania liniowego — algorvtmem simpleks (co jest bardzo
pracochionne). Istnieje jednak  stosunkowo prosty i skuteczny algorytm
postepowania — algorytm wegierski (oparty na twierdzeniu wegierskiego
matematyka - Denesa Koniga). ktory mozna zastosowac do rozwiazywania
zadan optymalnego przydziahu.
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Dyskretne]

przykiad dyskretnego problemu decyzyjnego

Przyklad: W pewnym magazynie pracuje 3 pracownikow magazynowych: P1,
P2, P3, ktérzy moga wykonywac¢ 4 rodzaje zadan: Z1, Z2, 73, Z4, z 167na
wydajnosciag. W tabeli ponize] podana jest wydajnos¢ pracownikow przy
wykonywaniu poszczegolnych zadan:

Wydajnos¢ pracownikow (szt./godz.)
Pracownicy przy wykonywaniu zadan magazynowych
71 72 Z3 Z4
P1 15 4 5 2
p2 3 6 3 10
P3 12 4 6 3

W =

(15 4 5 2]
3 6 3 10
12 4 6 3

(0 0 0 0]

Zakladajac specjalizacje w ciagu dnia pracownikow przy wykonywaniu tylko
jednego zadania, przydzieli¢ zadania poszczegdlnym pracownikom, tak aby
zmaksymalizowac taczna wydajnos¢ ich pracy.

Poniewaz w problemie optymalnego przydziatu zaklada sieg, ze liczba stanowisk
pracy jest taka sama jak liczba pracownikéw, to w naszym przykladzie musimy
wprowadzi¢ czwartego fikcyjnego pracownika. Oczywiscie wydajnos¢ jego
pracy dla poszczegolnych zadan bedzie réwna 0.
Macierz wydajnosci pracy (wspolczynnikéw funkeji celu) jest wiec postaci:
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przykiad dyskretnego problemu decyzyjnego

Matematyvczny model zadania:

.F(IE-_J:I - 1 5.3._1_1 + 4.1;:1_2 o 5.T1_3 + 2:‘._1,_._1_ + 3.1:2,1 BLE 6..1_2_2 BLE -3‘.1_2_3 o ]'U‘Tzd. +

- _ 1

e

Rozwiazemy =zadanie korzystajac z wers)li algorytmu wegierskiego. Kktora
zaklada. ze fumnkcja celu jest postaci - mumimum. Dlatego w rozwiazaniu
bedziemy minimalizowac¢ funkcje przeciwna do funkcj celu:
ktore) macierz wspolczynnikéw jest postaci:
[—15

xi,l + .*‘{2__2

..rl_.]_ + :rl_z LE ..rl_.g + .Tl_‘

T Xy 5 Xy

X3+ X35 X33 +X;,
Nyq + Xy X5+ X,
Xyt X5y X5+ Xy,

Xpg + Xy X35 + Xy,
X3 + X3 3 +x3__3 + X435

XKiq T Xy g T X34+ Xy

-3
W =

0

[l
e e e ke

—12

—4

-6

—4
0

— F(x, ). dla
-5 -2
-3 —10
—6 -3
ﬂ —
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przykiad dyskretnego problemu decyzyjnego

Krok 1: Przeksztalcenie macierzy: W — tak. aby w kazdym wierszu 1 kazde;
kolumnie znalazlo sie co najmniej jedno zero:

15| =4 =5 27 element 0 11 1] B2 (1
-3 —6 —3 |-10 /najmniejszy 7 4 7 0
W= | W= |
“12] -4 -6 -3 0 8 6 9|
0o 0 0 0| 0 0 0 0]

Krok 2: Skreslenie w przeksztalcone] macierzy wspolczynnikow funkcji celu
wierszy oraz kolumn zawierajacych zero mozliwie najmniejsza liczba linii:

0 11 10 13]
—4—7 0 - :
W — S trzy linie — zatem przechodzimy do kroku 4
0 8 6 9
b—0—0—0

Jezell najmniejsza liczba linii konieczna do pokrycia wszystkich zer jest rowna
wymiarowl macierzy (czyli - n). to rozwiazanie, ktore otrzymamy na podstawie
tak przeksztalcone] macierzy wspolczynnikow bedzie optymalne —
przechodzimy do kroku 3. Jezeli jest ona mniejsza niz wymiar macierzy — W,
to przechodzimy do kroku 4.

'):13

10

r . 1
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przykiad dyskretnego problemu decyzyjnego

Krok 3: Ustali¢ tak rozwiazanie optvmalne, aby w macierzy [1:J] jedynki

znalazly si¢ tylko na tych miejscach, gdzie sg zera w przeksztalcone) macierzy —
W (musimy dbac takze. aby w kazdym wierszu 1 kazde) kolumnie bvila tylko
jedna jedynka).

Krok 4: Gdy liczba linii pokrywajacych zera jest mmniejsza od wymiaru
macierzy wspolczynnikow. to w biezace) (przeksztalconej) macierzy
wspolczynnikow nalezy znalez¢ element najmnie)szy oraz:

odjac go od elementow nieSkreslonych;

doda¢ go do elementéw podwaojnie skreslonych;

elementy skreslone jedna linia (raz) pozostawiamy bez zmian;

10+ 6 =

11

0 11 10 137 ol 5 4 7

g | T+ ——%| element 13 4 70— elementy
|0 8| 6 |9 minimalny ol 2 0 3 odjete

- 6 fo 0o o
Powrot do kroku 2 1 powtdrzenie/procedury. az do uzyskania rozwiazania
optymalnego. ‘ elementy 1 0 0 0]

U dodane 00 0 1 F(x ) =15+

;3 4 7[0 X -
W= b -~ = =31 [szt./gog

p 2[d ]3] czterylinie 0 010 '

- =14 . @ Z2atem rozwigzanie optymalne

¥ o Lo Loy (krok 3) _O 1 O O_
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przyktady dyskretnych problemoéw decyzyjnych

Zagadnienie rozwozki:

Czesto mamy do czynienia z sytuacjg, gdy pewien jednorodny produkt musi
zosta¢ przewieziony od producenta do wielu jego odbiorcéw. Dla przykiadu z
cukrowni rozwozi sie wyprodukowany cukier, z mleczarni np. masto i mleko, z
browaru piwo itd.

Nickiedy mamy sytuacje odwrotna, zwlaszcza w przemys$le spozywczym
zakupiony surowiec od wielu jego producentow (np. mleko) nalezy przewiezé
do zakladu (np. zakladéw mleczarskich) w ktérym odbywa si¢ dalsza jego
przerdbka.

Tego typu zagadnienia nazywajg si¢ ogoélnie zagadnieniami rozwodzkowo-
przywozowymi. Dla uproszczenia w dalszym ciggu bedziemy rozwazaé tylko
zagadnienie rozwozKi.
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przyktady dyskretnych problemoéw decyzyjnych

Zaktadamy, ze dane sa:

- baza bedaca miejscem produkcji jednorodnego towaru oraz postoju parku
transportowego:

- dana jest liczba pojazdow o jednakowej tadownosci;
- znamy popyt kazdego odbiorcy;

- oraz macierz odleglosci (lub kosztu przewozu, czasu przewozu) pomigdzy
wszystkimi punktami odbioru;

- popyt kazdego odbiorcy jest mniejszy od tadownosci pojazdéw, a laczne
zapotrzebowanie wszystkich punktéw odbioru jest mniejsze od ladownosci
calego parku transportowego;

- towar jest dostarczany do odbiorcy w okresie planowanym (w dniu, tygodniu)
przez jeden pojazd.

Nalezy ustali¢ taki zbiér marszrut (trasg¢ dostaw towaru) aby:
1. popyt kazdego odbiorcy byl zrealizowany przez jeden pojazd.
2. tadownos$¢ kazdego pojazdu nie byla przekroczona

3. dlugos¢ wszystkich marszrut byla minimalna

13
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przyktady dyskretnych problemoéw decyzyjnych

Wprowadzamy oznaczenia:

n - liczba odbiorcow towaru (punktéw odbioru)

P - zbioér indeksow wszystkich punktéw odbioru P={1,2,....n}

P - zbiér indekséow wszystkich punktéow odbioru i dostawy P = {0,1,2,....m}
m - liczba pojazdow

V - zbior wszystkich polaczen pomiedzy punktami (mozliwych marszrut)
V={{ijyi.je Pni= j|

w - jednakowa tadownos¢ wszystkich pojazdow

b, - popyt j-tego odbiorcy

¢, - odleglos¢ od punktu 7 do punktu ; (dlugos¢ trasy <fjj>)

Zgodnie z przyjetymi zalozeniami dane te musza speilnia¢ warunki:

mn
ij. <m-woraz b. <w,je P
o

J=1

Dla kazdego pojazdu wyznaczamy jedng marszrute (lacznie bedzie ich m).

14
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przyktady dyskretnych probleméw decyzyjnych

Przyjmiemy nastepujace zmienne decyzyjne:

x, - ilo$¢ towaru (dobra) przewozona na trasie (7. j}

,1'{';' =

1. gdy pojazd pokonuje trasg (i .J )
0. w przypadku przeciwnym

Zadanie decyzyjne (PML) bedzie mialo posta¢: Znalezc takie wartosci
zmiennych x, oraz y, aby:

Funkcja celu:  X; syep €55 - ¥;; = min
przy warunkach ograniczajacych:

(1) > y,=Lda(jeP)

(2) v, =L da(jeP)
=P

warunki (1) 1 (2) oznaczaja, Ze dla kazdego odbiorcy wjezdza i z kazdego
wyjezdza jeden pojazd
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przyktady dyskretnych probleméw decyzyjnych

3) Zym =m

ieP
(4) Z}’m —m
ieP
warunki (3) 1 (4) wymuszajg, aby z bazy wyjechalo 1 do niej wrécilo dokladnie

m - pojazdow

(5) ng —ZIJ,.{. :b_,-': (jE P)
ieP ieP
warunek (5) oznacza, ze w kazdym punkcie zostawiamy tyle ile wynosi jego

popyt

6) Y x,=>b,

JjeP JeP

warunek (6) pozwala wywiez¢ z bazy tyle towaru ile wynosi lgczny popyt
odbiorcow

16
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(7) x, <w-y,, ((L.j)eV)

warunek (7) zapewnia, ze na kazdej trasie przewieziemy towaru nie wiecej niz
wynosi tadownosé pojazdu. Jesli danej trasy pojazd nie pokonuje, to przewoéz
towaru na tej trasie jest zerowy.

(8) x, 20, ({(i.j}eV)

9) yye{0.1}, ((i.j)eV)

Zadanie rozwoézki jest zadaniem o duzych wymiarach.
liczba zmiennych, to: L(z) =2n(n+1)

liczba warunkow: L(w)=3n+n(n+1)+3

Dla n=30 odbiorcéw mamy 8450 zmiennych i 483 warunki.
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Zagadnienie komiwojaiera - klasyczny problem optymalizacji dvskretnej

Komiwojazer (dawny sprzedawca objezdzajacy domy i oferujagcy produkty)
wyrusza z pewnego miasta (z bazy), ma odwiedzi¢ kilka miejscowosci i wrocié
do punktu startu. kazde z miast moze byé odwiedzone tylko raz i w dowolne;j
kolejnosci.

Dany jest zbiér miast (i=1,2,....n) oraz nieujemna, kwadratowa macierz
odlegtosci (kosztu lub czasu przejazdu) C:[c{},.]le,...:,n;j:1,...,n. Nalezy
znalez¢ taka droge zamknieta, przechodzacg przez wszystkie miejscowoscei,
ktora jest minimalna.

Droga zamknigta jest zwana dalej marszruta 1 skilada sie z » odcinkow, ktore

bedziemy nazywac trasami. Poniewaz marszruta nie moze zawiera¢ trasy <f,i>,
wiee przyjmujemy, ze ¢, = dla i=1,2,..n. taczna liczba marszrut w
problemie komiwojazera jest rowna (n—1)!. Dla n=10 mamy 9!=362800

roznych rozwigzan. Przeglad zupelny zbioru rozwigzan w celu znalezienia
optymalnego jest efektywny tylko dla matych n(n<8).
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Oznaczmy przez:

V= {(f,_j): i+ jil,j= 1,2,...,71} - niech bedzie zbiorem wszystkich mozliwych
fras

Zmienne decyzyjne:

- zmienna binarna

e TP

g

|1, gdy marszruta zawiera tras¢ <z’,j>
o, w przypadku przeciwnym

z, - zmienna catkowita, ktéra kazdemu miastu j-temu przyporzadkowuje ceche

- kolejnos¢ odwiedzenia tego miasta (przy zalozeni ze dla punktu startu - bazy
z, =0)

Jezeli n=5 miast oraz j;=1 (miasto o numerze l-baza), to przykladowa
marszruta moze byc¢ postaci: (1,4,5,3,2,1), a zmienne kolejnosci odwiedzen:
z,=0,z, =1z, =2z, =3,z, =4 (oczywiscie miasto startu posiadajace ceche

z, =0 nie moze mie¢ drugiej cechy réwnej 5)
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Problem komiwojazera sprowadza si¢ do nastepujacego zadania decyzyjnego

(PML):
Wyznaczy¢ takie wartosci zmiennych: x; oraz z, aby:
funkcja celu: Z C,X; —> min

{i.jhel

przy warunkach ograniczajacych:

(1) Z:c&,. =1 dla(j=12,...n)
=]

2) > x,=1 dla(i=12,...n)
J=l

warunki (1) i (2) oznaczaja, ze komiwojazer przez kazdy punkt przejezdza tylko
jeden raz

20
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(3) z, —z,+nx;<n-l, dla(i=12,...,m j=23,...n; i # J)

niestety (1) i (2) nie gwarantuja, ze z wybranych » tras tworzymy tylko jedna
marszrute zamknigtg. Warunek (3) wyklucza mozliwos¢é powstawania tzw.
podceykli w tworzonej marszrucie.

z,20,z,€C, (j=12,....n)

X; E{O,l}, ((i,j)e V)

Zadanie komiwojazera jest zadaniem o duzych rozmiarach.
Liczba zmiennych to: L(z)=n+n(n—-1)=n’
Liczba warunkéw to: L(w)=2n+n(n-1)—(n—-1)=2n+(n-1)>

Dla n=10 mamy 100 zmiennych oraz 101 warunkow.

21
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O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI
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[1] Bogustaw Filipowicz, Modele stochastyczne w badamach operacyjnych,
Analiza 1 synteza systemow obshligi 1 =ieci kolejkowych, PWN Warszawa
1904,

[2] Tan Mikus, Metody wspomagania procesu zarzadzama, Modele sieciowe
1 obslugt masowe), Wydawnictwo Politechmilia Wroclawskie), Wroclaw
1903,

23




O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

1. Uwagi wstepne.

Przez ,,system obslugi masowej” rozumie sie roznego rodzaju urzadzenia
ze stanowiskami obslugi (kanalami obslugi). do ktorych zglaszaja sie w stalych

lub losowych odstepach czasu klienci, ktorzy chca by¢ obshuzeni.

Przykladamui tego rodzaju systemoéw moze by¢:

Numer Stanowisko obslugi
systemu Klient Kanal obslugi Rodzaj obslugi
obslugi
1 statek nabrzeze zaladunek lub rozladunek statku
portowe
2 pacjent gabinet badanie stanu zdrowia pacjenta
lekarski
3 abonent telefoniczny centrala polaczenie z wybranym numerem
telefoniczna
4 samochod stacja tankowanie paliwa
benzynowa
5 samochod stacja obslug: naprawa samochodu
samochodow (badanie stanu technicznego)
6 maszyna konserwator maszyn | naprawa uszkodzonej maszyny
7 widz kinowy kasa biletowa sprzedaz biletu do kina
8 kupujacy kasa supermarketu | pobieranie naleznosci za towar
w supermarkecie

24



O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

Gdy wszystkie stanowiska obslugi sa zajete, to zglaszajacy si¢ klient ma dwie

mozliwosct:

« zrezygnowac z obshigi

« ustawic si¢ w kolejce (nie jest to skutkiem zlej organizacj pracy. lecz faktem
obiektywnym wynikajacym z losowego czasu przybywania klientow do
stanowisk obslugi oraz losowego czasu trwania ich obshugi)

Uwaga:

Calkowita likwidacja kolejek (przez zmaczne zwigkszenie liczby stanowisk

obshugi) jest rozwiazaniem nie tylko ekonomicznie najgorszym (najbardziej

kosztownym). ale takze fizycznie mniemoZliwym (zmmniejszeniu sie liczby

klientow oczekujacych na obshige towarzyszy¢ bedzie znaczny wzrost liczby

niewykorzystanych stanowisk obshigi oczekwacych na klientow - powstaje

zatem inny rodzaj kolejki).
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O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

Aby skrocié czas oczekiwania klientow w kolejce na obshige menadzer systemu

moze:

« zwigkszy¢ 1los¢ stanowisk obshugi,

« skroci¢ czas obslugi klientow przez wszystkie kanaly obshigi lub tylko ich
CZEsSC,

Uwaga:

Oba rozwiazania wymagaja poniesienia dedatkowych keszfow na inwestycje

oraz powoduja. ze wydluiy sie czas w ktorym wszystkie stanowiska obshugi ub

ich czesc bedq niewykorgystane (system ponost wtedy niepotrzebne straty).

Menadzer systemu musi podjac decyzje. ktére sa pewnym kompromisem

ponuedzy interesami kiientow (brak kolejek, szvbszy czas obslugi) oraz

interesami zarzqdzajqcego systemem (nizsze koszty funkcjonowania systemm,

brak strat).

Zakres zastosowan feorii masowej obslugi obejmuje rézne dziedziny
dzialalnosci ludzkiej. Teoria ta znalazla zastosowanie m.in. przy rozwiazywaniu
bardzo wielu problemow ekenomicznych. Do zadan z teorii masowe) obshigi
naleza rowniez zadania z zakresu feorii niezawodnesci, oraz zarzqdzania
zapasami.
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2. Struktura svstemow obslugi i ich podstawowe elementyv.

Systemy masowe] obslugi (jak np. wielkie przedsigbiorstwa, systemy

zaopatrzeniowo — magazynowe, systemy transportu miejskiego) poza duza

roznorodnoscia indywidualnych wlasciwosci posiadaja wiele wspolnych cech.

Glowna 1ch wspolna cecha jest wystepowanie w nich trzech podstawowych

elementow:

. Zrédlo zgloszeri - zbior potencjalnych zgloszer (klienci, zyczenia, potrzeby,
przedmioty) do systemu, ktore czekaja na obsfuge (sprzedaz, przeglad,
obrobke) przez urzadzenia obshugujace.

« Urzqdzenia obslugujqce (kanaly obslugi) - realizuja obslige na podstawie
zgloszen wchodzacyvch do systemu. Moga to by¢ zarowno obshigujacy
zgloszenia ludzie jak 1 maszyny.

« Kolejka (powstaje. gdy liczba wolnych kanalow obshigi jest mniejsza od
liczby zgloszen). Nie jest to jedynie zbior oczekujqcych na obsluge. ale
takze pewna struktura podlegajaca pewnemu zbiorowi regul — regulamin
kolejki.
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Schemat funkcjonowania przykladowych systemow masowe] obshigi
przedstawia ponizszy rysunek:

Swe S‘W’Y

—> KOy [ KO, —M KO3 (—» KOi4 —>

a) szeregowa struktura wielofazowego systemu obslugi masowej

Sue KO, | Koy s
ko, Fof kos of Ko7 N

KOs KOk

b} szeregowe - rewnolegla strukrura wielofazowegeo systemu obslugi masowej

S
wy
s KOy ——>» KO3 ——>» KOs KO7 —>
we
— S
wy
Ko, ——» ko, —» Koy KOg [—»

c) rownolegla struktura wielofazowego systemu obslugi masowej

Powstale w zrodle zgloszenia pojawiaja sie w stalych lub losowych
chwilach czasu i tworza tzw. wejsciowy strumien zgloszen (S,,.). Kazde
zgloszenie przechodzi kolejno przez kilka kanalow (faz) i przed kazdym moze
czekac w kolejce (obsluga konczy sie po przejscin wszystkich faz). Wszystkie
obshuzone zgloszenia tworza strumien wyjsciowy (S,,). Obsluga zgloszen przez
oddzielny kanal obslugi podlega okreslonym prawidlowosciom - tzw.
mechanizm obslugi (zalezy on m.in. od system. celu obstugi. kanahu obshugi).
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Charakterystvka wejsciowego strumienia gelosgeri.

Zgloszenia wchodzace do systemu (pojedynczo lub grupowo) tworza tzw.
wejsciowy strumien zglosgen. Strumien zgloszen jest ekresiony - jesli znane sa
prawidlowosci rzadzace powstawaniem zgloszenia w przedziale czasu [7.f + T ]
od chwili ..t — powrotu jego do zrodla do chwili ,t+—T" ponownego jego
pojawienia sie W systemie (zZnana jest prebabilistyczna charakterystyka
zmiennej losowej ., T”") oraz liczba zgloszen N

Jezeli w wejsciowym strumienin zgloszen nie wystegpuja przypadki
pojawienia sig dwoch lub wigkszej liczby zgloszen (tzw. strumien pojedynczy).
to jest on w pehl charakteryzowany za pomoca dlugosci przedziatlu czasu ,. £, 7
pomiedzy kolejnym (n — ..tym”. n=1.2.3....) oraz poprzednim (n-1 — ,szym")
Zgloszeniem.

Wejsciowy strumien zgloszen moze byc strumieniem regularnym
(zgloszenia wplywaja w jednakowych odstepach czasu: £, = consr ). W praktyce
przypadek ten bardzo rzadko wystepuje (czas pomiedzy kolejnymi zgloszeniami
zalezy od bardzo wielu czynnikow przypadkowych). Zatem najczescig]
wejsciowy strumien zgloszen jest sfrumieniem losowym (£ - sa Zmiennymnu
losowymi o okreslonych funkcjach rozkladu prawdopodobienstwa).

Jezeli dlugosci przedzialow czasu pomiedzy kolejnymi zgloszeniami nie
wphywaja wzajemnie na siebie (zmienne losowe £, - sa niezalezne). to strumien
nazywa sie sfrumieniem bez nastepstw (beg pamieci). W szczegolnosci, gdy
zmienne losowe ~ maja ten sam rozklad prawdopodobienstwa to taki strumien

nazywa sig strumieniem rekurencyjnyim.

29



O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

W zaleznosci od typu rozkladu zmiemnych losowych £ strumienie

rekurencyjne posiadaja pewne specyficzne nazwy. Czesto w systemach obshugi
masowe] rozpatruje sie wejsciowy rekurencyjny strumien zgloszen bedacy
tzw. strumieniem Poissona.

Dla wejsciowego strumienia zgloszen fypu Poissona zmienne losowe
. (n=1.2....)) okreslajace czas pomiedzy dwoma Kkolejnymi
zgloszeniami sq zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie wykiadniczym,
a zatem posiadaja rozklad prawdopodobienstwa okreslony za pomoca
dystrybuanty postact:

F(H=P(&, <t)=1—e " 1>0.t20.

é’n:i‘ﬂ—f

Wynika to z ponizszego twierdzenia

Twierdzenie:

Jesli proces zgloszen do systemu jest procesem Poissona z intensywnoscia
A >0, to odstgpy czasu pomigdzy kolejnymi zgloszeniami (zmienne losowe &£ )

posiadaja ten sam regklad wykladniczy z parametrem A > 0.
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Niech X(7) - bedzie sygnalowym procesem Poissona (proces jednorodny

o przyrostach niezaleznych 1 pojedvnczy) oraz oznacza 1los¢ svygnalow
(zgloszen) jakie pojawily si¢ w przedziale czasu [0.t].

Dla strumienia wejsciowego bedacego  strumieniem  Poissona
prawdopodobienstwo zdarzenia., ze w przedziale [0.t] pojawilo sie kK7 —
zgloszen (sygnalow) wynosi:

P(X(O)=k)=e* %;k =0.1.2....

Oczekiwana (srednia) ilos¢ zgloszen (syvgnalow) w przedziale czasu [0.t]
wynosi zatem: E[X(f)]=A-f. Stad parametr ,,A>0" — interpretyjemy jako
ilos¢ zgloszen w jednostce czasu. a wiec jako infensywnosé zgloszen dla
strumienia typu Poissona.

W praktycznych zastosowamiach rozwaza sie takze wejsciowy strumien
zgloszen fypu Erlanga (rzedu . K7). W tym przypadku strumien naplywajacych
zgloszen moze by¢ strumieniem Poissona. lecz do obslugi dopuszcza sie tylko
jedno (ostatmie) z kazdych ..k — kolejno naplywajacych zgloszen.
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W dotychczasowych rozwazaniach wejsciowy strumien zgloszen
charakteryzowal sie tym. ze kolejne zgloszenia pojawialy sie pojedynczo.
W praktyce wystgpuja rowniez takie przypadki, gdzie zgloszenia pojawiaja sie
grupowo w dowolnych chwilach czasu 1 liczba tych zgloszen moze by¢ losowa.

W zaleznosci od tego czy struktura probabilistyczna (rozklad) strumienia
wejsciowego zmienia si¢ w czasie cfy fei nie, sttumienie dzielimy na
niestacjonarne oraz stacjonarne (znacznie prostsze do analizy).

Oznaczmy przez:

N, - liczba zgloszen. ktore weszly do systemu od chwili poczatkowej ,.7, =07
do chwili czasu .,t=0", #,.7,.....7,.... kolejne chwile pojawiania sie zgloszen, zas
przez X,;.X,....X,.... - liczba zgloszen (liczba serii zgloszen) pojawiajaca sie
w tych chwilach.

Fi

Uwaga: Strumien wejsciowy uwaza sie za okreslony jesli znany jest rozklad
prawdopodobienstwa wektora losowego:
B s 4 B g .
(& =t, =ty =t —t X, .. X

nse

gdzie: &, =1, —1, ;. j=L12...n - czas pomiedzy pojawieniem si¢ ,,j-tej” serii
zgloszen.
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Analiza strumienia zgloszen wplywajacego do systemu obshigi okresla jego typ:
« Jezeli zmienne losowe &....¢& :X,....X, sa niezalezne to strumien

WejSCloWy nazywamy Z egraniczonymi nasfepstwami (zZ ograniczona

pamiecia). Strumien taki okresla sie za pomoca nastepujacych rozkladow:

F (=P <n:0=12.... 4 (h)=P{x, =k}): k=0.1..... n=1.2,...
P(fe <02 <t X, =k0 o X, =k Y)=F (") ...- F,(1°) - A, (kD) - .- A, (k)

« Jezeli praktycznie niemozliwe jest pojawienie si¢ dwoch lub wiece) zgloszen
w jednej 1 tej samej chwili, to strumien wejsclowy nazywammy sfrumieniem
pojedynczym (np. strumien Poissona).

« Jezeli prawdopodobienstwo pojawiema sie k7 zgloszen w przedziale czasu
[t.t+T) nie zalezy od tego ile zgloszen 1 w jaki sposob pojawilo sie w czasie
poprzedzajacym ten przedzial to strunuen taki nazywa sie strumieniem bez
nastepstw (bez pamieci). Jezeli N,,, - oznacza liczbe zgloszen. ktore
pojawily sie¢ w przedziale czasu [t.t+T). to warunek braku nastepstw dla
strumienia wejsciowego mozemy zZapisac nastepujaco:

PNV, =k|N, = H}J P({V. .., =k}). k.n— calkowite nieujemne.

Inaczej: brak pamieci okresla wzajemna niezaleznosc liczby zgloszen.
ktore wplywaja w rozlacznych przedzialach czasu
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« Jezeli dla dowolne) skonczonej liczby rozlacznych przedzialow czasu:
[1,.5; + AD.....[t,.f, + A,) prawdopodobienstwo pojawienia sie¢ w tych
przedzialach odpowiednio: £,.....k, - zgloszen zalezy tylko od dlugosci tych
przedzialow, a nie od polozenmia wzgledem pozostalych przedzialow, to
strumien wejsclowy nazywa sie sfrumieniem stacjonarnym.

« Jezeli strumien wejsciowy jest: stacjonarny. pojedynczy oraz bez nastepstw,
to jest tzw. strumieniem prostym.

Charakterystyka mechanizmu obslugi.

Teoria masowe] obslugi bada procesy, w ktorych z jednej strony powstaje
zapotrzebowanie na wykonanie pewnych prac (ushig), a z diugie] powstaje
koniecznos¢ zaspokojemia tych potrzeb. Zwiazane jest to z odpowiednim
mechanizimem obshugi, ktory okresia sposoby postepowania ze zgloszeniami,
ale od strony kanalu obslugi.

Do podstawowych charakterystyk kanali obslugi naleza:
« Czas trwania obslugi.

« Zdolnosc priepustowa systemu

« Dostepnosc systemu

34



O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

Czas trwania obslugi - to przedzial czasu niezbedny dla realizacji obslugi dla
pojedynczego zgloszenia.

Przyjmuje sig, ze czasy trwania obshigi dla poszczegolnych zgloszen sa
zmiennymu losowymi niezaleznymi o jednakowych rozkladach.

Jezeli jednak wystepwe kilka rodzajow zgloszen. to kazdy rodza) ma
wlasny czas frwania obshugi. Podobnie kazdy kanal obsiugi (jesli jest ich wiele)
moze posiadaé wlasny czas trwania obshugi.

Typ rozkladu czasu trwania obslugi okresla nazwe odpowiednie) obshigi
(mozemy mue¢ do czynienia z obshiga: wykladniczq, deterministycing,
Erlanga, dowoing). Badania systemow obshigi masowe) pokazuja. ze
najczescie] rozklad czasu trwania obshugi jest rozkladem wykladniczym.

Niech 7, - oznacza czas konieczny do obslugi . k-tego” zgloszenia
(k=1.2....) Zakladajac ponadto, ze zmienne losowe 7,.7,.....77, sa niezalezne 1

T

maja ten sam rozklad, to rozklad prawdopodobienstwa dla wykladniczego czasu
tfrwania obshugt .k — tego” zgloszemia  okresla  dystrybuanta:
B(t)y=P(n, <t)=1—-e"",

Stad otrzymmyemy. ze sredni czas frwania obsiugi dla jednego zgloszenia

. . 1 ..
(w przypadku rozkladu wykladniczego) wynosi: 7, = E[n, |=—. Odwrotnos¢
Lﬁ
- v . [ r [ * 1 "
sredniego czasu obshlugl nazyvwamy infensywnosciq obslugi: v=— (liczba
I,

5F

zgloszen obsluzona w jednostkowym przedziale czasu).
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Jezeli system obshlugi jest systemem wieloetapowym (kazde zgloszenie
jest obstugiwane przez jeden kanal w ,,m ™ etapach), zas czas trwania obshugi dla
kazdego etapu ma identyczny rozklad wykladniczy. to rozklad pelnego czasu
trwania obshuigi (po zakonczeniu wszystkich etapow) jest rozkladem Erlanga

postaci: B(O =P <t) =1 —e " [1 PR 22 S 2 X

1! 21 m!

Zdolnos¢ przepustowa svstemu — to maksymalna liczba zgloszen, ktore moga
by¢ jednoczesnie obshigiwane przez system.

W zaleznosci od liczby jednoczesnie obslugiwanych zgloszen
rozrozniamy systemy: jednokanalowe (tylko jedno zgloszenie w tym samym
czasie obslugiwane) oraz wielokanalowe (wiecej niz jedno zgloszenie moze by¢
jednoczesnie obshugiwane).

W praktyce spotyka sig¢ rowniez tzw. sysfemy wielofazowe (kazde
zgloszenie musi przejs¢ przez kilka kanalow obshugi 1 przy kazdym z nich moze
czekac w kolejce).
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Dostepnosc¢ svstemu — okresla dostep zgloszen do réznych kanalow obstugi.
System jest w pelni dostepny. gdy kazde zgloszenie moze by¢ obshizone przez
dowolny kanal. Jezeli jest to niemozliwe, to system nalezy do grupy systemow
niepelnodostepowych.

Najczescie) w systemach masowe] obslugi zgloszenia sa obshigiwane
zgodnie z kolejnosciq ich naplywania. Moga jednak zdarzy¢ sig takie systemy
obshigi. w ktoryvch mniektore zgloszenia sa wuprpywilejowane (systemy
Z priorytetem).

Moga by¢ to systemy z prioryfetem begwZglednym (przerywana jest
obsluga zgloszen o mnizszym priorytecie) oraz o priorytecie wiglednym
(zgloszenie o wyzszym priorytecie musi czeka¢ na zakonczenie rozpoczete)
obshigi zgloszemia o nizszym priorytecie). Mozliwe zasady obshigi zgloszen
zawiera regulamin (dyscyplina) obshigi.

Uwaga: Do charakterystyk mechanizmu obshugi nalezy réwniez niezawodnosc
kanalu obslugi (okresla sie ja za pomoca odpowiednich rozkladow
prawdopodobienstwa dla przedzialu czasu sprawnej - niezawodnej pracy kanala
obshigi oraz dla przedzialu czasu trwania jego odnowy — naprawy w sytuacji
awarii).
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Charaktervstvka resulaminu kolejek.

Regulamin kolejki — to regula wyboru zgloszenia, ktore ma zosta¢ obsluzone,

gdy tylko zakonczy sig obshiga poprzedniego.

Jezeli zgloszenia ustawiaja sie w kolejce w kolejnosci ich przybywamia to taki

porzadek tworzenia kolejki nazywa sie naturalnym.

Wystepwja tez mnne zasady w regulaminie kolejki: wybor zgloszenia, ktorego

obsluga zajmuye najmnie) czasu. losowy wybor zgloszen. prierytefowy

(wzgledny lub bezwzgledny) wybor zgloszen oraz mieszany wybor zgloszen.

Regulamin kolejki obeymuje rowniez:

« Ograniczenia liczby oczekwacych zgloszen (sysfemy z odmowq lub ze
strata).

« Ograniczenia dotyczace czasu oczekiwania na obshige oraz pobytu
zgloszenia w systemie (moga by¢ to wielkosci stale lub zmienne losowe).

« Przepisy regulyjace mozliwosci przechodzenia z jednej kolejki do drugie;.
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3. Klasvfikacja svstemow masowej obslugi.

Najczescie] systemy masowe] obslugi charakteryvzowane sa za pomoca kodu
zaproponowanego przez D. G. Kendalla (jednego z tworcow teorii). Oznaczenie
systemu masowej obstugi ma postac: X |V |n|N| J, 7. gdzie:

»w X7 — oznacza typ strumienia wejsciowego,

» ¥ — ognacza (yp rogzkladu czasu trivania obslugi,

Przyjmuje sie kod X=M — oznaczajacy Poissonowski (Markowski) strumien
zgloszen (wykladniczy rozklad czasu pomigdzy dwoma  Kkolejnymi
zgloszeniami), Y=M — wykladniczy rozklad czasu trwania obshigi. X=D —
deterministyczne (regulamme) zgloszenia klientow do systemu. Y=D — staly czas
obshigi, X=G — dowolny proces zgltoszen klientow do systemu. Y=G — dowolny
rozklad prawdopodobienstw czasu trwania obshigi, X=E; — rozklad Erlanga (z
parametranu A.k) odstegpow czasu miedzy zgloszeniami, Y=E; - rozkiad
Erlanga (z parametrami v.k ) prawdopodobienstw czasu trwania obstugi.

»n” — liczba kanalow w systemie (system z nieograniczong liczba kanatow
obshigi oznacza sig 1 =190,

» N7 — maksymalna liczba miejsc oczekiwania (systemy z odmowa maja N=0,
dla nieograniczonej kolejki NV =0,

7 - regulamin obshugi (wskaznik ..i") i regulamin kolejki (wskaznik ,.j™)
Znaczenie indeksow: ,1=0" — mieprioryfefowa obsluga (porzadek naturalny
FIFO lub odwrotny LIFO)., .i=1" wggledny priorytet obshigi. .i=2" —
bezwzgledny priorytet obshugi, ,j=0" — priorytet w kolejce nie obowiqzuje
(zgloszenie, ktore zastaje wszystkie miejsca zajete w kolejce odchodzi). ,.j=2" —
bezwzgledny priorytet zgloszen (zgloszenie z wyzZzszym priorytetemm usuwa z
kolejki jedno zgloszenie z niZzszym priorytetem).
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4. Przvklady svstemow masowej obslugi i ich podstawowe charaktervstvki.

Bardzo wazna charakterystyka systemow masowe; obslugl  jest
prawdopodobienstwo: F,(f)=P(V,=k) - losowo wchodzace do systemu
zgloszenie w chwili ,,t” zastaje w nim .,k innych zgloszen (jako , k-te” ustawia
sie w kolejce). Rozklad tego prawdopodobienstwa zalezy od czasu. W praktyce
mozna jednak zauwazyc, ze dla pewnych systemow (systemy stabilne) wplyw
czasu na charakterystyki zmniejsza si¢ wraz z jego uplywem. Jest to wazna
wlasnosc¢ ustalania sig tzw. frybu stacjonarnego systemu. Wariant stacjonarny
interpretuje sig jako graniczny wariant systemu niestacjonarnego: IEEP (t)=P,.

Nie dla kazdego systemu wariant stacjonarny istnieje. Systemy z ograniczong
liczba miejsc oczekiwania zawsze maja warlant stacjonarny, gdy intensywnosci
zgloszen (parametr A) oraz obslugi (parametr v ) sa skonczone. Dla systemow
z nieograniczong liczba miejsc oczekiwania wariant regulamny istnieje tylko

wtedy, gdy tzw. wspolczynnik obciqienia (zajetosci systemu) — <1.
nv
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Svstem fypu M|M|lleo - jest to jednokanalowy system obslugi.
z oczekiwaniem (nieograniczona liczba miejsc w kolejce). Kanal obshugi
posiada wykladniczy rozklad czasu trwania obslugi dla kazdego zgloszema o
intensywnosci O<v<oo, zas strumien wejsciowy jest pojedynczym
niezaleznym strumieniem rekurencyinym Poissona (ze stala intensywnoscia
0 < A <oo). Zaklada sig ponadto, ze w systemie wystepwe obshiga zgodnie z
kolejnoscia przyby¢ do systemu (porzadek naturalny). Dla takiego systemm
wariant regularny 1stnigje (system jest stabilny). gdy A<v (Srednio w
jednostce czasu mmiej przvbywa zgloszen niz jest obsligiwanych).
Wyznaczymy zatem charakterystyki tego systemu w wariancie stacjonarnym

. A :
(ustabilizowanym). Oznaczmy przez p=— (dla tego systemu jest to
v

obciqzenie systemu). to prawdopodobienstwo P. =(1— p)p". k=0,1.2....

Prawdopodobierisiwo, Ze w sysiemie w kolejce oczekuje wiecej niz 1,
zgloszen wynosi:
P(r>n)=RB ,+hB ;+..=(1- P) " +(1-p)p"" + .=

3

(1= ) o214 pt 4. ]2
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, , | ® )
Srednia liczba zgloszen w sysfemie obslugi wynosi: E[V]=3kE, = 1’[—
Ir=0 -

Wariancja liczby zgloszen w systemie obslugi wynosi:

D= B — BV = S e —(skp | =P .
V1= £ EVF = $0R (S | =L

-
=

Fe,

Srednia liczba zgloszer oczekujqeych w kolejce wynosi: S kP, = o
k=1 2

Wariancja liczby zgloszen znajdujacych sie w kolejce wynosi:

z = P+ p-pY)
Eﬂ P.. - 2 kP = -
o i+l [Jf:l jr+1) [:1—,.0)'
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Prawdopodobieristwo, e zgloszenie bedzie czekac¢ w kolejce dluiej niz
f, = 0 jednostek czasu wyznacza si¢ nastgpujaco:

P(T >t,) = pe ™0

Sredni czas oczekiwania zgloszenia w kolejce (na obsluge) oraz jego

wariancja wynosza: E[T ] :L, D*[T] :M
v—A (v—A)

Prawdopodobieristwo, Ze zgloszenie bedzie priebywac w systemie dluiej niz
f, = 0 jednostek czasu wyznacza si¢ nastgpujaco:

P(Z >t,)=e "0

Sredni calkowity czas przebywania zgloszenia w systemie oraz jego

. 1 ) 1
wariancja wynosza: E[Z]=——-. D' [Z]= —~.
v—A (v—A)
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System tvpu M |M |n|eo - jest to system obslugi skladajacy sie z .n”
kanalow obshigi z oczekiwaniem (niecograniczona liczba miejsc w kolejce).
Kanaly obstugi posiadaja wykladniczy rozklad czasu trwania obslugi dla
kazdego zgloszenia o mtensywnosci 0 <v < oo, zas strumien wejsciowy jest
pojedynczym niezaleznym strumieniem rekurencyjnym Poissona (ze stalg
intensywnoscig 0 < A <o0). Zgloszenia czekaja w kolejce tylko wtedy. gdy
wszystkie kanaly obshligi sa zajete. Kolejka jest jedna 1 wspolna dla
wszystkich kanaléw obstlugi. Zaklada si¢ ponadto. ze w systemie wystepuje
obstuga (w chwili welnienia jakiegokolwiek kanalu) zgodnie z kolejnoscig
przybyc¢ zgloszen do systemu (porzqdek nafuralny). Dla takiego systemu
wariant regularny istnieje (system jest stabilny). gdy A<nv (srednio w
jednostce czasu mniej przybywa zgloszen niz jest obshigiwanych przez
wszystkie kanaly). Wyznaczymy zatem charakterystyki tego systemu w
wariancie stacjonarnym (ustabilizowanym). Oznaczmy przez pzi

v

to prawdopodobienstwo: P, = %R}‘ dla k=0.1.2....n. oraz P, = %PD .
C. .1
(" n-1 ,.Ok 5 B
dla k=n+1.n+2..... gdzie: F, :[ £
i k! (H—I)T{H—p)
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Prawdopodobieristwo, Zze zgloszenie Dedzie obslufone ber crekania
(w systemie znajduje sie co najwyze] n-1 zgloszen) wynosi:

n-1 n-1 Eoy
>R =RY|L-
B0 ol k!

Prawdopodobiernstwo, ze zgloszenie bedzie oczekiwalo w Kolejce wynosi:
ol K ﬂ
[I=S"F = o B = P
; - (n—1!n—p) ¢ n—p "

Prawdopodobieristwo, ze 1=s5,=n-1 kanalow obslugi jest zajetvch

e
wynosi: P(S=s5,)=F = £ , E,

Sp !
Prawdoepodobiernstwo. ze dlugosc kolejki wyneosi 1, = 0 obliczamy ze wzor:
pr]-H"i;
P(R=1)=F., =X =R

Prawdopodobieristwo, ze w kolejce oczekuje wiecej niz i, =0 zgloszen
WYINO0S1:

+r+1 2
N _ P 2 P _
PR=>1)=Fn + By + o= g B L+t 2 =

nty+1 nty+l

I o

J,;:’_'J‘
0 - "o F,
n—e nntn-—pe)

nine”

1
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n+l 1

L o Ll L - . p
Srednia liczba zeloszernt w kolejce wvnosi: rP . = —F

Srednia liczba zajetych kanalow (ismma informacja dla zarzadzajacego

systemem) wynosi: > kP, + > nP, = p=— . Zatem srednia liczba wolnych
k=l k=n+1 1
; : A A
kanalow wynosi: n—p=n——=n|1—— |.
v nv )

Srednia liczba zgloszen w systfemie wynosi:

E[V]=SkP.=p+P, P !
pry (n—D!(n—p)°

Prawdopodobierisiwo, Ze zgloszenie bedzie czekac w kolejce dluiej niz
t, = 0 jednostek czasu wyznacza sie nastepujaco:

f—liﬂ — ol

P(T>1,)=

Sredni czas oczekiwania na obsluge (w kolejce) oraz jego wariancia
I1 I1 , (2 -II) TI(2-TII)

wynosza: E|T]= = - DT )=
o v EL] nw—A (n—p)v 7] n — A (n—p)v
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« Svstem typu M| M |n|N - jest to system obshigi skladajacy sige z ,..n”
kanalow obslugi z odmowa (ograniczona liczba ,, NV <« ™ miejsc w kolejce).
Kanaly obshigi posiadaja wykladniczy rozklad czasu trwania obshigi dla
kazdego zgloszenia o intensywnosci 0 < v <eoo, zas strumien wejsciowy jest

pojedynczym niezaleznyvm strumieniem rekurencyjnym Poissona (ze stala

immtensywnoscia 0< A <eo). W omawianym systemie moze znajdowaé sig
jednoczesnie najwyze] .n+N7  zgloszen. z ktoryveh .n” -  bedzie
obshigiwanych. zas ,N” — bedzie czeka¢ w kolejce. Naplywajace w tym
czasie zgloszenia otrzymuja odmowe 1 odchodza nie obsluzone. Przyjete
zgloszenia albo od razu sa obslugiwane (jesli jest wolny kanal) lub czekaja w
kolejce (jeshh wszystkie kanaly obshigi sa zajete). Kolejka jest jedna 1
wspolna dla wszystkich kanalow obshlugi. Zaklada sig ponadto, ze w systemie
wystepuje obsluga (w ehwili wolnienia jakiegokolwiek kanalu) zgodnie z
kolejnoscia przyby¢ zgloszen do systemu (porzqdek naturainy). Dla takiego
systemu  wariant regularny (sysfem jest stabilny) istnieje zawsze.
Wyznaczymy zatem charakterystyki tego systemu w wariancie stacjonarnym

. A .
(ustabilizowanym). Oznaczmy przez p=—. to prawdopodobienstwo:
Vv
P P
P, :?PD? dla k=0.1.2....n, oraz P, = . dla k=n+1.n+2....n+N,

r.l':':"!
LR

. o2
sise: {32+ £ 22|
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Prawdopodobienstwo, ze zgloszenie nie Zostanie priyjete (dostanie
odmowe). czyli prawdopodobieristwo straty zgloszenia wynost:
] N
p, = (ﬁ) P
H

n+N HT. H

Prawdopodobienstwo, ze zgloszenie zostanie priyjefe do obshugi
(procentowa przepustowos¢ systemu — g) wynost: g=1-P__

Prawd-:::-pﬁdobieflsmn ze zgloszenie Dbedzie obsluione be; czekania

pk
WYNosi: ZP PZ( k']
Prawdopodobienstwo. ze zgloszenie bedzie musialo czeka¢ w kolejce
o] K
WYNOsI: ZE} =P — P Z(ﬁ}
k=0

1l =\ K
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s"mmm liccba zgloszenn  znajdujgeyeh  sie w  kolejce  wWynosi:

Z = n (s

Srednia liczba zajetych kanaléw wynosi: > kR, + Zn v =pP(1-P_ ).
k=1

Srednia ficzba wolnych kanaldw (z powodu blaku zgloszerl) wynosi:
n—p(1-P_,).

Srednia liczba zgloszen w systemie (rowna sredniej liczbie zajefych kanalow
obslugi plus sredniej liczbie zgloszen czekajqcych w kolejce) wynosi:

(P
ElV|l=p(1l1-P_..)+—F kl =
71=pU-B) + £ RS [ﬂ/,

Srednia liczba zgloszen. ktore ofrzymaly odmowe wynosi: AP P, .
(w jednostce czasu). Sredni odstep czasu miedzy dwoma kolejnymi

zgloszeniami, ktore otrzymaly odmowe wynosi:
e N

Srednia liczba wolnych miejsc w kolejce jest réwna: N - E[V].

Sredni czas oczekiwania na rogpoczecie obslugi (oczekiwania w kolejce)

m P

wynosi: E[T] :—){1 — (N + 1)[ . ]‘* +N[£JNH].

(mv— A i
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System tvpu M |M|n|0 - jest to szczegolny przypadek systemu

poprzedniego. w Kktorym wystepuje strara zgloszer (kazde zgloszenie, ktore
przychodzi i zastaje wszystkie kanaly obshigi zajete odchodzi nie obshuzone).
Dla tego systemu prawdopodobienstwo:

k " YT
P, :%ﬁ), dla k=0.1.2.....n, gdzie: P, =[Z[ ‘ET ]}
- C. ;'I,r

k=0

Prawdopodobienstwo, ze zgloszenie nie zostanie priyjefe (stracone) wyraza

"

si¢ wzorem: P = P : P . zas prawdopodobienstwo. ze zgloszenie zostanie
1!

priyjefe (a tym samym obsluZone bez czekania) wynosi:

M

1-p=1-2p.
1!

Srednia liczba zajetych kanalow obsiugi (tym samym srednia liczba zgloszen
w sysfemie) wynosi:

n n—1
E[V]= >nP = p>
k=0 E=0

B

P
I ;Pﬂ:p(]'_Pn}'
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Przvklad praktvezny:

Do stacji technicznej obslugi samochodéw majace; n=4 1dentycznie
wyposazone kanaly zglaszaja sie klienci. Strumien zgloszen jest typu
Poissona z intensywnoscia A =3 zgloszenia na godzing. Intensywnosc¢
obstugi przez kazdy kanal obslugi (z wykladniczym czasem trwania obslugi)
wynost v =2 klientéw na godzine. Zakladamy, ze jest to system bez
odmowy (nicograniczona ilos¢ miejsc w kolejce).

Sprawdzic czy system jest stabilny ? (stacjonarny):

Warunkiem koniecznym aby system byl stabilny jest by: A<nv.
W naszym przvkladzie A =3<4.2=8. Zatem system jest stabilny.

Obliczy¢: sredni (w procentach) czas priestoju wszystkich kanalow obstugi
systemu - P, , sredniq liczbe zajetych kanalow obslugi, prawdopodobienstwo,
ze klient bedzie czekal w kolejce. sredniq liczbe klientow w Kkolejce oraz
sredni czas oczekiwania klienfa na rozpoczecie obshigi.
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Procentowy (sredni) czas przestoju wszystkich kanalow obslugi
n—1 fe M = 3 I 4 11
5 5 )
B=|>L £ [l—ﬁ] = Zl 41 (1_2) —0.22
i k! n! " s ! 4! 4

v
Srednia liczba zajetych kanaléw obshigi wynosi: p=1.5

Prawdopodobienstwo. ze klient bedzie czekal w kolejce wynosi:
_ o b 1.5°
(m-—D(n-—p) " 31(4-1.5)
Srednia liczba klientow w kolejce wynosi:

-

o
IS

[

I
k| W
[

[a—
)

0.22=0.074.

H+l1

5
p,—L L 022! L _0.045
(n—D'!'(n— p) 3! (4-1.5)

- kolejka praktyvcznie nie istnieje

Sredni czas oczekiwania klienta na rozpoczecie obshigi wynosi:

E[T]= I — = fD'D?ﬁlﬂ =0.015[/] (0.9 minuty).
nm— A 4.2-—3

-

L 3
v _8)'

System jest wyraznie niedocigzony (obcigzenie systemu:
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