WIELOKRYTERIALNE
ZAGADNIENIA
OPTYMALIZACYJNE



Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

d PLAN PREZENTACJI WYKLADU

1. Wprowadzenie do zagadnien wielokryterialnych.
2. Budowa rankingu obiektow w $wietle ocen wielokryterialnych.
3. Metody wielokryterialnego programowania liniowego:

e przyklad wielokryterialnego problemu decyzyjnego,

e zbieznos¢ kryteriow w zagadnieniach wielokryterialnych,

e optimum w sensie Pareto (rozwiazanie sprawne),
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przyktad

Przyklad:

Firma produkuje dwa wyroby W1 i W2, Dysponuje surowcami
S1, S2, S3 w ograniczonych ilosciach, odpowiednio 24 tys.
jedn., 14 tys. jedn. i 12 tys. jedn. Jednostkowe zuzycie
poszczegolnych surowcow przy produkcji wyrobow podano w
tabeli. Ceny wyrobow W1 i W2 wynosza odpowiednio 3 z112 z1
za sztuke.

Ustali¢c plan produkcji, Kktory z jednej strony
maksymalizuje przychody ze sprzedazy wyrobow, a z drugiej
strony maksymalizuje wielkos¢ produkcji wyrobu W2.

3

Jednostkowe zuzycie surowcow

Wyroby

S1 S2 S3
W1 3 1 2
W2 3 2 1
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d LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przyktad

Model matematyczny

X; — wielkos¢ produkcji wyrobu W1 (w tys. sztuk),

X, — wielkos¢ produkcji wyrobu W2 (w tys. sztuk) (= K, ),
K, — przychod ze sprzedazy wyrobow (w tys. zl).
K,{(x{,X,)=3x; +2x, > max

K,(x{,X3)=X, - max

(1) 3x, + 3x, <24,

(2) x, +2x, <14,

(3) 2x, +x, <12,

XI,XZ :_3"0
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O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - zbieznos¢
kryteriow

Z.e wzgledu na zbieznosc¢ kryteriow rozrozniamy 3 przypadKki:
e kryteria K, i K, sa zgodne, gdy:
VX, X, e D' K| (XK X)) = K, (&X;)<K,(X,);

e kryteria K, i K, nie sa zgodne, gdy:

%y, X, € DK (X)) < Ky (X)) = Ky (X)) 2 K (X;3)5
e kryteria K; i K, sa przeciwstawne, gdy:

VX, X e DK (X)) < Ki(X,) = K, (X)) 2 K (X))
ogdzie:
X,,X, — decyzje dopuszczalne,

D — zbior decyzji dopuszczalnych.
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O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - zbieznos¢

kryteriow

K,(xX;,X,)=3x, +2x, > max

(1) 3x, +3x, <24, X-
(2) x,+2x, <14,

3) 2x,+x, <12,

X,,X, = 0.

A (0,7)

Rozwiazanie optymalne: C(4,4).
K,"=K,;(C) = 20.

K,(x,,X5)=X, —>max
(1) 3x,+3x, <24,
(2) x, +2x, <14,
3) 2x, +x, <12,
X,,X, =0.
Rozwiazanie optymalne: A(0,7).

1{20 = I‘:z(_—l} = 7.

W przyvkladzie kryteria K; i K; nie sa zgodne gdyz:
K:(A)=14<K,;,(D)=18, zas K;(A)=7>K,(D)=0

B (2,6)

C (4,4

D (6,0)

Xy
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O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - optimum
w sensie PARETO

Rozwiazanie:x* ¢ D nazywamy optymalnym w sensie PARETO
(sprawnym), jezeli w zbiorze

decyzji dopuszczalnych D nie 2

istnieje taka decyzja x, ze dla A (0,7)

kazdegoi=1,2,....n:

K;(X) =z K, (x¥%), C 44

i co najmniej dla jednego

Kkryterium warunek ten jest
K,

spelniony 7z  nierownoscia

ostra.
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O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - metody
wyznaczania rozwigzan sprawnych

METAKRYTERIUM - LINIOWA KOMBINACJA
WYPUKLA KRYTERIOW

Przy Kkonstrukcji metakryterium w postaci liniowej kombinacji

wypuklej nalezy:

e zapewni¢ wykonywalnos¢ operacji matematycznych (uwaga
na jednostki!),

e wyeliminowac efekty skali,

e preferencje dotyczace celow uwzgledni¢ w postaci wag,

MK(X) = > o; K (X) —» max
i
cdzie: o; —wagi, o; >0, Ya;=1,
i

K;(®

Ki (= K?! (%)

,  Kj =max{K;(3)}.
XxeD
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O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - metody

wyznaczania rozwigzan sprawnych

MK(x;,x,) =
—oﬁ*i(h + 2% )+04*1x —
Y| 2 A R

—L(63rﬂ1 + 82x,) > max X,

700 -

A (0,7)

(1) 3x; +3x, <24,
(2)  x; +2x, <14,
(3)  2x, +x, <12,

X1,X, =0,

Rozwiazanie optymalne: B(2,6).

MK(B) = 618/700 = 0,88.
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O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - metody
wyznaczania rozwigzan sprawnych

METAKRYTERIUM— MINIMALIZACJA ODC 'HYLEN
KRYTERIOW

Poszukuje si¢ rozwiazania, ktore minimalizuje odchylenie
wszystKkich kryteriow od ich wartosci optymalnych.
MK((u)=u — min
(D 3x; + 3x, <24, Rozwiazanie optymalne:
(2) it 2 =1 pa,75; 6,125).
(3) 2%, + X, <12,

MK(F) = 0,125.

X{,Xy =0,
1
K 1-—(@3x, + 2x,)<u,
(K ) 20( 1 2)

(K,) 1—%3{2-‘-‘:&
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O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przykitad:

Organizacja Kampanii Reklamowej

Przyklad: Organizacja kampanii reklamowe;j.
Organizowana jest Kampania reklamowa, adresowana do
ustalonej grupy docelowej. Kampania bedzie prowadzona

w tygodnikach A, B, C, D i E. Dysponuje sie informacjami

dotyczacymi:
Cechy Tygodnik
A B C D E
cena 1 ogloszenia [setki zl] 30 | 28 | 23 | 19 | 18
Prestiz (skala 1-10) 2 1 4 5 3
Jednostkowy zasieg [%] 751 7 |5.75]4.75| 4.5
Jednostkowa czestotliwos¢ czytelnictwa | 0.16 | 0.15] 0.12 | 0.10 | 0.10
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O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przyktad:
Organizacja Kampanii Reklamowej

Organizator kampanii chce, aby jej zasi¢eg byl nie mniejszy niz
70[%] (grupy docelowej), natomiast laczna czestotliwosc
czytelnictwa nie powinna by¢ mniejsza niz 2. Jednoczesnie chce
(co dla niego jest najwazniejsze), aby kampania byla mozliwie

najtansza i cechowala sie najwyzszym mozliwym prestizem.

ROZWIAZANIE:

Zadanie jest dwukryterialnym problemem hierarchicznym.
Gdy potrafimy, ze wizgledu na preferencje podejmujacego
decyzje, uporzadkowac liniowo wszystkie kryteria, to mozemy
zastosowac metody hierarchizacji.

Zalozmy, ze uporzadkowano cele poczawszy od najwazniej-
szego: K, K,,..., K,
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O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przyktad:
Organizacja Kampanii Reklamowej

Cel 1: Minimalizacja kKosztu kampanii
Cel 2: Maksymalizacja efektu prestiza

MODEL - ZMIENNE DECYZYJNE:

X — liczba reklam w trakcie kampanii w tygodniku A
X, — liczba reklam w trakcie kKampanii w tygodniku B
X3 — liczba reklam w trakcie kampanii w tygodniku C
X4 — liczba reklam w trakcie kampanii w tygodniku D
Xs — liczba reklam w trakcie kampanii w tygodniku E

MODEL - FUNKCJE CELU:
K (x,%,,%,,x,,x ) =30x + 28x, + 23x, + 19x, + 18x, —» min (1 CEL)

K (5,%,,%,,%,, %)= 2x + X, + 4x; + 5x, + 3x, > max (2 CEL)




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przyktad:
Organizacja Kampanii Reklamowej

MODEL - WARUNKI OGRANICZAJACE

7,5x + Tx, + 5,75x, + 4,75x, + 4,5x, = 70 - calkowity zasieg

0,16x + 0,15x, + 0,12x, + 0,1x, + 0,1x, = 2 - calkowita czestotliwos¢

MODEL - WARUNKI BRZEGOWE
O0<x <40=<x, =40<x <4

O0<x,<40<x, <4

Xy, Xy, %,%,,% - calkowite
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O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przyktad:
Organizacja Kampanii Reklamowej

ROZWIAZANIE — SCISLA HIERARCHIZACJA CELOW

Z. hierarchizacja Scisla (ostra) mamy do czynienia wtedy,
ody chcemy nade wszystko osiagna¢ optymalna wartosc
najwazniejszego Kryterium K,;, potem (w miar¢e mozliwosci)
K...., na koncu (...) K,.

Idea algorytmu.

1. Rozwiazujemy zadanie PM 2z pierwszym niezbadanym
Kkryterium.

2. Jezeli uzyskujemy tylko jedno rozwiazanie optymalne, to jest
to rozwiazanie optymalne zadania wielokryterialnego =z
hierarchizacja ostra. Koniec.

3. Jezeli sa co najmniej 2 rozwiazania optymalne, to
traktujemy je jako zbior rozwiazan dopuszczalnych i wracamy
do punktu 1.
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O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przyktad:
Organizacja Kampanii Reklamowej

Dwa rozwiazania optymalne: (dla I poziomu hierarchii)
xl(l) _ 3;x2(1) _ 4;)63(1) —1: x4(1) _ 4;)65(1) — 4
xl(2) _ 4;)62(2) _ 4;)63(2) _ 3;)64(2) _ 0;365(2) — 4

K, (xY)=K,(x®)=373
Poniewaz warto$¢ funkcji prestizu X, (;Tc ® ) =46 > K, (J_C(Z) ) =36,

to jako rozwiazanie zadania nalezy wybrac¢ rozwiazanie (1).
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O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przyktad:
Organizacja Kampanii Reklamowej

ROZWIAZANIE - RELAKSACJA HIERARCHIZACJI
CELOW (QUASI HIERARCHIA)

W zadaniach wielokryterialnych z relaksacja hierarchizacji
celow dazy sie do osiagniecia wartosci (prawie) optymalnych
przez kolejne (coraz mniej wazne) Kryteria. Istotne jest tu
spelnienie kryterium w stopniu dostatecznie wysokim.

Algorytm rozwiazywania zadan z relaksacja hierarchizacji
celow jest bardzo podobny do poprzedniego, z tym ze

dodawane sa warunki w postaci nierownosci.
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O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przyktad:
Organizacja Kampanii Reklamowej

PIERWSZY POZIOM HIERARCHII — etap obliczen jak
poprzednio.

DRUGI POZIOM HIERARCHII:

Zalormy, ze podejmujacy decyzje postanowil zwiekszy¢ Kkwote
na reklame z poziomu minimalnego (373 — I poziom hierarchii)
o 10[%], czyli maksymalnym akceptowalnym poziomem
Kkosztow bedzie wartosc 410.

Otrzymujemy zadanie:

Ko(x,x,,x.x,, %) =2x, + x, +4x; +5x, + 3x; —> max

Warunki ograniczajace:

T.5x, +Tx, +5,75x;, + 4,75x, + 4,5x;, =70 - calkowity zasieg

0,16, +0,15x, + 0,12x; + 0,1x, + O0,1x; = 2 - calkowita czestotliwosc¢
O=x=40=x, =40=x =40=x,=40=x, =4 x,X,,%,.%X,,% -

calkowite

K, (xy, x5, %3,x,,x:) = 30x; + 28x, + 23x; + 19x, + 18x. = 410 — koszt nieprzekraczajgcy 410 [zi]
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O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przyktad:
Okreslenie strategii diugookresowej firmy (optymalizacja
celowa)

PRZYKLAD — PROGRAMOWANIE CELOWE
Firma rozpatruje mozliwos¢ wprowadzenia do produkceji 3
nowych wyrobow, Kktore maja zastapi¢ obecnie wytwarzane
modele.
Wilasciciel firmy uwaza, ze planujac strategie dlugookresowa
nalezy uwzglednic:

e zysk dlugookresowy,

e stabilnos¢ zatrudnienia,

e poziom nakladow inwestycyjnych.

Dlatego zostaly sformulowane 3 cele:

CEL 1: osiagniecie zysku dlugookresowego rownego
przynajmniej 100 [min zij

CEL 2: utrzymanie zatrudnienia na poziomie 3000 osob

CEL 3: utrzymanie nakladow inwestycyjnych na poziomie nie
wyzszym niz 40 [min zl]
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O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przyktad:
Okreslenie strategii diugookresowej firmy (optymalizacja

celowa)

Poniewaz osiagniecie

wszystkich 3 celow jednoczesnie
prawdopodobnie nie bedzie mozliwe, zarzad okreslil wartosci
poszczegolnych wspolczynnikow Kkar (zwiazanych z nieosia-
gnieciem poszczegolnych celow).

Potrzebne informacje podaje tabela:

Zysk Zalozony poziom | Wspolczynniki kary
Cel (produkty) | osiagniecia celu | (niekorzystne dla
P, | P, P; firmy odchylenia)
Zvsk dlugookresowy | 10| 8 |13 | >= 100 [mln zl] 6(-)
Poziom zatrudnienia | 4 | 2 | 3 | = 30 [setki osob] 2(H),5()
Naklady inwestycyjne | 5 | 7 | 8 | <=40 [mln zl] 4(+)
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O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przyktad:
Okreslenie strategii diugookresowej firmy (optymalizacja
celowa)

MODEL - ZMIENNE DECYZY JNE:

X; — planowana wielkos¢ produkcji wyrobu P,
X, — planowana wielkos¢ produkcji wyrobu P,
X; — planowana wielkos¢ produkcji wyrobu P;

MODEL - ZMIENNE BILANSUJACE CELE:

Y, - wielkos¢ o jaka osiagniety zysk przekracza wartos¢ 100 mln zl (cel 1)
Y - wielkosc o jaka osiagniety zysk jest mniejszy od 100 min zl

Y, - wielkos¢ o jaka zatrudnienie przekracza 30 setek osob (cel 2)

Y, - wielkos¢ o jaka zatrudnienie jest mniejsze od 30 setek osob

Y3 - wielkos¢ o jaka naklady inwestycyjne przekraczaja 40 mln zl (cel 3)
Y: - wielkos¢ o jaka zatrudnienie jest mniejsze od 30 setek osob
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4 LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przyktad:

Okreslenie strategii diugookresowej firmy (optymalizacja
celowa)

MODEL - FUNKCJA CELU I WARUNKI OGRANICZAJACE:

(Minimalizacja sumy niekorzystnych odchylen od ustalonych poziomow
osiagnie¢cia celow)

6y, +2y, +5y, +4y; = min

10x, + 8x, +13x, — 3" + y; =100 - (CEL 1)
4x,+2x,+3x,—y, + v, =30 - (CEL 2)
5x+Tx,+8x— 33 + y; =40 - (CEL 3)
Xys Xy Xy, Y 5 V5 Vas Ve Vs Yy 20
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O LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przyktad:
Okreslenie strategii diugookresowej firmy (optymalizacja
celowa)

ROZWIAZANIE W PRZYPADKU HIERARCHIZACJI CELOW

I POZIOM HIERARCHII:

CEL (2A):

nieprzekroczenie aktualnego poziomu zatrudnienia (3000 osob)
CEL 3:

utrzymanie nakladow inwestycyjnych na poziomie nie wiekszym niz
40 min zl

IT POZIOM HIERARCHITI:

CEL (1):

osiagniecie zysku dlugookresowego na poziomie 100 min zl.
CEL (2B):

nieobnizenie dotychczasowego poziomu zatrudnienia




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

4 LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przyktad:

Okreslenie strategii diugookresowej firmy (optymalizacja
celowa)

MODEL - ZADANIE PIERWSZEGO POZIOMU HIERARCHII:
2y, +4y; — min (funkcja celu)

Warunki ograniczajace:

10x, + 8x, +13x, — y; + ¥, =100

dx, +2x, +3x,—y;, + vy, =30

Sx 4+ Tx,+8x,— 3y + 1, =40

X3 XysX3o 31 sV 5 V2 ¥y Y30 Yy 20
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4 LINIOWE PROBLEMY WIELOKRYTERIALNE - przyktad:

Okreslenie strategii diugookresowej firmy (optymalizacja
celowa)

MODEL — ZADANIE DRUGIEGO POZIOMU HIERARCHII:
6y, +4y, —» mm (funkcja celu)

Warunki ograniczajace:

10x, +8x, +13x, — ¥ + ¥, =100
dx, +2x, +3x,— v, + ¥, =30
5x +7x,+8x, — y; + 3, =40

Dodajemy warunek:
+ +

2y, +4y; =0

warunki brzegowe:

Xya Xy Xy Wy oW 2 Voo VaaVsa¥s =0
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