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 Tresci ksztalcenia (wyklady — 9, ¢wiczenia - 18):

O Istota i geneza badan operacyjnych. Przedmiot i metodologia badan operacyjnych
- 1 godz.

 Zadania programowania liniowego (wybrane liniowe problemy decyzyjne, dualizm
w programowaniu liniowym, algorytm Simpleks, zagadnienia transportowe)
- 3 godz. (5 godz.)

0 Programowanie nieliniowe w kontekscie zadan programowania liniowego
- 1 godz,, (1 godz.)

O Zadania programowania dynamicznego (algorytm Bellmana) — 1 godz. (2 godz.)
O Przykiadowe problemy optymalizacji dyskretnej, metoda podziatu i ograniczen,

zagadnienie komiwojazera - algorytmy heurystyczne poszukiwania rozwigzan
— 1 godz. (2 godz.)



 Tresci ksztalcenia (wyklady i ¢wiczenia):

U Elementarne pojecia teorii grafow - problemy decyzyjne w ujeciu
sieciowy — 2 godz.
- programowanie sieciowe z kryterium czasu: metoda sciezki
krytycznej CPM,
- planowanie w warunkach niepewnosci - algorytm PERT,

U Elementy teorii gier — 2 godz.
0 Wybrane zagadnienia systemoéw kolejkowych — 2 godz. (2 godz.)

0 Elementy programowania wielokryterialnego dyskretnego (2 godz.)



 Efekty ksztalcenia - umiejetnosci

1. Zdobycie wiedzy:
« o sposobach modelowania matematycznego zagadnien
decyzyjnych;
* o0 réznych metodach poszukiwania rozwigzan optymalnych
zadan decyzyjnych.
2. Zdobycie umiejetnosci:
 budowania modeli matematycznych zagadnien decyzyjnych:;
* rozwigzywania probleméw decyzyjnych z wykorzystaniem
wilasciwych technik i metod badan operacyjnych.



 Istota Badan Operacyjnych

Badania Operacyjne — Operational Research — Operations Research

Definicja badan operacyjnych (czym sa badania operacyjne)

¢ Definicja podawana przez Amervkanskie Towarzystwo Badan Operacyjnych

(Operations Research Society of America ORSA) w 1990 r.

(1) Badama operacvine to naukowe podejscie do procesow podejmowania decvzn

(2) Badama operacyjne koncentriya sie wokol zagadnien naukowego decydowania jak
najlepiej projektowac 1 obshigiwad roznorakie systemy (np. systemy produkcyjne,
transportowe, logistyczne, gromadzenia 1 magazyvnowama zasobow), zazwycza) w
warunkach wymagajacych wykorzystania (przydziatn, alokacji) ograniczonych
zasobow.

* Bryvtyjskie Towarzystwo Badan Operacyvjnvch (British Operational Research
Society) w 1962 r. definiuje badania operacyjne jako:

» Wykorzystanie formalnych modeli matematycznych do badama zloZzonych
problemow decyzvinych powstajacvch w  procesach zarzadzamia duzvmi
systemami ludzkimi, maszyvnowymi, materialowymi, piemieznymi w przemysle,
biznesie, zarzadzaniu panstwem oraz obronnosci.




PROGRAMOWANIE
LINIOWE



d Model matematyczny problemoéw decyzyjnych

1. Wyjasnienie podstawowych pojec:
= Sytuacja decyzyjna:

- Okolicznosci rozwiazywania problemu — okolicznosci: w jakich podeymowana jest
decyzja

= Decydent (osoba lub cialo kolegialne):
- podeymuje decyzie — przejmuje odpowiedzialnosc

- ustala priorvtety dziatamia 1 hierarche celow dzialamia — kolejnosc rozwiazywania
problemow (hierarchia dziatania, waznosc stawianych celow)

- definiyje dostepnosc zasobdow — formuhye ograniczemia: finansowe, techniczne,
personalne, surowcowe, itp.

- niie posiada jednoznaczne) odpowiedzi na pojawiajace sie pytania
®»  Problem decyzyjny:

— brak racjonalnej 1 jednoznaczne) decyzyi (brak prostego 1 jednoznacznego wylonienia
rozwiazania problemu, uwzgledniajac okolicznosci podejmowania decyzji)

- trudnosc w wyborze optymalne) decyzii — jednej z wielu mozliwych decyzi




d Model matematyczny problemoéw decyzyjnych

»  Przykladowe problemy decyzyjne w logistyce:
- okreslenie efektywnosc: wykorzystania transportu (problem oceny wydajnosct transportu)
- ustalenie racjonalnej liczby srodkow transportu (problem ustalenia wielkosci tabom)

- okreslenie zdolnosci obshugowych zaplecza technicznego (problem alokacyi posiadanych
zasobow)

- wyznaczenie planu przewozow (problem transportowy)

- lokalizacja centrow logistvcznych / punktow przetadunkowych (problem budowy siect
logistyczney)

- harmonogramowanie pracy kierowcow (problem przvdziatu pracownikow do zadan)

- wybor najlepszego dostawcy uslug logistycznych (problem rankingowania rozwiazan/
wariantow)




d Model matematyczny problemoéw decyzyjnych

=  Decyzja (wariant, rozwiazanie)
- skutek podjecia dziatania (okreslone rozwiazanie)
Przykiad:

dvsponujesz 80 mln € - ktora decyzja jest najlepsza 7
4

Decyzje do podjecia Dl D2 D3
Naklady inwestycyjne (mln €) &0 80 50
Spodziewane zyski (mln €) 6 4 2.5

- rodzay decyzj:
+ dopuszczalna (spehniajaca zatoZzenia realnosci 1 wykonalnodci w danych warunkach
+ optymalna (najlepsza sposrod decyzit dopuszezalnych)
=  Kryterium oceny roinych decyzji:

- miermk _doskonaltosci” (jakosci) rozwiazania dopuszczalnego, tzw. funkcja celu (dla
poszukiwa)

- liczba krvteriow (jednokrvtenialne 1 wielokrytenialne problemy decvzyine)




d Model matematyczny problemoéw decyzyjnych

»  Jdentyfikacja problemu decyzyvjnego:
- doktadne zidentyviikowanie aktualnego stanu

* rozpoznanie realizowanych dziatan
+  wskazanie obszaru wystepowania trudnosci

- werbalny opis sytuacyi (zaistmiatego problemu)
= Model matematyczny problemu:

- zapis problemu decyzyjnego w postaci matematyczne) - ma na celu sprowadzenie
problemu wyboru najlepsze) (optvmalne;) decyzji do rozwiazania pewnego jednoznacznie
okreslonego zadania matematyecznego.

PARAMETRY:

* wielkosci znane
» zdefiniowane a’prion
*  niezmienne podczas procesu podejmowania decvzyi (rozwiazywania problemu)

ZMIENNE DECYZY.INE:

*  wielkosci nieznane
»  wielkosci do ustalemia w trakcie procesu podeymowania decvzj (rozwiazywania
problemu)

- WYTrazony w postaci rownar 1 ner0wnosci
FUNKCJA CELU:

*  wyrazona za pomoca zmiennvch decyzyjnych
+ okreila kryterium wyboru rozwiazania dopuszczalnego

OGRANICZENIA:

*  wyrazone za pomoca zmiennych decyzyjnych
* okreilaja dostepnosc (posiadanych zasobow)




d Model matematyczny problemoéw decyzyjnych

Algorytm konstrukcji modeln matematycznego problemu decyzyjnego:
- zidentyfikowac zmienne decyzyine

+ czego poszukyemy 7
+ jakie wielkosci maja byc wyznaczone 7

- zidentyfikowac parametry zadania
+ jakie wielkosci sa znane (stale) 7
- yasno zdefimowac cel swoich poszukiwan (funkcje celu)
+ jaki cel chee ostagnaé decvdent 7
- okreslic wszvstkie ograniczenmia podjecia decyzn (warunki ograniczajace)

* o stanowi ograniczenie dla podeymowanych decvzyj 7
* co charakteryzuje sie ograniczona dostepnoscia 7




d Model matematyczny problemoéw decyzyjnych

Rozwiazanie problemu - wybér najlepszej decyzji:
- problem o charakterze jednokrytenialnym
(DECYZJA OPTYMALANA)
= ustalenie takiej decyzji dopuszczalne), przy ktorey funkcja celu osiaga wartosc

najkorzystniejsza (optvmalna)

minimalna

np.: koszty eksploatacji taboru

np.: czas przejazdu

np.: zuzycie energii elektryczne)

maksymalna

np.: zysk

np.: udziat w rynku,

np.: efektywnosc wykorzystania taboru




d Model matematyczny problemoéw decyzyjnych

Niech:

D — oznacza zbior dopuszezalnych decyzyi,
x — dowolna decyzje,

f — funkcje celu,

to zadame decvzyvine opismjace problem wvboru najlepsze) decvzpiy mozna zapisac
nastepujaco:

Znajdz taka decyzje dopuszczalna x" = D | ze

f I:x'} =max {f({x)| x = D} . gdy maksymalizujemy funkcje celu

f[:x°} =min{f(x)| x= D}, gdv mmimalizyemy funkcje celu

Ogdlna postad zadania programowania matematycznego jest zatem postaci:

F (61 %,) —> max(min)

Rozwiazanie problemu - wybér najlepszej decyzji:
- problem o charakterze wielokryterialnym
(DECYZJA KOMPROMISOWA)

= poszukiwanie decyzji dopuszczalne), przy ktore; uzyskiwany jest kompromis
wszystlkich kryteriow (celdow)




O Zadania programowania liniowego -
zadan programowania liniowego

postacie

3. Postacie zadan programowania liniowego:
Ogélna postac ZPL:

x=(x.....x,) - wektor zmiennych decyzyjnych

) ~
Przy ograniczeniach:
<
a;;x; = bi(i=Ll..m)
J=1
=
xz20..x,20

b=(h....b,) - wektor ograniczen warunkow ograniczajacych (wystepwacych po prawej
stronie rownat 1 nierdwnosct)
A =[ai J':Im LT macierz wspolczynmkow warunkow ograniczajacych (wystepujacych po lewe;

stronie rownar 1 nerowWnosc)




 Zadania programowania liniowego
zadan programowania liniowego

postacie

Postac standardowa ZPL.:

] H
Max ZCJ—.I’; Min ZcJ-.rJ.-
=

J=1

[iauxj =b: (i=L..m) [iauxj z2b: (i=1....m)
-l

xz20 (j=L...n)

Postac kanoniczna ZPL.:

Max(Min) 3 c;x;

=1

[Zﬂng=bf! G=1..m) W Zapisie maclerzowym: {A-f:br
Je=l

=i Meax(Min) i €;X; = (e, x)




 Zadania programowania liniowego - postacie
zadan programowania liniowego

Kazda postac ZPL mozemy sprowadzic do postaci kanoniczne] poprzez wprowadzenie
zmiennych swobodnvch.

Dla warunkow postact <, jezeli 1-tyv warunek jest taka nierownoscia, wprowadzamy zmienna

swobodna: x,., 20; x,, =b,—> a, x; ze wspblczynnikiem (+1)

J=1
np. 2x +3x, =6 zamieniamy na warunek 2x +3x;, +x5 =6
Dla warunkow postact =, jezeli 1-ty warunek jest taka nierownoscia, wprowadzamy zmienna

swobodna: x,., 20; x., =2 a, x;, —b, ze wspélczynnikiem (-1)

J=1
np. 7x —x, = 1 zamiemamy na warunek Tx —x, —x, =2

Uwaga: Do funkcy celu zmienne swobodne wchodza ze wspolczynnikami rownymi zero,
w przyvkiadzie ¢; =0.¢, =0.




 Zadania programowania liniowego - dualnosc¢
W programowaniu liniowym

4. Dualno$¢ w programowaniu liniowym:

£ kazdym zadaniem PL sprzezone jest pewne inne zadanie PL, zwane zadaniem dualnym ZD

PL.

Dla zadania pierwotnego (ZP) na maksimum w postaci standardowe;:

R
Meax Z €x;
J=l

Zadanmiem dualnym ZD PL bedzie zadame:

Min 3 by,
il




O Zadania programowania liniowego - dualnosc
W programowaniu liniowym

Z relacpt zachodzacych pomiedzy zadaniem ZP (pierwotnym) 1 ZD (zadaniem dualnyvm)
wynika, Ze:

¢ w zadaniu dualnym jest tvle zmiennych, tle warunkow w zadanmu prerwotnym (kazdemu
warunkowi odpowiada jedna zmienna)

e w zadaniu dualnvm jest tvle warunkow, ile zmiennvch w zadaniu pierwotnym

 wagi funkcy1 celu zadama pierwotnego sa wyrazami wolnymi (prawymi ograniczeniami
warunkow) w zadaniu dualnym

* wyrazy wolne zadania pierwotnego sa wagami funkcyi celu w zadaniu dualnym

e macierz wspdlczynnikow zadamia dualnego jest transpozycja macierzy wspolczynmkow
zadania pierwotnego

* jezeli zadanie pierwotne jest ma maksimum, to zadanie dualne jest na mimmum
(1 odwrotnie)




O Zadania programowania liniowego - dualnosc
W programowaniu liniowym

Stosuje sie takze nastepujace dodatkowe reguly tworzenia zadania dualnego:

e jezeli z ZP 1-ty warunek jest rownoscia, to odpowiadajaca mu zmienna w zadaniu dualnym
nie ma ograniczen (przyjmuje dowolne wartosci)

o jezeliz ZP 1-ty warunek jest typowa mieréwnoscia, to odpowiadajaca mu zmienna w zadaniu
dualnym jest nieujemna

o jezeli z ZP 1-tv warunek jest nietypowa nierownoscia, to odpowiadajaca mu zmienna
w zadaniu dualnym jest niedodatma (1, =0)

o jezeli w ZP na zmienna x. mie naloZzono ograniczefi, to j-ty warunek w ZD jest rtéwnoscia

o jezeli w ZP zmienna x. =0 (jest nieujemna), to §-ty warunek w ZD jest typowa nieréwnoscia

¢ jezeliw ZP zmienna x; =0 (jest niedodatnia), to j-ty warunek w ZD jest metypowa nieréwnoscig




d Programowanie liniowe — dualnos¢ w programowaniu
liniowym — przykfad konstrukcji ZD PL

Zadanie pierwotne - ZP PL

f(x,x,x,x,)=2x —x,+5x,—2x, > min
[ x + x,+2x,+5x, <20
2x — X, - x, =15

3x, + x,—2x,=14

| x,,x,,x, =20,x, -dowolne

Zadanie dualne - ZD PL
g(yl’y29y3) :20)/1 +15y2 "‘14)73 — max

(¥, +2y, < 2
yl_ y2+3y3:_1
<2y1 + y, 5

<
S5y, — yv,—2y, <2
¥, =0,y, =20,y -dowolne

22



 Zadania programowania liniowego - dualnosc¢
W programowaniu liniowym

5. Twierdzenia o Dualnosci:
Twierdzenie 1 (o istnieniu)

Jezeli ZP 1 ZD maja rozwiazania dopuszczalne, to oba maja rozwiazamia optvmalne. Jezeli
natormiast chociaz jedno z nich mie ma rozwiazama dopuszczalnego, to obvdwa nie maja
rozwiazan dopuszczalnych.

Twierdzenie 2

Jezeli x....x, jest rozwiazaniem dopuszczalnym zadama pierwotnego. a 3y.... ), TOZWiazatiem
dopuszczalnym zadamia dualnego, to pomiedzy wartosciami funkeyp celu zachodzi nieréwnosc:

n i
2652 2hy,
=1 il

Dla rozwigzan dopuszczalnych wartosc funkcji celu ZP nie moze byc wieksza od wartosci funkcji celu
D




 Zadania programowania liniowego - dualnosc¢
W programowaniu liniowym

Twierdzenie 3 (o optymalnosci)

Jezeli 1stmeja dwa takie rozwiazamia dopuszczalne xliz___zx; (ZP) 1 }'1*

" L " L
2% =2 by,
fml

J=1

1
E )

to obydwa rozwigzania 53 rozwigzaniami optymalnymi.
Twierdzenie 4 (o rownowadze)

Jezeli x ... x jest rozwiazaniem uszczalnym zadama pierwotnego oraz v, ..., V. [0Zwiazaniem
R - w1 ey ]

dopuszczalnym zadama dualnego, to aby te rozwiazama byly rozwiazaniami optymalnymi wystarcza,
ze spetniane beda nastepujace warnki:

(1) X ax <b=y=0

J=1

i
(2) Z a ¥y, >c; = x; =0

fml

(3) ¥, =0= > a.x =5,

J=1

e
(4) x=0= é:a;- Vi=¢;




O Programowanie liniowe — graficzna interpretacja zadan
programowania liniowego - metoda geometryczna
poszukiwania rozwigzan

1. Przykiad zadania programowania liniowego ZPL - majgcego
jednoznaczne tylko jedno rozwigzanie.

1
f(x,x)=z=—x +x, — max
4 T
a“:;“
- NN
-x +x, < 2
L3197 N
3 2= T B
=X +x, < 3 02
4 =1
x,%,20 2e0




O Programowanie liniowe — graficzna interpretacja zadan
programowania liniowego - metoda geometryczna
poszukiwania rozwigzan

2. Przyktad zadania programowania liniowego ZPL - majacego
niejednoznacznie nieskonczenie wiele rozwigzan.

f(x,x)=z=x+x, —>max
(X +x, < 4
1—x +x, < 2

x,x, 20 iy




O Programowanie liniowe — graficzna interpretacja zadan

programowania liniowego - metoda geometryczna
poszukiwania rozwigzan

3. Przyktad zadania programowania liniowego ZPL - nie majgcego
zadnych rozwigzan.

\\ AX2
N
N Jin \’\\-%':\\ \\\
K7, NN \
N2, Y \ \\
gy A
f(x,x)=z=2x +x — max NN
e \"3‘. \N"\ \
3
—-x+x = 3
5 1 2
1
§— EXI SIE X, > 1]
x,x,20
.




 Zadania programowania liniowego — idea metody
simpleks

6. Algoryvim metody Simpleks:

Metoda simpleks jest podstawowa metoda znajdowania optyvmalnych rozwiazan zadan
programowania liniowego. Jest to metoda ogdlna, pozwalajaca rozwiazac kazde zadanie PL.

Polega ona na sekwencyjnvm (Scifle okredlonym - ukismnkowanyvm przegladzie tzw.
rozwiazat bazowych)

Fozwiazanie bazowe jest zwiazane z postacia kanoniczna zadania PL.

Max(Min) 3" cx;

J=1

A-x=5
x=0
gdzie:
!
x=| ... | - wektor zmiennvch decvzyvinyvch (w zapisie kolumnowym),
_xﬂ_
B
b =| ... | - wektor prawych ograniczen w warunkach
L bﬂ .
c= [4::_l A (:H] - wektor wspolczynnilcow funlkeji celu (w zapisie wierszowym)
o TNy
A=| ... .. .. | - macierz wspolczynmkow wamnkdw ograniczajacych po prawej stronie
i1 Dim

TOWNoSsc1




O Zadania programowania liniowego - dualnosc
W programowaniu liniowym

Niech B oznacza baze, czyvli macierz kwadratowa m-tego stopnia sktadajaca sie z m - limiowo
niezaleznych kolumn macierzy A (det(B) = 0.

Je) kolumny nazywa sic kolumnami bazowwvmi, zas pozostale kolumny macierzy A nie
bazowymi. Zmienne zwiazane z kolumnami bazowymi nazyvwamy zimiennyni bazowymi, zas
pozostale nie bazowymi.

Oznaczmy przez Z; - zbior zmiennych bazowych. zas przez Z,. - zbior zmiennych nie
bazowych.

Z kazda baza B uktadu réwnan Ax =5 jest zwiazane rozwiazanie bazowe. Jezeli uklad Ax=b
jest niesprzeczny oraz n~m, to uklad ten ma nieskoficzenie wiele rozwiazan, ale skoficzona
liczbe rozwiazan bazowych. Dla m — roéwnan z n — miewiadomymi ma co najwyvie)
£

[ 1} m!

I‘hm}'_ m![:rz—mjl

Wektor zmiennych decyzyinvch oraz macierz wspolczynnikow mozna przedstawic teraz przy
zadanej bazie B nastepujaco: x= [xﬁ.= x_‘r-:l A= |:E= N]

Wowczas uktad rownan Ax=>5 zapiszemy w postaci: B-x, + N-x, =b

Mnozac lewostronnie przez macierz B~ . otrzymujemy postac¢ bazowa: [ - xp+W -xy = B
gdzie: I=B' B, W=B"N_.b =B'5b

Z postaci bazowej latwo wyznaczy<¢ rozwiazanie bazowe: x,, =03, = b"=B7'.b.

Jezeli dla danej bazv B: xE=E:‘=E'1-E: =0, to rorwiazamie bazowe jest rozwiazamem

dopuszczalnym.




O Zadania programowania liniowego - dualnosc
W programowaniu liniowym

Idea metody simplels:

Zastosowanie podejicia pelnego przegladu zbiom rozwiazan bazowych jest nieefektymne ze wzgledu
na liczbe tych rozmwiazan oraz ze wzgledu na wielkoéé ukladu réwnan jaki naleszy przeksztatcac.

207 201
Jezeli n=20 1 m=10, to rozwiazan bazowych moze byé: | |= o =184756
(10 ) 10t100

W metodzie simpleks stosujemy przeglad ukierunkowany zbiomu rozwiazan bazowych.
Przechodzimy od jednego rozwiazama bazowego dopuszczalnego do drugiego, o ktorym
wiemy, e jest me gorsze od poprzedmiego (pomijajac medopuszczalne 1 te gorsze od aktualnie
rozpatrywanego).

Przeglad ukierunkowany sprowadza sie do realizacyi nastepujacych krokow (jezeli zadanie ma
rozwiazanie optymalne)

EKrok A: Wyznaczye rozwiazanie wejsciows — dopuszczalne 1 bazowe

Krok B: Sprawdzic, czy aktualne rozwiazanie bazowe jest optymalne. Jezeli tak, to koniec
obliczen, jezeli nie, to przejsicie do kroku C

Krok C: Przejic do sasiedniego rozwiazania bazowego, o ktorym wiadomo, #ze jest nie gorsze
od poprzedniego 1 powrot do kroku B.

Drwie bazy nazywamy sasiednimi jezeli roznia sie tylko jedna kolumna macierzy A. Podobnie
dwa rozwiazania bazowe nazywamy sasiednimi_ jezeli réznia sie tvlko jedna zmienna bazowa.

W sensie rachunkowwvm przechodzenie od jednego rozwiazania bazowego do dmugiego
sasiedniego polega na przeksztalcanmu ukladu rowmnan: J-x, +W -x, = 5" od jednej postaci
bazowe) do drugie). Najlepie). gdv poczatkowa postac kanoniczna jest takze postacia bazowa.
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Poczatkowe rozwiazanie bazowe:

Punktem wyjscia metody simpleks jest uzyskanie poczatkowego rozwiazania bazowego. W tym celu
nalezy przeksztatcic je do postact bazowe) z nieyyemnym wektorem wyrazéw wolnych b. Przyymujac,
ze zmienne bazowe sa zwiazane z wektorami jednostkowymi uzyskamy bardzo latwo poczatkowe

rozwiazanie bazowe: xp =b =B l-b=I"-b=b, xy =0.

lezeli i-te prawe ograniczenie jest ujemne, to moina przemnozyc obustronnie to rownanie (warunek)
przez (-1).

Gdy macierz wspdlczynnikow postaci kanoniczne] nie zawiera macierzy jednostkowe), ktora mozna
uznac jako baze, to mozemy:

(1) tak przeksztalcié uklad réwnan (stoswac reguly eliminacyi Gaussa), aby zawieral on macierz
jednostkowa

(2) albo sztuczme utworzyd taka macierz, uzupelniajac macierz wspdtczynmikéw A o odpowiednia
liczbe braloacvech wektordw jednostkowvch — co czesto jest praktvczniejsze — jest to tzw.
metoda sztuczne) bazy (rozszerzamy wiedy liste zmiennych decyvzyvinyvch o tzw. zmienne
sZtuczne).

Uwaga:

- Waga przy zmiennej sztuczne] w funkcii celu jest taka, Ze nieoplacalne jest pozostawienie jgj
W rozwiazamu optymalnym (duza liczba dodatnia dla munimum lub wemmna 1 duza co do modutu dla
zadamia na maksimum)

- Optymalne rozwiazanie zadania Ze Zmiennymi sziucznymi (pomochniczego) wyznacza optymalne
rozwiazanie zadamia poczatkowego, jesli tylko wszystkie zmienne sztuczne sa W roZwiazamiu
optymalnym zerowe.

- jezeli chod jedna zmienna sztuczna jest dodatmia, to poczatkowe rozwiazanie jest sprzeczne.
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Zadanie ZPL (przyklad)

Przedsiebiorstwo transportowe dvsponuje 10 ciezarowkami o ladownosci 10[t]. Klient zlecit
przedsiebiorstwu przewoz 66 ton ladunkow w opakowaniach po 3[t] oraz 20 ton ladunkow
w opakowaniach po 2[t].

W jaldi sposob nalezv zaladowac towar na ciezarowki, aby zrealizowac¢ zamowienie klienta,
minimalizujac laczna niewvkorzvstana ladownos¢ ciezarowek niezbednvch do przewom

towarow 7
Sposoby zaladunku (D 23] @)
ladunek — opakowania 3[t] 3 211 0
ladunek — opakowania 2[t] D1 213|535
Niewykorzystana ladownosc [t] 1 (01 |0
Model matematyczny — problemu decyvzyjnego:
F(x,x%.%.%)=1.x+0-x,+1.x,+0-x, — min
(3, +x, +%,+x, <10 (X +2,+%+x, €10
'3.(3-x+2-x,+1-x,+0-x,)=66 9.5 +6-x,+3 %+ 0-x, =66
2(0-x+2-x5,+3-5,+5-x,)=20 0-x,+4-x,+6-x; +10-x, = 20

% 20,x,20x520x,20 16 20,0,20,6520x,20
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Posta¢ kanoniczna:
Flx.x.x5.x)=1.3+0-x,+1-x,+0-x,+0-x;, — min

n+x,+x+x,+x =10
9-x+6-x,+3-x;,+0-x, =66
O-x+4-x,+6-x;,+10-x, = 20

=0 =20x=20x,=20x =0

Postac kanoniczna — bazowa, po wprowadzeniu zmiennyvch sztucznvch:

Wprowadzamy 2 zmienne sztuczne (dla ktorych oczekujemy wartosci zerowej) X, = 0 oraz
%, =0 ze wspélczynnikami ¢, =M oraz ¢, =M. M >0 (M — =) - dla zadania na
Gdyby zadanie ZPL bylo na maksimum. to ¢, = —M ,c. = —M .

F(x,x%,x5.x)=1x+0-x,+1-x,+0-x,+0-x, + M -x,+ M -x, = min

1-+1-x,+1-x;+1- 2, +1- %, +0-x, +0-x, =10
9-x+6-x%+3-,+0-x,+0-x. +1-.x, +0-x. = 66
0-x+4-x,+6-x%,+10-x,+0- 2.+ 0-x,+1-x, =20
m=z0x20x20x, =20,x, =0
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Algorvtm metody Simpleks:
Krok A — malezc poczatkowe rozwiazanie bazowe dopuszczalne
Krok B — sprawdzic optvmalnosc aktualnego rozwiazania bazowego

® Jezeli aktualne bazowe jest optvmalne, to koniec obliczen

* Jezeli nie to przejsc do kroku C
Krok C — Wvznaczvc sasiednie nie gorsze od poprzedniego rozwiazanie bazowe

Powrot do - Kroku B
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Krok A
Pierwsze — poczatkowe rozwiazanie bazowe:

Macierz wspolczynnikow w warunkach ograniczajacyvch:

1 1 1 1 1 0 0
A=9 6 3 0 0 1 0
o 4 6 10 0 0 1
1 0 0
Pierwszabaza- 5=|0 1 0O
o 0 1
X, .
Zmienne bazowe: X, =| X, |. Zmienne niebazowe: x, = ij
x 3
X

Pierwsze rozwiazanie bazowe:



KrokB
Sprawdzenie optymalnosci akinalnego rozwiazania bazowego:

Sprawdzanie optymalnosci aktualnego rozwiazania bazowego oraz tworzenie kolejnych
rozwiazan bazowychdopuszezalnych wygodnie jest zilustrowac tzw. Tablica simpleksowa.

Pierwsza tablica simpleksowa: 7o = |:E'_..:|_ P

c 1 ] T ] OTMT M Eolumna
d tablicw
X X X Xy X | X5 | X, | simpleksowsj
dla
=, fE2; Zmisnns : ; : wrazew
=R = Bazows Elsmenty tablicy simplaksowaj wonlmveh
f Jdelm, J= l,...n (zaf-:-'.\'a)
E"_- =L,
0 X 1 I I I 1 ] ] 10
A X5 ] & 3 ] ] 1 ] 1
Af X ] 4 & 10 ] ] I I0
7 = ZC -1 z =01+ oM Ciry 1044 O 1A | A
. = [} Af.0x
M.0
=0if Fix)=
Wisrsz [zarow) A =+1 [ -10A | Sr=1] -10AF [0 ] 0 x, =0.10+
tablicy simplaksowaj T
kryterinm optymalnosci -H’ 20
i,.=c.—z..fj=1,_.n s
=N i i =260

Simpleksowe kryterium optymalnosci:

1. Dlazadaniaz funkgacelupostad maksimum:
dlakazdego je Z, .1, , =0

2. Dlazadamaz fimkeoacelupostac minimum:
dlakazdego je Z, .1, , =0

Dla naszego zadaria wszystlie wspotezynnki optymalnosad 53 ujemne, wiec poczatlowe
rozwiazanie bazowe nie jest optymalne.

MNalezy zatemprzejsc do kroku (C) - ustalic ktora zmienna z aktualnych niebazowych nalezy
dobazy wprowadzic, aby poprawic akhalne rozwiazarie, a ktora z aktualnej bazy usunac.

O tymmowi tzw. simpleksowe kryterium wejscia do bazy ikryterium wyjscia zbazy.
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Poprawa aktualnego rozwiazania bazowego — wyvznaczenie sasiedniego rozwiazania
bazowego dopuszczalnego, ktore jest nie gorsze od aktualnego

Kryvterium wejscia:
Do bazy nalezv wprowadzic, taka zmienna z niebazowvch, dla ktorej:
1. Dlazadania na maksimum zachodz warunek: 7, = max {Iﬁ_ﬁ JE Z_\_.}

2. Dla zadania na minimum zachodzi warunek: f,, = min :Io_;': JjE Z_\,.}

Dla naszego zadania nalezy wprowadzic albo zmienna x, albo x, (wprowadzamy x,. gdvz

jest to zmienna wiasciwa, a nie bilansujaca zmienna swobodna jak x, ).
fpy =lps= mn {—9.-’!{ +1,-10M,9OM +1,-10M } =—10M

k =2 -kolumna 2 staje sie tzw. kolumna centralna tablicy simpleksowej
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Kryterium wyjscia:

Z aktualnej bazy nalezv usunac te zmienna, dla ktorej:

i

. N
22 —min L7, >0}
4 I:'..{ )

rk

|ty . [10 66 20
Dlanaszego zadania mln{i; I, > D} = min T=?: T]} =5, dlar=3,awiecdla
Ly

trzeciej aktualnie zmienne] bazowej: Xx., ktora z bazv nalezv usunac

I, . =1;, -staje sie tzw. elementem centralnym (wainvm dla dalszych przeksztalcen tablicy

simpleksowej) przv wvznaczaniu nowego poprawionego rozwiazania bazowego.
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Przekszialcenia tablicy simpleksowe] w celu uzvskania nowego - lepszego rozwiazania

bazowego.

T' = I:I: :I - jest nowa tablica simpleksowa
£ LS _lic,. miiet,.

» 1, =—1,j=0...n - dla wiersza odpowiadajacego wierszowi centralnemu. czyli dla

Ir:.{
rmienne] wvprowadzanej z aktualnej bazv
o .=t .—"1,-t, ;i=rj=0,. .1 -dlawierszy pozostalych
LJ L. I W F B FooTE - !

Dla naszego zadania: element centralny f;, =4

991|5]

B3|

, 3
:3_.=[0 1 =
! 2

f,=[111110 0 |1@]—1.[@ 1 % % 0 01 |5]=
=[1 0o -2 -2 10 -1 |5]
2 2
: 3 5
t,,=[9 6 3 0 010 |55:|—5-[0 1 = =0 01 |5]=

=[9 0 6 -15 0 1 —6 |36]



Druga tablica simpleksowa: T'%

c; 1 1 0 0 i M
X X X Xy X, Xs X5 .
b =t
e —¢ ieX Zmienne Elementy tablicy simpleksowej
F - Tjvd = FE E , - -
azowe Liiel.o.om j=1._.n
1 3
0 X; 1 0 —— —-—— 1 0 -1 5
2 2
M X, 0 0 —6 —15 0 1 -6 36
3 5
0 X, 0 1 d d 0o 1 5
2 2
zj= ¢k oM 0 | -6M | -15M | 0 | M | -6M | F(x)=
i=Zs
Ly =C;—Z; -8Af +1 0 60 +1 150 0 0 M x, = 360
Dirugie rozwiazanie bazowe:
X, 5
Xy =0.3,=|% |=b =b=|36| f(x)=0-5+M-36+M-5=41M
x 5

Kryterium optymalnosci: istnieje jeszcze jeden wspolczynnik [y, dla zmiennej niebazowej

X, . ktory jest ujemny, zatem aktualne rozwiazanie dalej nie jest optymalne.

Zastosowanie krvterium wejScia:
Te zmienna: X, - nalezy zatem wprowadzic do bazy — zgodnie z kryterium wejscia

Zastosowanie krvterinm wyjscia:

-

5 36]

—.,— =4 - zbazv usuwamyv r=2 druga zmienna bazowa: x,

1

b

2 min
IJ‘:I
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Nowe — trzecie rozwiazanie bazowe

dla naszego zadania - element centralny: £,;, =9

ui
[
I
1
'_I.
=

[l
1
o
o | W
palun B
o
o
—
L



Trzecia tablica simpleksowa: T

(3

C; 1 1 0 0 M M
xl .'JCJ .'J.’.'3 .'{'4 xi IE X~ .
: =lig
e =c i=Z Zmienne Elementy tablicy simpleksowej
f /7 7F | Bazowe t.iel..mj=1._.n
LJ
1 1 1 1
0 X, 0 0 — — 1 —-—— -— 1
6 6 0 3
2 5 1 2
1 X 1 0 - -— 0 — - 4
3 3 9 3
3 5
0 X, 0 1 — — 0 0 1 5
2 2
— ) 2 3 1 2
Z;= Z Ci- b 1 0 -= -2 0 - -= F(x)=
=g 3 3 9 3
f,. =€, -z 0o | o 2 = 0 M- | w2 | x-e
J 3 3 ) 3
Trzecie rozwiazanie bazowe:
1

L

xi
X, =0.x;,=|x
.rd.

5

Sprawdzenie krviterium optvmalnosci:

wspolczvnnild

rozwiazanie jest optymalne.

wszystkie

lojsd €Ly

=b"=b=|4| f(x)=0-1+1-4+0-5=4

dla zmiennvch niebazowwvch, zatem aktualne

Nalezv zatem wyvslac 4 samochody zaladowane sposobem pierwszvin oraz 5 zaladowanwvch
sposobem drugim, abyv zrealizowad zamowienie klienta, przv minimalne] niewvkorzvstane]

ladownosci srodkow transportu wvnoszace] 4 [tonv].
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WYBRANE ZAGADNINIA OPTYMALIZACJI LINIOWEJ
WPROBLEMACH TRANSPORTOWYCH

1. Zagadnienie transportowe — zamkniete (ZZT)

Przedsigbiorstwo potrzebuje przetransportowac produkt z m - punktow
lokalizacji (magazynow, lokalizacji poczatkowych) do n - lokalizacji
docelowych.

Zaklada sig, ze w kazdej lokalizacji poczatkowej znajduje sig¢ a.i=1L1...m
jednostek towaru (dostepna podaz towaru), zas do kazdej lokalizacji docelowej
nalezy dostarczy¢ b, j=1.....n jednostek tego towaru (popyt— zapotrzebowanie

na produkt).
Zaklada sie ponadto. Zze calkowita wielkos¢ towaru dostepna w punktach
poczatkowychrowna jest wymaganej catkowitej wielkosci towaru niezbgdnej do

m n
dostarczenia do punktow docelowych: >'aq =>"b, .
=

Jezeli jednostkowy koszt transportu (1 jednostki towaru) z i-tego punktu
poczatkowego do j-tego punktu docelowego wynosi c.i=l..mj=L...n
nalezy odpowiedziec¢ na pytanie:

Ile jednostek towaru powinno by¢ przetransportowanych pomigdzy kazdym
punktem poczatkowym, a kazdym punktem docelowym jego lokalizacji, aby
zminimalizowa¢ catkowity koszt transportu.
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Zakladajac x; =0.i=1

..... m,j=1.....n - wielkosci produktu transportowane

z i-tego punktu poczatkowego do j-tego punktu docelowego, powyzszy problem
decyzyjny mozna zapisa¢ za pomoca nastepujacego zadania optymalizacji

liniowej:
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3. Modyfikacje zagadnienia transportowego:

e Otwarte zagadnienie transportowe - OZT

Jezeli zmodyfikujemy zaloZenie o bilansie pomiedzy calkowita podaza oraz

calkowitym popytem, tzn. przyjmiemy zalozenie, ze \J_'r:

i= 1

transportowe jest zadaniem otwartym (OZT) postact:

Min F(x; )—

T’ b, , to zadanie
j= 1
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e Zagadnienie transportowo-produkcyjno-magazynowe (ZTP-M)

Jezeli zalozymy, Ze istnieje nadwyzka podazy nad popytem: T‘ a,z> b, 1o

i= 1 _j"=1

m n
nadwyzka fowaru: ‘E}n+1 = z”: — z E{i‘ . _]ﬂkﬂ pUZDStEi_]E‘ W magazynach pUI].kTﬁ\V
i=1 i=1

poczatkowychinie jest wysylana do punktow docelowych musi by¢ skladowana
w punktach poczatkowych.
Zalozmy, 7ze wielkosci magazynowanego towaru w punktach poczatkowych

A

opisuja zmienne: x,, =0.:i=1.., ‘ \_' Nt = Doy |, za$ jednostkowy koszt

\ 1= 1 J
jego skladowania wynosi /1.i=1....m.
W analizowanym problemie decyzyjnym uwzgledniamy dodatkowo
jednostkowe koszty wytworzenia (wyprodukowania) przewozonych towaréw w
kazdym punkcji poczatkowym.
Koszt ten opisuja parametry: p..i=1...m.
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Zadanie optymalizacjiliniowej dla tak sformulowanego problemu decyzyjnego
jest postaci:

m n m
Min F(x,)=>" (0 +¢,) X, + > I
i=l j- i=1
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4. Zagadnienie posrednika:
Posrednik (sprzedawca) nabywa towar od m - dostawcow, przewozi go oraz
sprzedaje 1 - odbiorcom.

Dane sa:

a - maksymalna ilos¢ towaru jaka mozna kupicu 7 -tego dostawcy (jego podaz)
b. - maksymalna ilos¢ towaru jaka mozna sprzeda¢ j-temu odbiorcy (jego
popyt)

k. - cena zakupu u i -tego dostawcy

p, - cena sprzedazy j-temu odbiorcy

¢y - jednostkowy koszt transportu na trasie od i-tego dostawcy do j-tego
odbiorcy

Nalezy ustali¢ taki plan zakupow, transportu i sprzedazy, aby dochéd posrednika
byl maksymalny (dochod = przychod ze sprzedazy - koszty zakupu - koszty
transportu)

d, =p,—k;,—c, - dochdd jednostkowy z trasy zaopatrzen {i.J)
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Zmienne decyzyjne:

Ny - wielko$¢ przewozu na trasie zaopatrzen <Lj>

Funkcja celu:

m n
v Y =N N . .
F(x;)=2 2 d, - x;)—> max
i=l =1

Warunki ograniczajace:
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6. Minimalizacja pustych przebiegow (dotyczy optymalnego Kkrazenia
srodkow transportu rozwozacych towar):

Zalozmy, 7ze istnieje m - miast pomiedzy ktorymi odbywa sie wymiana
towarowa.

Miasta te tworza uklad zamkniety, tzn. wymiana towaréw odbywa sie tylko
pomiedzy nimi i1 kazde z nich moze by¢ zardwno dostawca jak 1 odbiorca
towarow.

Do kazdego miasta przywozi sie 1 z kazdego wywozi sie okreslona mase
towarowa nadajaca si¢ do przewozu okreslonym srodkiem transportu
(o okreslonej fadownosci)

Znane sa:
d. - odleglosci pomigedzy i-tym oraz j-tym miastem

)

a. - przewoz masy towarowe] pomiedzy miastami - wyrazony liczba pelnych

srodkow transportu (samochodow, wagonow)
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Dla kazdego miasta okresla sie:
Liczbe pelnych srodkoéow transportu niezbednych do wywiezienia masy

R
towarowej (Wywo6z) rowna: w, => a, (i=12..n)

_’r'=1

Liczbe pelnych srodkow transportu niezbednych do przywiezienia masy

towarowe] (przywoz) rowna: p, :Z a. ((i=L12,..,n)

J=
Dla catego uktadu spelniona jest rtownosé: > w, =>" p,.
i=1 i=1

Natomiast dla poszczegdlnych miast wywoz (w,) wecale nie musi by¢ rowny
przywozowi ( p,).

Miasta w ktorych w, > p - sa odbiorcami tzw. pustych przebiegow. a ich

zapotrzebowanie na puste srodki transportu wynosi: b, =w, — p. = 0.

Miasta w ktorych w, < p, - sa dostawcami pustych przebiegéw. a ich podaz

pustych srodkow transportu wynosi: @ = p, —w, >0.

Miasta w ktorych p, =w, eliminujemy z dalszych rozwazan (bo nie wystepuje

dla nich problem pustych przebiegow)
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Problem decyzyjny jest nastepujacy:

Znalez¢ taki plan przebiegow pustych srodkow transportu pomiedzy miastami,
aby laczny pojazdokilometraz (samochodokilometraz, wagonokilometraz)
pustych przebiegow byl minimalny.

Zmienne decyvzyjne:
x, - liczba pustych srodkéw transportu wysylanych z miasta i do miasta j

i=1,2,....,k - indeks miast dostawcow, dla ktorych wystepuje problem pustych
przebiegow
J=12_._.1 - indeks miast odbiorcow, dla ktérych wystepuje problem pustych

przebiegow

Funkcja celu:

F(xy) :ii(d - X; ) — min

i=l j=1

Warunki ograniczajace:

i
2oxy=a (i=1..k)
=i
K
I>x,=b, (j=L..D)

i=1

X, 20 (=L..kj=1...0)

.



1. Praktvcezny przykiad problemu decyzyjnego — sformulowanego za
pomocy zamknigtego zadania transportowego ZZT.

Cztery piekarnie zlokalizowane na terenie miasta sq zaopatrywane
w make z dwdoch magazynow znajdujacych sie na peryferiach miasta. Zapasy
maki w magazynach wynosza odpowiednio: I magazyn — 130 t, IT — magazyn —
200 t. Natomiast zapotrzebowanie piekamm jest rowne odpowiednio: I piekarnia —
80 t, IT — piekarnia — 120 t, IIT — piekarnia — 70 t, III — piekarnia — 60 t. Koszty
dostawy maki do piekarn zaleza tylko od odleglosci dostaw 1 sa podane w tabeli
kosztow:
Tabela kosztow (macierz kosztow)
Magazyny | Piekarnie (odbiorcy)
(dostawcy)| 1 | 2 | 3 | 4
1 25 124 | 28 | 13
2 17 | 30 | 15 | 26

Nalezy wyznaczyc, taki plan dostaw maki z magazynow do piekari. aby
dostarczy¢ piekarniom wymagane ilosci, przy minimalnych sumarycznych
kosztach jej transportu.
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1. Algorytm wyznaczania rozwiazan ZZT.

Idea poszukiwania rozwigzan ZZT jest podobna do idei algorytmu
simpleks™,

Najpierw nalezy znalez¢ jakiekolwiek poczatkowe rozwigzanie bazowe
(poniewaz rzad macierzy rz(A)= n + m — 1). to rozwiazanie bazowe
niezdegenerowane posiada n +— m - 1 dodatnich wartosci w wektorze zmiennych
decyzyjnych — zmienne bazowe, pozostale wartosci to zera — dla zmiennych
niebazowywch.

Nastgpnie sprawdza sig. czy rozwigzanie bazowe aktualne jest optymalne.
czy tez nie. Jesli nie to znajduyjemy kolejne rozwigzanie nie gorsze od
poprzedniego 1 znow sprawdzamy jego optymalnosc. Powyzsze postgpowanie
konczymy, gdy wreszcie uzyskamy rozwigzanie bazowe optymalne.

Algorytmicznie oftrzymywanie rozwigzan ZZT mozna przedstawic nastepujaco:
ETAP I (wyznaczenie dopuszczalnego poczatkowego rozwiazania bazowego).
W literaturze opisanych jest wiele metod konstrukcji poczatkowego rozwiazania
bazowego, np.:

« Metoda kqta polnocno — zachodniego (IN-W) — prosta ale malo efektywna
(wymagane jest zazwycza] przeprowadzenie duzej liczby iteracji. aby
uzyskac z niego koncowe rozwiazanie optyvmalne).

« Metoda minimalnego elementu macierzy Kkosztow transportu — na ogol
bardziej efektywna od poprzedniej.

« DMetoda VAM (aproksymacyjna) — nieco bardziej zlozona od poprzednich.
ale daje rozwiazania poczatkowe bliskie rozwigzaniom optymalnym. 54
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Metoda minimalnego elementu macierzyv kosztow:
Oznaczmy przez (r . k) — numer zmiennej wybierane] w danej (p — tej) iteracji za
zmienng bazowa: x, ;" "= 0. Oznaczmy przez: I — zbior indeksow dostawcow.

ktorych zasoby w danym kroku nie zostaly jeszcze rozdysponowane, zas przez
J — zbior indeksow odbiorcow. ktorych zapotrzebowanie w danym kroku nie
zostalo jeszcze zaspokojone. Numer zmiennej wprowadzanej do bazy w kazdej
iteracji wyznaczamy zgodnie z formula:

C, .= 1111'11{(?,..5. (i.j)elx J}

Nastepnie przypisujemy (p — tej) - zmienne] bazowej aktualng wielkose
transportu od dostawcey (r — tego) do odbiorey (k — tego) zgodnie ze wzoren:

w _ - (r-1) 7 (7-1) _19 _
X,, = min {r:rF b, }._p =1.2....m+n-1
ey (r-11 ) (ry _ (7-1} o _ .
a,’ =a, -x,, 7 .b, " =D, -x,, .p=12..m+n-1
(el [p-13 (e} (p-1 . -,
a, " =a," b, =b""", dla i®r,jEk.p=1.., m+n—1;

a!(n = a_,._z;..;_iﬂ) = bf,.;;‘ =l..,nij=1.. m:

Eliminujemy z dalszych rozwazan ze zbioru indeksow dostawcow ..I" lub
odbiorcow ,.J” ten indeks, dla ktorego a ¥’ =0 (zapasy tego dostawcy zostaly
wyczerpane) lub E:rk{‘” "=0 (zapotrzebowanie tego odbiorcy zostalo
Zrealizowane).

Powtarzamy te procedurg i na ogol po (m + n - 1) krokach znajdujemy wartosci 55
wszystkich zmiennych bazowych dla rozwiazania poczatkowego.
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Tabela kosztow (macierz Kosztow)
Magazyny | Piekarnie (odbiorey)

{(dostawcv) | 1 2 3 4
1 25 24 | 28 13

2 17 [ 30 15 [ 26
Tablica przewozow (kolejne iteracje):
i 1 2 3 3 ﬂ.em} ﬂ!cn a,.':zj ﬂjzan ﬂ',-H} a,.{S}
i
1 x¥=70 W =60|130 70 1 70 | 701 0 [0
2 X =80 |x7) =50 | x50 =70 200 | 200 | 130 | 30 | 50 [ O
p &0 120 70 60 330
p s0 120 70 0
p & s0 120 0 0
& 0 120 0 0
e 0 50 0 0
p @ 0 0 0 0

Tteracja p=3: I = {2}:J ={2}: 5 zmienna bazowa: x}, = min{50.50} =50

|

P ﬂ =
pozostate: a™ =a®; b = b . Skreslamy ze zbioru nadawcow 1 — nadawce.

Lh

modyfikujemy: a, =a, —x,,=70—-70=0; D" =D —x,,=120— 0:

56
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Tablica przewozow (ostateczna)
] 1 2 3 4

O 70| O |60
2 80 | 50 |70 | 0O

Otrzymujemy zatem rozwiagzanie bazowe poczatkowe postaci:
S5, ;)=80-17+70-24+50-30+70-15+ 60-13=6370

ETAP II (sprawdzenie optymalnosci rozwiazania bazowego).

Wyznaczamy tzw. tablicg kosztow zastepezycle ¢, w nastepujacy sposob:

¢ Koszty zastgpcze dla aktualnych przewozow rozwigzania bazowego (x,, =0)
przyjmujenmy rowne kosztom wyjsciowym podanym w tablicy: ¢

-

e Znajdujemy pare takich wierszy lub kolunmn dla ktorych mozemy wyznaczy¢
ich roznice (w te) same) kolumnie lub wierszu sa dwie zmienne bazowe).

e 7najac ile wynosi taka roznica - wyznaczamy pozostale elementy w macierzy
kosztow zastepczych., ktorych wartosci jeszcze nie znamy, 1ozwiazi)ac
odpowiednie rownania, tak aby zgadzala si¢ wyznaczona roznica.

Po wyznaczeniu kosztow zastepezych wyznaczamy tablice roinic: r;=c,, —¢,,. .

Uwaga: Dla znuennych bazowych 5, =0.

Al
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Krvterium optvmalnosci rozwiazania bazowegco:

e Aktualne rozwiazanie bazowe jest optymalne, jezeli wszystkie roznice dla
zmiennych niebazowych sg dodatnie.

Dla naszego przykladu (w przypadku otrzymanego rozwigzania poczatkowego
metodq minimalnego elementu macierzy kosztow) mamy:

Macierz kosztow zastepczych (poczatkowa)
] 1 2 3 4

] 24 13
2 17 | 30 | 15

Roznica np. miedzy drugim 1 pierwszym wierszem wynosi: 6, zatem pozostale
elementy tej macierzy wyznaczamy rozwigzujac rownania: 17—¢,, =6=g¢, =11,

15-¢,,=6=¢,=9,6,-13=6>¢,, =19.

58
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Macierz kosztow zastepczyvch (pelna)
] 1 2 3 4

1 11 (241 9 | 13
17 1 30 | 15 | 19

[

Macierz roéznic
] 1 2 3 4

e

1 1410 [ 19] 0

2 0 0 0 7
Poniewaz wszystkie roznice dla zmiennych niebazowych sa dodatnie to

otrzymane rozwigzanie poczatkowe jest optymalne.
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ETAP III (modvfikacja rozwiazania bazowego i poprawa__ wartosci

funkciji celu):
Z kazdym zadaniem transportowym zwiazany jest graf tego zadania
odpowiadajacy aktualnemu rozwiazaniu bazowemu. Jezeli rozwigzanie bazowe
nie jest zdegenerowane, to taki graf jest grafem spadjnym 1 bezkonturowym.
Np. dla naszego przykladu dla rozwiazania bazowego postaci:
Tablica przewozow

i 1 2 3 4

1 0O (120 O | 10
2 80| 0 [ 70|50
Funkcja celu wynosi: f(x, ) =80-17+120-24+70-15+10-13+30-26 = 6720 (wigcej

niz dla rozwiazania optymalnego).
Graf tego rozwiazania jest postaci:

N 1 2 3 4
1
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Macierz kosztow zastepczveh:
] 1 2 3| 4

1 2100 0 26| 0
2 O(-710 ] 0

Poniewaz ¢,, =-7, to rozwiazanie to nie jest oczywiscie optymalne. Nalezy go
zatem poprawic,
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Kryterium wejscia do bazy:

Do bazy wprowadzamy te zmienng niebazowa. dla ktorej element macierzy
roznic jest najmniejszy (z ujemnych). W naszym przypadku zmienng X;;.
Wprowadzajac t¢ zmienna (przypisujac jej wielkosc transportu .,t=0" jednostek)
poprawiamy rozwiazanie bazowe. Po wprowadzeniu tej] zmiennej
otrzymalibysmy dla zadania graf konturowy postaci:

Wezly narozne konturu okreslaja numery zmiennych, ktorych wartosci sig
zmieniaja. gdy wprowadzamy do bazy nowa zmienna.

i

Nalezy ustalic. zatem ktora zmienna z aktualne] bazy (sposrod naroznych
konturu) nalezy wusunac. Okresla to kryterium wyjscia dla zadania
transportowego.

Macierz rozunic

1 1 2 3

1 21 0 | 26

2 o | -7 0
62
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Krvterium wyjscia:
Niech G ={(k.I)}, gdzie: (k,I) - wezly narozne konturu. Zbiér ten ma parzysta

liczbe wierzchotkow (dla nas 4). Wierzcholki te cechujemy na przemian (+/-)
poczynajac od wierzcholka, ktory wprowadzamy do bazy (otrzymuje on ceche

plus). Cechowanie dzieli ten zbiér na 2 rozlaczne zbiory G* oraz G~ .

W naszym przykladzie: G* = {(2,2),(L4)};:G™ = {(1.2),(2.4)}.

Warto$¢ nowo wprowadzanej zmiennej bazowej w (p — tej) iteracji wyznaczamy
zgodnie ze wzorem:

(») (p-1) }

k1= min {xl
(1, 1eG" -
Nowe wartosci zmiennych naroznych obliczamy zgodnie ze wzorami:

xf :.x!.‘::’_‘;’.'lj —.x}iﬂ) dla (i, ))eG";

D =xEV +xF dla () eG*.G )= kD,

X

O L.
X=X

Pozostate zmienne nie bedace narozne w grafie nie zmieniajg wartosci.

W naszym przykladzie:
xglé = min {XEE 513,4 }: min §120,50}=50; .xf% = .xl[:jjzj — xg% =120-50=170;

a5y =20y -5, =50-50=10; =) =x{ +x5) =10+50=60.
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Tresé Krvterium wyjscia: z bazy usuwamy tg¢ zmienng ze zmiennych
nalezacych do zbioru indeksow G, dla ktorej policzona nowa wartosc (zgodnie
ze wzorami redukcyjnymi) jest najmniejsza. Dla naszego przykladu usuwang
zmienng jest zmienna: X,4. Tak utworzone nowe rozwiazanie bazowe da
WYyZnaczone juz wczesnieyrozwiazanie optymalne.

/

#0 = min 42,52, = mfn 120,503 =50; =& = =% - 5 =120-50 = 70;
Ay =5 -5 =50-50=0; x5 =57+ =10+50=60.

‘ 1 2 3 4
i

()
50
.__-d o . niebazowa o
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Interpretacja wspolezynnika roznic r,, =-7 (dla rozwigzama nieoptymalnego)
prowadzi do wniosku, ze meoptymalne rozwigzanie aktualne mozna poprawic
0 wartosc (—=7-50=-350) - tzn. zmniejszy¢ o 350 koszty transportu (tyle wynosi
roznica £ — celu rozwigzama biezacego oraz optymalnego), dostarczajac
drugiemu odbiorcy nie 120 ). jego pelnego zapotrzebowamia z magazynu 1-go,
lecz w porcjach - 70 z 1-go 1 50 z 2-go. Ty samym zamowienie 4-go odbiorcy
moglo by¢ zrealizowane (60 — jednostek) w calosc1 z magazynu 1-go.

Uwaga:

Jezeli w macierzy roznic rozwiazania optymalnego jest wiece) zer niz
zmennych bazowych, to 1stnigje wiele rozwiazan optymalnych o te) same)
wartosct funkcj celu.

: ” - 8 . Macierz roznic
\ T1 112134

I
=
=
=
=
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