Przykladowe zadania na ¢wiczenia
Zagadnienia transportowe (algorytm transportowy)

Przyklad 1. Cztery piekarnie nalezace do pewnej firmy zaopatruja si¢ w make w trzech mtynach. Podaz maki w
mitynie M1 wynosi 100 ton, w mtynie M2 — 200 ton, w mtynie M3 — 100 ton. Zapotrzebowanie piekarn na make
ksztattuje si¢ nastgpujaco: piekarnia I — 120 ton, piekarnia I — 70 ton, piekarnia III — 80 ton, piekarnia IV — 130
ton. Jednostkowe koszty transportu (w zt na ton¢) podano w tabeli.

Piekarnie
Mtyny I I 11 v
M, 7 15 16
M, 12 11 8
M3 5 13 9 10
a) Ustal optymalny plan dostaw maki, minimalizujacy koszt transportu

b) Podaj minimalny koszt transportu,

Popyt piekarni trzeciej spadt o 30 jednostek. Jaki ma to wptyw na wartos$¢ kosztu transportu? Jaki bytby wptyw,
gdyby ten spadek popytu dotyczyt piekarni pierwszej?

Model matematyczny:

e Dane: podaz — mozliwe wielkos$ci dostaw dla mtynéw (dostawcy): a; = 100, a, = 200,a; = 100
e Dane: popyt piekarn - zapotrzebowanie (odbiorcy): b; = 120, b, = 70, b; = 80, b, = 130.
e Zadanie jest zbilansowane (zamknigte zagadnienie transportowe), gdyz globalna podaz i popyt si¢ rownowaza
-ymBa; = Z}‘:f b; =100 + 200 + 100 = 120 + 70 + 80 + 130 = 400.
X111t Xan
: : l, x;; = 0 — wielko§¢ dostaw z i-tego mtyna (i=1,...,m=3) do j-tej
Xm1 " Xmn

e  Zmienne decyzyjne: X =

piekarni (j=1,...,n=4).
o Funkcja celu: F(X = X;;) = X3 YIE Gy + Xy =

7x%x1, +15%x, + 16 % x93+ 6 * x4 +
12 * Xpq + 11 % Xpp + 8 * Xp3 + 4 * Xpy +

5#%x31 + 13 xx3, +9 *x x353 + 10 * x3, > min

7 15 16 6
gdzie: C = [Cl- ]'] =112 11 8 4 | - macierz kosztow jednostkowych dostaw
5 13 9 10

e  Warunki ograniczajace:

Xq11 + X12 + X913 + x4 = 100

Warunki podazowe: {xn + x5 + X33 + X4 = 200 — suma dostaw maki z mlynow i=1,2,3 do wszystkich 4
X371 + X35 + X33 + X34 = 100

piekarn jest rowna podazy maki we mtynach.

X11 + X91 +x31 = 120
X1z + Xop + X3, = 70
X13 + Xp3 + X33 = 80
X4 + Xp4 + X34 = 130
piekarn j=1,2,3,4 jest rOwna zapotrzebowaniu na make w tych piekarniach.

Warunki popytowe: — suma dostaw maki ze wszystkich mtynow i=1,2,3 do kazdej z

Warunki brzegowe x;; = 0,i = 1,2,3;j = 1,2,3,4.



Rozwiazanie (wykorzystanie algorytmu transportowego): - zob. materialy wyklad

e I etap — znalezienie poczatkowego rozwigzania bazowego dopuszczalnego. Majacego m+n-1 zmiennych
bazowych (3+4-1=6)

Metoda najmniejszego elementu macierzy kosztéw (zob. materialy wyklad)

Oznaczmy I = {1,2,3} (aktualnie) — zbior indeksow dostawcow (miyny), ktorych zasoby w danym kroku
iteracyjnym wyboru zmiennych nie zostaly jeszcze w pelni rozdysponowane.

Oznaczmy ] = {1,2,3,4} (aktualnie) — zbidr indekséw odbiorcow (piekarnie), ktorych zasoby w danym kroku
iteracyjnym wyboru zmiennych nie zostaly jeszcze w pelni rozdysponowane.

Jako kolejne zmienne bazowe xg;() - w kolejnych krokach iteracyjnych (iteracji p) wybieramy zmienne o takich

)
k

numerach, ktore minimalizuja koszty jednostkowe: ¢, = min{ci () eI x ]}, a wigc dla ktorych w macierzy

kosztow jednostkowych jest najmniejszy element z jeszcze dostepnych w iteracji (p).

Wygodnie proces wyboru zmiennych jest przedstawi¢ w postaci tablicy przewozow:
() . . . e
a;"” — oznacza zmodyfikowany wektor podazy dla i-tego dostawcy w iteracji ,,p

bj(p) — oznacza zmodyfikowany wektor popytu dla j-tego odbiorcy w iteracji ,,p”

Tablica przewozow:

ij 1 2 3 4 a©® @ [ a® [ a® [ o™ [ @ [ o®
® ® ©
1 & EONNINO 100 100 | 100 80 80 10 0
=20 | =70 | =10
2 @@ 200 70 70 70 0 0 0
2,3 2,4
=70 | =130
3 x® 100 100 0 0 0 0 0
=100
p© 120 70 80 130 | Ya~
’ Y. b;=400
b0 120 70 80 0
b 20 70 80 0
b® 0 70 80 0
b® 0 70 10 0
b® 0 0 10 0
b® 0 0 0 0

(p=1 —iteracja 1):

7 15 16 6
Aktualna pelna macierz C = [Cl-j] = [12 11 8 4 l, Cr(lk) = min{cij: (i,j) € {1,2,3} x {1,2,3,4}} =Cy4 =
5 13 9 10

4, zatem jako (1) zmienng bazowa wybieramy x&).

Wartos$¢ tej zmiennej wyznaczamy ze wzoru rekurencyjnego (zob. materialy wyktad): x&) = min{aéo), bio)} =
min{200,130} = 130.

Dokonujemy korekty wektoréw podazy dla r=2 (drugiego) dostawcy: agl) = ago) - x&) = 200 —130 = 70, oraz
podobnie dla k=4 (czwartego) odbiorcy: bil) = bio) - xé‘l‘}) =130-130=0.



Dla pozostatych numeréw dostawcow oraz odbiorcoéw, ktorzy nie biorg udzialu w dostawach w tej iteracji wartosci
podazy i popytu przepisujemy z iteracji poprzedniej (w tym wypadku poczatkowej — zerowej). Zatem: a( ) =

{100,70,1003, za$ b = {120,70,80,0}.

Skreslamy ze zbioru indeksoéw odbiorcow odbiorce (j=4), bo wyzerowalo sie jego zapotrzebowanie J = {1,2,3}.
Koniec iteracji (p=1)

(p=2 — iteracja 2):

7 15
Aktualna macierz C = [CL-]-] = [12 11 8 l, C£2,€) = min{cij: (i,)) €{1,2,3} x {1,2,3}} = c3; = 5, zatem jako
5 13 9

(2) zmienng bazowa wybieramy x( )

Warto$¢ tej zmiennej wyznaczamy ze wzoru rekurencyjnego: x 1) = min{agl), bfl)} = min{100,120} = 100.
Dokonujemy korekty wektorow podazy dla r=3 (trzeciego) dostawcy: a(z) = agl) xg? 100 — 100 = 0, oraz
podobnie dla k=1 (pierwszego) odbiorcy: biz) = bil) x§21) =120—-100 = 20.

Dla pozostalych numeréw dostawcow oraz odbiorcow, ktorzy nie biorg udziatu w dostawach w tej iteracji wartosci
podazy i popytu przepisujemy z iteracji poprzedniej (pierwszej). Zatem: agz) = {100,70,0}, za$ bj(z) =
{20,70,80,03}.

Skre$lamy ze zbioru indeksow dostawcow (i=3) trzeci mtyn, bo wyzerowala sie jego podaz I = {1,2}. Koniec
iteracji (p=2)

(p=3 — iteracja 3):

7 15 16 3 , .. .
12 11 8 ], cﬁk) = min{c;;: (i, )) € {1,2} x {1,2,3}} = ¢;; = 7, zatem jako

()

Aktualna macierz C = [C;] =

(3) zmienng bazowa wybieramy x;
Wartos$¢ tej zmiennej wyznaczamy ze wzoru rekurencyjnego: x 1) = min{agz), biz)} = min{100,20} = 20.

Dokonujemy korekty wektoréw podazy dla r=1 (pierwszego) dostawcy: a(3) aiz) xﬁ) 100 — 20 = 80,
oraz podobnie dla k=1 (pierwszego) odbiorcy: be) = bfz) xﬁ) 20—-20=0.

Dla pozostatych numeréw dostawcow oraz odbiorcow, ktorzy nie biorg udziatu w dostawach w tej iteracji wartosci
podazy i popytu przepisujemy z iteracji poprzedniej (drugiej). Zatem: a§3) = {80,70,0}, za$ bj(3) = {0,70,80,0}.

Skres$lamy ze zbioru indekséw odbiorcdéw (j=1) pierwsza piekarni¢, bo wyzerowat sie jego popyt J= {2,3}. Koniec
iteracji (p=3).

(p=4 — iteracja 4):

[15 16

Aktualna macierz € = [C;;] = , (4) = minf{c;;: (i, j)) € {1,2} x {2,3}} = ;3 = 8, zatem jako (4)

zmienng bazowa wybieramy x
@ _ e [ B) 3] _ —
Warto$¢ tej zmiennej wyznaczamy ze wzoru rekurencyjnego: x, = minya, ,b; ' = min{70,80} = 70.

Dokonujemy korekty wektoréw podazy dla r=2 (drugiego) dostawcy: a(4) = af) x§43) =70—-70=0, oraz
podobnie dla k=3 (trzeciego) odbiorcy: b§4) = bf) - xgg =80—-70 =10.

Dla pozostatych numeréw dostawcoéw oraz odbiorcow, ktorzy nie biorg udziatu w dostawach w tej iteracji wartosci
podazy i popytu przepisujemy z iteracji poprzedniej (trzeciej). Zatem: a§4) = {80,0,0}, za$ b].(4) = {0,70,10,0}.



Skreslamy ze zbioru indekséw nadawcow (i=2) drugi mtyn, bo wyzerowata si¢ jego podaz I= {1}. Koniec iteracji
(p=4).

(p=5 — iteracja 5):

Aktualna macierz C = [Cl-]] [15 16], (5) = min{cij: (i,))e{1}x {2,3}} =y, =15, zatem jako (5)

zmienng bazowa wybieramy x( )

Warto$¢ tej zmiennej wyznaczamy ze wzoru rekurencyjnego: x( ) = min{a§4), bé4)} = min{80,70} = 70.

Dokonujemy korekty wektorow podazy dla r=1 (pierwszego) dostawcy: a(s) = a§4) xisz) 80 — 70 = 10, oraz
podobnie dla k=2 (drugiego) odbiorcy: bés) = b§4) — xisz) =70—-70=0.

Dla pozostalych numeréw dostawcow oraz odbiorcow, ktorzy nie biorg udziatu w dostawach w tej iteracji wartosci
podazy i popytu przepisujemy z iteracji poprzedniej (czwartej). Zatem: ai(s) = {10,0,0}, za$ bj(s) = {0,0,10,03}.

Skre$lamy ze zbioru indekséw nadawcow (j=2) drugg piekarnie, bo wyzerowalo sie jej zapotrzebowanie J= {3}.
Koniec iteracji (p=5)

(p=6 — iteracja 6) - ostatnia:

Pozostalo tylko 10 ton towaru we mlynie i=1, ktére oczywiscie nalezy dostarczy¢ do j=3 (trzeciej piekarni), zatem

()

ostatnig zmienng bazowg jest x; , = 10. Zeruja si¢ oczywiscie wektory podazy i popytu (zob. tabela przewozow).

e Il etap algorytmu (sprawdzenie optymalnos$ci rozwigzania poczatkowego).

Aktualne poczatkowe rozwigzanie bazowe jest nastepujace:

20 70 10 ©

Xp ) — [Xl ]] = [ 0 70 130], za$ warto§¢ tacznych kosztow dostaw wynosi F(X) =20 * 7 4+ 70 *
100 0 O 0

15+ 10% 16+ 708+ 130 x4 + 100 « 5 = 2930 [z1].

Wyznaczamy tzw. koszty zastepcze C;;, dla 6 zmiennych bazowych koszty zastepcze sa rowne kosztom

lj9
WiﬁéClwym 611 =C11 = 7, 612 =Cip = 15, 613 = C13 = 16, 623 = C23 = 8, 624 = Cyg = 4, 631 = C31 = 5.

_[7 15 16
¢= 8 4
5

Natomiast warto$ci pozostatych kosztow zastgpczych znajdujemy zgodnie z procedura: znalez¢ takie dwa wiersze
lub takie dwie kolumny dla ktorych mozna wyznaczy¢ stata wspdlng roznice np. pomigdzy wierszem 1 i 2 mozemy
wyznaczy¢ wspolna roznice 16-8=8 i zakladajac, ze ona ma by¢ niezmienna dla wszystkich elementow z danej
kolumny w tych wierszach znajdujemy wartosci pozostatych brakujacych kosztow zastepczych rozwigzujac proste
rownania: 7 —Cy =836y =—1, 15—, =8>, =7, (4 —4=8-Cy =12, Teraz mozemy
wyznaczy¢ np. réznicg pomiedzy kolumnag 2 i 1, ktdra wynosi: 15-7=8, zatem: ¢3, — 5 = 8 = €3, = 13. Podobnie
np. réznica pomig¢dzy 3 i 2 kolumng wynosi 1, zatem ¢33 — 13 = 1 — ¢33 = 14. Wspdlna roéznica pomigdzy 3 i 2
wierszem wynosi 6, zatem ¢3, — 4 = 6 — (3, = 10.

Ostateczna posta¢ macierzy kosztow zastepczych jest nastgpujaca:

c=|-1 7 8 4

A [7 15 16 1zl
5 13 14 10

Wyznaczamy teraz macierz roéznic postaci:

o [7 15 16 15 16 12 0 0 0 -6
R=[nj]=Cc-C=|12 11 4(=113 4 0 o0
10

5 131410 0 0 -5 0



Kryterium optymalno$ci: aktualne rozwiazanie bazowe jest optymalne, gdy wszystkie roznice dla
zmiennych niebazowych sa nieujemne.

W naszym przypadku sa dwie réznice ujemne -6 i -5 (zatem rozwiazanie poczatkowe, spetniajace warunki
ograniczajace nie jest optymalne).

e III etap algorytmu (poprawa rozwigzania).
Iteracja (p=1) poprawy rozwigzania:

Kazde rozwigzanie bazowe zadania transportowego mozemy przedstawi¢ w postaci grafu (ilustracji graficzne;j)

N 1 2 3 4

1 20 (70— (10)
./ ./ ./
7N\ —
2 (70 —{130
N O
2N
3 19

Rys. 1. Ilustracja poczatkowego rozwigzania bazowego - graf

Jest to graf tzw. spdjny (czyli kazdy wierzchotek jest potaczony krawedzig — mozemy taczy¢ tylko w poziomie i
pionie jak na rysunku) oraz nie posiadajacy obszaréw zamknigtych (konturéw) — graf tzw. bezkonturowy.

Musimy ustali¢ w celu poprawy rozwigzania bazowego, ktdra ze zmiennych nie bedacych bazowymi
wprowadzimy do bazy (kryterium wejscia do bazy):

Kryterium wej$cia: do bazy wprowadzamy taka zmienna (niebazowa), dla ktérej w macierzy réznic mamy
najwiekszy element (co do warto$ci bezwzglednej) z ujemnych wartosci Rij (czyli najmniejszy ujemny).

W naszym przypadku sad dwa elementy ujemne, a najmniejszy ujemny jest -6 dla zmiennej niebazowej x, 4. Zatem
ta zmienna wprowadzimy do bazy (k=1,1=4) — to jej indeksy.

Wprowadzajac ta zmienng do bazy (graf - rys. 1) otrzymujemy w tym grafie kontur - rys. 2. Pomiedzy
wierzchotkami (1,3); (1,4); (2,4); (2,3). Interesuja nas wezty narozne tego konturu (zbiér G). W tym wypadku sg
to wszystkie 4 wezty powstatego konturu. G = {(1,3); (1,4); (2,4); (2,3)} — bedzie ich zawsze parzysta liczba
(tutaj 4). Nastepnie stosujemy odpowiednig procedure cechowania wierzchotkdéw: wierzchotek wprowadzany do
bazy otrzymuje ceche (+), nastgpnie na przemian (np. zgodnie z ruchem wskazoéwek zegara) pozostate wezty
narozne konturu cechujemy (-/+). Tym samym przy parzystej liczbie - pomig¢dzy sgsiednimi we¢ztami naroznymi
nie bedzie 2 wierzchotkéw majacych ta sama cechg (rys. 2).

N 1 2 3 4

— - +
1 (20 (70— (10} - - - { t ‘
./ N/
7N\ —~
2 (70 )—(130) -
+‘- - ~—
'/f‘“ \
3 d 9)

Rys. 2. Ilustracja poczatkowego rozwiagzania bazowego — graf z cechowaniem wierzcholkow naroznych w
konturze.



Taka procedura cechowania rozbita nam zbiér G na dwa podzbiory: Gt = {(1,4); (2,3)} — ocechowanych na plus
(+) oraz G~ = {(1,3); (2,4)} — ocechowanych na minus (-)

Obliczamy jaka warto$¢ transportu nalezy przypisa¢ zmiennej wprowadzanej do nowego rozwigzania bazowego
zgodnie z kryterium wejsécia stosujac wzor iteracyjny dla kolejnych iteracji (p): xlg’) = (rr§1er(1; _ xi(f_l).
ij

@ _

W naszym przypadku dla p=1 iteracji poprawy rozwigzania mamy: x;,” = DeG {i(?s) @ 4)}{10; 130} = 10.
LNECT={(13)(2,

Modyfikujemy warto$ci pozostalych zmiennych naroznych ocechowanych na (+), w naszym przypadku dla

® — @D ®)
GEatN=t ~ X@n Tt Xa
zostaje zwigkszona o warto$¢ przypisang zmiennej wprowadzanej do bazy. Dla naszej (p=1) pierwszej iteracji

X% =70+ 10 = 80.

zmiennej o indeksach (2,3): x,; zgodnie ze wzorem: x - poprzednia warto$¢

Tak samo modyfikujemy wartosci zmiennych naroznych ocechowanych na (-) zgodnie ze wzorem: x((f J)')ec‘ =

(r-1) )

Xijy  ~ Xkn - poprzednia warto$¢ zostaje pomniejszona o wartos¢ przypisang zmiennej wprowadzanej do bazy.

Dla naszej (p=1) pierwszej iteracji mamy dla x((ll‘)3) = 10— 10 = 0 oraz dla x((zl_l) =130—-10 = 120.

Ze zbioru zmiennych bazowych usuwamy ta zmienna, dla ktorej skorygowana warto$¢ dla zmiennych
ocechowanych na (-) jest najmniejsza (rowna zero). W tym wypadku zmienng x;3 (tzw. kryterium wyjscia z
bazy).

Wartosci pozostatych zmiennych w grafie nie bedacych naroznymi w konturze lub nie nalezacych do konturu nie
ulegaja zmianie (przepisujemy z poprzedniej iteracji) — aktualnie z warto$ci poczatkowych rozwigzania bazowego.

Otrzymujemy po (1) iteracji poprawy rozwigzania nowe drugie rozwigzanie bazowe postaci:

20 70 0 10

X él) = [Xi j] = I 0 0 80 120], za$ wartos$¢ tacznych kosztow dostaw wynosi F (X ,51)) =207+ 70%
100 0 O 0

15+10%6+80%8+120* 4+ 100 x5 = 2870 zt

Uwaga: Warto zauwazyé, ze F(X,g,l)) = F(Xlgo)) — |Pyal * x&) =2930 — 6 * 10 = 2870 [zt] — poprzednia
wartos$¢ funkcji celu dla poczatkowego rozwigzania bazowego pomniejszona o koszt wynikajacy ze zmniejszenia
wartosci funkcji celu wynikajacy z wprowadzenia nowej bardziej efektywnej zmiennej bazowej. Z interpretacji
wskaznika réznic wynika, ze o 6 ztotych mozemy zmniejszy¢ koszt na 1 jednostce [1t] maki, jezeli bedziemy
transportowac zgodnie z nowym rozwigzaniem tzn. wprowadzimy zmienng dla dostaw z 1 do 4.

Iteracja (p=2) sprawdzenie optymalnosci i poprawa rozwiazania:

Graf nowego rozwigzania bazowego jest nastgpujacy:

N 1 2 3 4

20 (70) 10)
1 ‘ )
\ / N/ /
7N\ g
2 (80) (120
A N/
3 (100

Rys. 3. Nowy graf aktualnego rozwigzania bazowego (p=2).



Macierz kosztow zastepczych oraz macierz rdznic jest postaci:

A 7 15 10 6 0 0 6 0
C=[&j]=[5 13 8 4|, R=[nj]=|7 -2 0 0

5 13 8 4 0 0 1 6
Poniewaz r,, = —2 < 0, zatem nie jest to rozwigzanie optymalne.

Poprawiamy rozwigzanie i wprowadzamy nowa zmienng do nowej bazy x,, (jedyny ujemny wspolczynnik
r6znic). Procedure cechowania wierzchotkdw naroznych dla nowego konturu przedstawia (rys. 4).

N 1 2 3 4

_ - o+
1 20) (70 10)
/ \T/ 4
1
1
2 t ---{80) 120
+ -
3 (100

Rys. 4. Graf aktualnego rozwigzania bazowego (p=2) z cechowaniem.
Obliczamy nowe warto$ci zmiennej wprowadzanej do bazy xg) = min{70,120} = 70.
Obliczamy skorygowane wartosci dla ocechowanej na (+) drugiej zmienne;j xﬁ) =10+ 70 = 80.

Obliczamy skorygowane wartosci dla ocechowanych na (-) zmiennych naroznych konturu xl(z) =70—-70=0
oraz x{2) = 120 — 70 = 50.

Pozostate wierzchotki dla zmiennych bazowych si¢ nie zmieniajg.

Otrzymujemy trzecie rozwigzanie bazowe:

20 0 0 80

Xéz) = [Xij] = I 0 70 80 50], za$ warto$¢ tacznych kosztow dostaw wynosi F(X,gz)) =20%7+4+80*
100 0 0 O

6+70%114+80*8+4+50+4+100+5=2870—-2%*70 = 2730 zt.

Iteracja (p=3) sprawdzenie optymalnosci i poprawa rozwiazania:

Graf nowego rozwigzania bazowego jest nastepujacy:

N 1 2 3 4

1 (20) 80’
2 70—(80) 50
3 i10(5

Rys. 5. Nowy graf aktualnego rozwigzania bazowego (p=3).



Macierz kosztéw zastepczych oraz macierz réznic dla nowego rozwigzania jest postaci:

) 7 13 10 6 0260
C=[&]=[5 11 8 4|, R=[r]=|7 0 0 0
5 11 8 4 0216

Poniewaz wszystkie wspotczynniki réznic dla zmiennych nie bedacych bazowymi sa >=0, to aktualne rozwiazanie
bazowe jest rozwigzaniem optymalnym !!!

Zatem (koniec algorytmu):

20 0 0 80
0 70 80 50], za$§ warto$¢ minimalnych lacznych kosztow dostaw maki do wszystkich

100 0 0 O
piekarn wynosi Fp,;,, (X™) = 2730 zt.

X9 =[x, =

Przyklad 2. (zagadnienie minimalizacji pustych przebiegow)

Do siedmiu stacji kolejowych nadchodzg i sa odprawiane przesytki calowagonowe. WielkoSci przywozu
; oraz wywozu w;, a takze odlegloéci pomiedzy stacjami podano w tabeli:

Stacja 1 2 3 4 5 6 7 D;
kolejowa
1 0 56 38 132 21 55 24 18
2 0 27 46 31 10 99 15
3 0 22 44 33 77 16
4 0 18 9 66 15
5 0 90 11 19
6 0 44 12
7 0 5
w; 12 13 22 22 10 12 9 Suma
100

Opracowac plan dystrybucji (przemieszczania) pustych wagonow, tak aby taczny wagonokilometraz pustych
przebiegdéw byt mozliwie najmniejszy.

Rozwiazanie:

Ustalenie numerow stacji, ktore sg nadawcami pustych przebiegow (w; — p;<0) — wiecej wagonow pelnych
z przesytkami przyjezdza do stacji niz pelnych z niej wyjezdza, wigc niektore wyjezdzaja puste, oraz numeréw
stacji, ktore sa odbiorcami pustych przebiegéw wagonow (w; — p;>0). Stacje, dla ktoérych (w; — p; = 0) pomijamy
w obliczeniach (ze zbioru rozwazanych punktéw dostaw), gdyz problem pustych przebiegéw dla nich nie
wystepuje.

) w; — ;) Nadawca/Odbiorca (N/O)
pustych przebiegow

1 12-18=-6 N)

2 13-15=-2 N)

3 22-16=6 (0)

4 22-15=17 (0)

5 10-19=-9 N)

6 12-12=0 problem pustych przebiegéw

nie wystepuje
7 9-5=4 (0)




Model matematyczny (zapisany za pomoca zamKknietego zadania transportowego):

Dane: k=3 — liczba nadawcow, 1=3 — liczba odbiorcoéw.

Zbior indeksow nadawcow [ ={1(i=1),2 (i =2),3(i=5)}. Zbior indekséw odbiorcow J={1(i =
3),2(=4),3@{="7)}
Wektor podazy na puste wagony dla stacji nadawcow: a = (a4, a,, as) = (6,2,9).
Wektor popytu na puste wagony dla stacji odbiorcow: b= (by, by, b3) = (6,7,4).
K

Zadanie jest zbilansowane, bo Y¥=3 a; = Zﬁii b; = 17 wagondw pustych nalezy rozlokowac.

Macierz wspotczynnikow funkcji celu (odleglosci pomigdzy stacjami nadawcow i odbiorcow) d;; =
stacja 3 (1) stacja4 (2) stacja7 (3)

stacja 1 (1) 38 132 24
stacja 2 (2) 27 46 99
stacja 5 (3) 44 18 11

X11 X12  X13

Zmienne decyzyjne: X =0 = [xi j] = [xn X22 XZ3l — liczba pustych wagonoéw przewozonych pomigdzy
X31 X32 X33

stacjami (i-nadawcow) oraz (j-odbiorcow).

Funkcja celu: (wagonokilometraz pustych przebiegow [wagonow*km]) F(X) = ¥7_; ¥, d;; * x;; = min

F(X) =38#%xy1 +132 % x15 + 24 % x93 + 27 % x51 + 46 * x55 + 99 * x55 + 44 * x5, +

+18 * x3, + 11 * x33 > min

Warunki ograniczajace:

X11 + X132 + X13

X21 t X2z + X33 =

X371+ X3z + X33

X11 + X21 + X34

X12 + X2 + X3

X13 T X23 + X33
xij

Il
o N VN

v

Rozwiazanie algorytmem transportowym:

Poczatkowe rozwigzanie — metoda minimalnego elementu macierzy kosztow.

Tablica przewozdw:

i |1 2 3 @ [0 [a® [a® [ @ [ @
@ _ ® _
= [9=2 6 6 | 6 1 6] 2] 0
2 X9 =2 2 2 | 2[00 o
' @ _ M _
3 xD =5 | 2 = 9 50101 0] 0
b].(o) 6 7 4 Ya=
b 6 7 0
p® 6 2 0
b® 4 2 0
b® 0 2 0
b® 0 0 0




, F(XP) =4%38+2%132+2%27 +5

Pierwsze rozwigzanie bazowe dopuszczalne X, él) = IZ 0 0
0 5 4
18 + 4 x 11 = 604 [wagonokilometrow]

Sprawdzenie optymalnosci:

38 132 125
Macierz kosztow zastgpczych: &;; = | 27 121 114

-76 18 11
0 0 -101
Macierz réznic: 1;; =| 0 =75 —15 |, zatem wprowadzamy nowg zmienng bazowg w celu poprawy
120 O 0

rozwigzania: x;3 (najwigkszy ujemny - minimalny element w macierzy réznic = -101).

Graf rozwigzania bazowego i procedura cechowania wierzchotkéw konturu {(1,3);(3,3);(3,2);(1,2)}

N 1 2 3

N\ +
1 (84— (2} t
\.w__./ o/
2 2)
3/"5"‘\" /4\
3 \ ,.,/‘; -“\_7 ,.-/"‘
+ -

Obliczenie wartosci zmodyfikowanych wierzchotkow dla nowego rozwigzania bazowego:

dla zmiennej wprowadzanej do bazy (ocechowanej na +): x;3 = (n’)l(lE% {x12,x33} = min{2,4} = 2
ij

dla pozostatych wierzchotkow ocechowanych na (+): x3, =5+2 =7

dla wierzchotkéw ocechowanychna (-): x1, =2 —-2=0,x33, =4 —-2 =2

Pozostate zmienne bazowe nie ulegaja zmianie.

Poniewaz dla x;, = 0, to usuwamy tg zmienna z bazy.

,F(X(P) = 604 — 2 101 = 402 [wagonokilometrow]

Powstaje nowe rozwigzanie bazowe X éz) = [2 0 0
0 7 2

Sprawdzenie optymalno$ci nowego rozwigzania:

38 31 24
Macierz kosztow zastgpczych: ¢;; = I27 20 13]
25 18 11
0 101 O
Macierz réznic: r;; = [ 0 26 86].
19 0 0

Poniewaz wszystkie roznice dla bazowych sa nieujemne, to jest to rozwigzanie optymalne.

Rozwigzanie ostateczne optymalne: x{; = 4; x{3 = 2; x3; = 2; x3, = 7; x33 = 2 — nalezy zatem ze stacji (1)
dokona¢ alokacji 4 pustych wagonow do stacji (3) oraz 2 pustych wagonéw do stacji (2), ze stacji (2) nalezy
przestac¢ 2 puste wagony do stacji (3) oraz ze stacji (5) 7 pustych wagonow do stacji (4) i 2 puste wagony do stacji
(7). Laczny minimalny wagonokilometraz pustych przebiegéw wyniesie F,,;,, = 402 [wagony*km].



Zadania do samodzielnego rozwiazania:

Zad. 1. W sktad pewnego przedsigbiorstwa wchodzi 6 zaktadow produkcyjnych. Rozprowadzanie surowcow

oraz wywoOz wyrobow gotowych odbywa si¢ przy wykorzystaniu taboru samochodowego. WielkoSci

przywozu i wywozu (wyrazone liczbg pelnych samochodéw) oraz odleglosci pomigdzy zaktadami (w km)
odano w tabeli:

Punkty 1 2 3 4 5 6 Wywoz
wytworcze

1 0 8 12 21 30 14 9

2 0 20 8 10 7 11

3 0 18 11 10 10

4 0 7 12 18

5 0 19 14

6 0 18
Przywoéz 1 18 17 9 14 7 80

5

Zbudowaé¢ model matematyczny, ktdry pozwoli ustali¢ plan przebiegu pustych cig¢zaréwek pomiedzy punktami
wytworczymi. Podaé¢ minimalny samochodokilometraz pustych przebiegow.

Zad. 2. Trzy skladnice surowcow wtornych: I, II, III dostarczaja te surowce do pigciu wykorzystujacych je
zaktadoéw produkcyjnych. W sktadnicach znajduje si¢ kolejno 500, 700 i 900 ton surowca. Zdolnosci przerobowe
zakladéw produkcyjnych wynosza: 400, 400, 700, 300 i 300 ton. W tabeli podano odlegloéci pomigdzy
sktadnicami a zaktadami produkcyjnymi (w km).

Zaktady produkcyjne

Skiadnice | Z1 | Z2 | Z3 | Z4 | Z5

I 130 | 250 | 330 | 170 | 400
I 290 | 190 | 400 | 260 | 160
I 150 | 350 | 240 | 190 | 210

Przy odlegtosci do 200 km transport surowcow odbywa si¢ samochodem (koszt 1 tonokilometra wynosi wowczas
1,2 zt). Jezeli odleglos¢ jest wigksza niz 200 km, korzysta si¢ z transportu kolejowego, a koszt 1 tonokilometra
wynosi wtedy 1 zt. Opracowac plan transportu surowcoéw wtornych ze sktadnic do zaktadéw przetwarzajacych
surowce, tak aby taczne koszty transportu byly mozliwie najnizsze.



