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J WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZACE
PROBLEMOW OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ

4. Przyklady nieliniowych probleméw decvzvjnych — zagadnienie wyboru
Srodkow przekazu reklamy.

Zalozmy, ze firma dysponuje pewng iloscia srodkow pienieznych na
reklame nowego produktu w srodkach masowego przekazu (do wyboru n —
czasopism, w ktorych mozna zamowi¢ reklame produktu).

Zasigg reklamy w danym czasopismie zalezy od:
» nakladu czasopisma:
» od tego ile razy zamieszczamy reklame w tym czasopismie.

Jezell reklame w danym czasopismie zamiescimy 8 razy to na pewno firma
dotrze do wiekszej liczby czytelnikow niz gdyby zamiescila reklame tylko
2 razy. Nie bedzie to jednak zasieg 4 — krotnie wigkszy (gdyz do niektorych
czytelnikow trafiamy z ta sama reklama kilkakrotnie). Zatem funkcja zasiggu
reklamy powinna byc funkcja rosnaca (w zaleznosci od liczby zamieszczen
reklamy), ale funkcja wklesla (pierwsza pochodna malejaca). Moze byc to dla
przykladu wklesta funkcja kwadratowa.
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Oznaczimy przez:
A — fundusz na reklame;
— koszt zamieszczenia jednej reklamy w j — tym czasopismie:
b; — minimalna liczba zamieszczen reklamy w j — tym czasopismie;
d; — maksymalna liczba zamieszczen reklamy w j — tym czasopismie:
X; — liczba zamieszczen reklamy w j — tym czasopismie:
Ji(x;) - zasigg reklamy (liczba czytelnikéw) w j — tym czasopismie, jezeli

dokonano w nim };j — Zamieszczen:

Ji(x;)=c;x; —i J,\ ; - analityczna postac zasiegu reklamy. gdzie: ¢ -

maksymalny zasieg w przypadku jednostkowej reklamy w j — tym czasopismie.
1; — tempo spadku przecigtnego zasiggu w przypadku powtorzen.
Zadanie decyzyjne:
Znalezc takie wartosci zmiennych x;. aby:
i
> Jf;(x;)— max
j=1
pl‘ET warunkach:

T‘a x; =4 (kosztyreklamy): b; =x; =d; (j=1....n) (liczba zamieszczen):
s

x; — calkowite.

TUwaga: zadanie to jest bardzo trudne do rozwiazania ze wzgledu na nieliniowsa
funkcje celu i calkowitoliczbowosc znnennych decyzyjnych. Jezeli pmlumem}!
warunek — calkowitoliczbowosci  staje sig  zadaniem — programowania
Kwadratowego 1 mozna je rozwiazac stosujac np. algorytm Beale’a (zob.
Ignasiak: Badania Operacyjne — str 166).
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Przyvklad - 2
Przedsiebiorstwo przemyslowe korzysta z dwoch rodzajow bocznic: wiasnej
1 dzierzawionej od PKP.
Koszty (w tys. zl) zwigzane z postojem wagonow na bocznicach wyraza
nastepujaca funkcja kosztow:
Sf(t,t,)=0,25¢7 +31, + 0,56, + 41,
gdzie:
t, - czas trwania wyladunku (w dniach) na bocznicy wlasnej,

t, - czas trwania wyladunku (w dniach) na bocznicy PKP.

Pociagi towarowe wozace surowce do przedsiebiorstwa maja w swym skladzie
100 wagonow.

Dzienna zdolnos¢ przeladunkowa bocznicy wlasnej wynosi 10 wagonow,
a bocznicy PKP 20 wagonow.

— Jak rozdzieli¢ wagony pomiedzy bocznice, aby koszt postojowego byl
mozliwie najnizszy ?

— Podackoszt postojowego przy optymalnymrozdzieleniu wagonow pomiedzy
obie bocznice.
Uwaga: zakladamy, ze z wyladowanych wagonow formuluje sie skiad, ktory
moze odejs¢ dopiero wtedy, gdy wszystkie wagony sa oproznione. Tym
samym postojowe liczy sie do momentu wyladunku ostatniego wagonu na
kazdej z bocznic.

— Ile dni wobec tego bedzie trwal wyladunek wagonow na bocznicy wlasnej
aile na PKP ?
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Matematyvczny model problemu decvzyjnego:

Zmienne decyzyjne: 7,1, =0
Funkcja celu: f(f,z,)=0,25¢ + 3¢, +0,5¢; +4t, —> min
Warunki ograniczajace:
10z, +20t, =100 < g(t,.1,) =1, + 21, =10
{fi =0,t,=0

Funkcja Lagrange'a:
F(t.t,,2)= f(i.,,) + A[10—1, - 2¢, | > min

Pochodne czastkowe z funkcji Lagrange'a wzgledem zmiennych decyzyjnych:

"\E -\L .-\L
L o10-1-26,, Z=05t+3-4 Lor+4-22
Y] " or,

Warunki konieczne istnienia ekstremum funkcji Lagrange'a:

oL

?ﬁ 10-1,-26,=0 [t =2

<%:0 10,5t +3-A=0<> 1, =4

(3‘1 +

t,+4-22=0 _4

oL : A
—0

kﬁfﬁ
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Warunki dostateczne istnienia ekstremum funkcji Lagrange'a:
Pochodne czastkowe drugiego rzedu wzgledem zmiennych decyzyjnych:

OL_2 (05t+3-2)=05
a

at; 1
D—{t‘:i(r1+4—2,1):1
c, o, -~
(?L_ = OL :i_(O,SIl+3—/1)=£_(IW+4—2}t)=0
or,ér, oror, o, or, -
%% _, % _,
at, ot
Hesjan obrzezony:
0O 1 2
|H|=|H,|=]1 0.5 0
2 0 1

Dla zadania na minimum z m =1 warunkami ograniczajacymi wymagane jest,
aby tylko jeden minor |H,|=|H| réowny wyznacznikowi gtownemu mial znak
taki jak (—1)" =-1<0.

Latwo sprawdzi¢ ze wartos¢ wyznacznika (obliczona np. stosujac rozwiniecie
Laplace'a wzgledem 1 wiersza wynosi):

0 1 2
1 050
2 0 1
=—1-(1-0)+2-(0-2-0,5)=-1-2=-3<0

0.5 0

1
H|=|H,|= =0-(—-D™ 1-(—D™
]-Jo ol e

0 1 0,5
+ 2 . (_1)1+3 _
1 2 0
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Przyklad - 3

Okresli¢ optymalne z punktu widzenia kosztow transportu wspotrzedne (X.Y)
dla lokalizacji magazynu zaopatrujacego w towar pieciu odbiorcow dla
przedstawionych ponizej danych modelowych.

Lokalizacje poszczegolnych odbiorcow: (x,,v,) (i=1.2.....5)

Numer Lokalizacja | Lokalizacja | Wielkos¢ zapotrzebowania
Odbiorcy | x; [km] yi [km] z
[w jednostkach towaru]

Lh| | I BRI =
| | =] ] kD
Ja| B = ]| Lh
= A | =] b2

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

(X.Y) — wspotrzedne lokalizacji magazynu.

z, - ilosciowe zapotrzebowanie poszczegdlnych odbiorcow na towar
(1=1.2,...,5),

d’ = |_(X — X, )2 +(¥Y -y, )2] - kwadrat odleglos¢ magazynu od i-tego
odbiorcy.

K =z- df = 0 - koszty dostaw towaru proporcjonalne do kwadratu odleglosci

I

oraz zapotrzebowania z, odbiorcow (nieujemne),

5 5
K= Zl: K, = Zl: z; d‘ - catkowity koszt dostaw towaru.
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Model matematyczny problemu decyzyjnego:

Zmienne decyzyjne:
(X.Y) — wspoétrzedne lokalizacji magazynu

Funkcja ceha:
j l 3
KX 1) =2z (X -x) +(r=») | >min
i=1

Uwaga:
brak warunkéw ograniczajacych (szukamy ekstremum bezwarunkowego)

Rozwiazanie:
K=2(X-2) +2(Y -5y +7(X —4)’ + 7(Y -3)" + 4(X —1) +4(¥ -1)" +

a 2

+9(X —3)" +9(¥ —2) +(X —3)' +(¥ —4)’ > min

Warunki konieczne:
xK
ax <:}{4(}:’2)+14(}’~:’4)+8(X1)+18(}‘£'3)+2(X3)—ID

%zo 4(Y—5)+14(Y—3)+8(Y—1)+18(Y—2]+2(Y—4):0
oY

x =%

{46}('_132@ 23

46Y =114 I :E
23
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Warunki wystarczajace:

Ok _ 9 (a6x-132)=46

ax? ax

0K _ 9 (467 ~114)=46

) Gl) 4

Ok _ 0K _ 9 (46x-132)=2 (467 -114)=0
eYeX &xey oy X

Warunkiem dostatecznym dla zadania na minimum jest, aby Hesjan drugich
pochodnych czastkowych byl dodatni.

Latwo sprawdzi¢, ze Hesjan:

0K OK |
X° orax| [46 O
H|=|H,|=| & oToX —46-46=2116 >0
PK FK | |0 46
| axoy  or




LINIOWE MODELE
OPTYMALIZACJI
DYSKRETNEJ



d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
wprowadzenie w tematyke zagadnien

Istnieje bardzo wiele sytuacji decyzyjnych, ktérych nie mozemy opisac
uzywajac tylko wylacznie zmiennych ciaglych.
Wynika to z niecigglosci  pewnych rozwazanych  procesow
ekonomicznych:
e pracownika mozna przydzielic tylko do jednego z kilku dostgpnych
stanowisk pracy:
e projekt inwestycyjny bedzie przyjmowany do realizacji lub nie:
o zaklad produkcyjny bedzie lokalizowany w jednym z mozliwych punktow
lokalizacji lub tez nie;

We wszystkich przytoczonych sytuacjach decyzyjnych wymagamy. aby
wszystkie (lub cho¢ jedna zmienna decyzyjna). sposrod tych ktore mamy
wyznaczy¢ przyjmowaly wartosci tzw. dyskrefne (np. ze zbioru liczb
catkowitych: x € Z . lub ze zbioru liczb binarnych: x € {0.1} ).

Zagadnienia decyzyjne. w ktorych przynajmniej jedna zmienna decyzyjna
przyjmuje wartosci dyskretne nazywamy — dyskreftnym zagadnieniem
decyzyjnym. a ich matematyczne modele — dyskreftnym zadaniem decyzyjnym
(DZD).

11
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wprowadzenie w tematyke zagadnien

Interesowac nas beda obecnie tylko takie dyskretne problemy decyzyjne,

w ktorych zaréwno funkcja celu jak 1 warunki ograniczajace sa postact liniowe;
— zadania programowania dyskretnego - liniowego (PDL). Wsrod tego typu
zadan wyroznia sig trzy podstawowe grupy:

zadania programowania calkowitoliczbowego - liniowego (PCL)
zadania programowania binarnego — liniowego (PBL)
zadania programowania mieszanego — liniowego (PML)

12



d Linlowe Modele Optymalizacji Dyskretne] -
wprowadzenie w tematyke zagadnien

Zbior rozwiazan dopuszczalnych D7 zadania programowania
dyskretnego — liniowego jest zawsze zbiorem niespomnym (np. dla zadania
programowania calkowitoliczbowego z dwoma zmiennymi - bedzie to zbior
punktow o wspolrzednych calkowitych znajdujacych sie w pewnym wieloboku).
Nieciaglos¢ zmiennych decyzyjnych powoduje, ze zadama tego typu sa
trudniejsze do rozwiazania. niz zwykle zadania programowania liniowego.

F

> 13
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przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

« Zagadnienie optymalnego przydzialu

Istnieje mozliwos¢ obsadzenia ,.n” — stanowisk roboczych (1 = 1.2....n) przez
.7 — 0s6b (pracownikow) (3 = 1.2....n). Znane sa efekty pracy j — tego
robotnika na 1 — tym stanowisku pracy (macierz efektow pracy -
H: = [“}__;']r__;'=1_2.....n )-

Efekty te moga by¢ oceniane pozytywnie (wydajnosc pracy. wartos¢ produkcji
w przeliczeniu na jednostke czasu) lub negatywnie (liczba brakow. czas
wykonama pracy. koszty zwigzane z praca).

Nalezy dokonac takiego przydzialu pracownikow do poszczegolnych stanowisk
pracy, tak aby zminimalizowa¢ negatywne lub zmaksymalizowac pozytywne
efekty pracy dla calego zespotu (zakladu pracy).

Zaklada sie ponadto, ze kazde stanowisko pracy moze byc¢ obsadzone tylko
przez jednego pracownika. a tym samym kazdy pracownik moze pracowac tylko
na jednym stanowisku.

Oznaczenia:
_ _— 1A . . )
Oznaczmy przez l;-__;— = [.TI._J.]I.__J. =1.2.....n - maclerz zmiennych decyzyjnych.

ktora jest postaci:
{1. gdy j- ty pracownik jest przydzielony do1 - tego stanowiska

X, ,
" 0, w przeciwnym wypadku
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Model matematyczny:
Problem ten mozna przedstawi¢ za pomocg nastepujacego liniowego zadania
programowania binarnego (PBL):

(funkcja celu)

" n
f(x, ;)= > w, X, ; — max(min)

i=1j=1

(warunki ograniczajace)
M
X, =L i=12...n
=1

(kazde stanowisko jest obsadzone tylko przez 1 pracownika)

Yx, =L j=12..n
i=1

(kazdy pracownik jest przydzielony tylko do 1 stanowiska)

L
X, = {0 1. ]=1.2...1.

15



d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

Kazde rozwiazanie bazowe dopuszczalne (tym samym optymalne) to macierze
postaci (dla n=5):

- —

O1 0 0O
0O 0 0 0 1
X=(0 0 01 O
1 0 0 0O
O 01 0O

(w kazdym wierszu oraz w l{azd:sj kolumnie jest _rylkn jedna jedynka).

Zadanie optymalnego przydzialu, mimo ze jest klasycznym problemem
programowania dyskretnego., to moze by¢ rozwigzane metodami
programowania liniowego — algoryvtmem simpleks (co jest bardzo
pracochlonne). Istnieje jednak  stosunkowo prosty 1 skuteczny algorytm
postgpowania — algorytm wegierski (oparty na twierdzeniu wegierskiego
matematyka - Denesa Koniga), ktory mozna zastosowac do rozwiazywania
zadan optymalnego przydziahu.

16
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Zagadnienie rozwozki:

Czesto mamy do czynienia z sytuacjg, gdy pewien jednorodny produkt musi
zosta¢ przewieziony od producenta do wielu jego odbiorcéw. Dla przykiadu z
cukrowni rozwozi sie wyprodukowany cukier, z mleczarni np. masto i mleko, z
browaru piwo itd.

Niekiedy mamy sytuacje odwrotna, zwlaszcza w przemysle spozywezym
zakupiony surowiec od wielu jego producentoéw (np. mleko) nalezy przewiezé
do zakladu (np. zakladow mleczarskich) w ktorym odbywa si¢ dalsza jego
przerdbka.

Tego typu zagadnienia nazywaja si¢ ogoélnie zagadnieniami rozwozkowo-
przywozowymi. Dla uproszczenia w dalszym ciggu bedziemy rozwazaé tylko
zagadnienie rozwozki.
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Zaktadamy, ze dane sa:

- baza bedaca miejscem produkcji jednorodnego towaru oraz postoju parku
transportowego:

- dana jest liczba pojazdow o jednakowej tadownosci;
- znamy popyt kazdego odbiorcy;

- oraz macierz odleglosci (lub kosztu przewozu, czasu przewozu) pomigdzy
wszystkimi punktami odbioru;

- popyt kazdego odbiorcy jest mniejszy od tadownosci pojazdéw, a laczne
zapotrzebowanie wszystkich punktéw odbioru jest mniejsze od ladownosci
calego parku transportowego;

- towar jest dostarczany do odbiorcy w okresie planowanym (w dniu, tygodniu)
przez jeden pojazd.

Nalezy ustali¢ taki zbiér marszrut (trasg¢ dostaw towaru) aby:
1. popyt kazdego odbiorcy byl zrealizowany przez jeden pojazd.
2. tadownos$¢ kazdego pojazdu nie byla przekroczona

3. dlugos¢ wszystkich marszrut byla minimalna

18
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Wprowadzamy oznaczenia:

n - liczba odbiorcow towaru (punktéw odbioru)

P - zbior indeksoéw wszystkich punktéw odbioru P ={1.2,....n}

P - zbiér indekséw wszystkich punktow odbioru i dostawy P = {0,1,2,...n}
m - liczba pojazdow

V' - zbidr wszystkich polaczen pomigdzy punktami (mozliwych marszrut)
V={{i.jy:i.je Prni= j}

w - jednakowa tadownos¢ wszystkich pojazdow

b, - popyt j-tego odbiorcy

¢, - odleglos¢ od punktu 7 do punktu ; (dlugos¢ trasy <f,j>)

Zgodnie z przyjetymi zalozeniami dane te musza speinia¢ warunki:

M
be <m-woraz b <w,jeP
4

j=1

Dla kazdego pojazdu wyznaczamy jedng marszrute (lgcznie bedzie ich m).

19
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Przyvjmiemy nastepujace zmienne decviyjne:

x, - 1los¢ towaru (dobra) przewozona na trasie (z’, j)

_ |1, gdy pojazd pokonuje trase (i,j)
"o, w przypadku przeciwnym

Zadanie decyzyjne (PML) bedzie mialo posta¢: Znalezé¢ takie wartosci

zmiennych x, oraz y,, aby:
Funkcja celu: ZC” y; — min

(i,j)ev
przy warunkach ograniczajgcych:

(1) ZJ”-&" =1, dla(je P)

ieP

@ Yy, =1 dla(jeP)

ieP

warunki (1) i (2) oznaczaja, ze dla kazdego odbiorcy wjezdza i z kazdego
wyjezdza jeden pojazd
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przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

(3) ZJ”;‘D = m

el
4) Zyur ~m
ieP

warunki (3) i (4) wymuszaja, aby z bazy wyjechalo i do niej wroécito dokladnie

m - pojazdoéw

(5) Zx{,-' _ZXJ-'f :bJ-': (JeP)
ieP ieP
warunek (5) oznacza, ze w kazdym punkcie zostawiamy tyle ile wynosi jego

popyt

6) > %, =8,

JjeP JjeP

warunck (6) pozwala wywiez¢ z bazy tyle towaru ile wynosi taczny popyt
odbiorcow

21
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(7) x, <w-y,, ((L.j)eV)

warunek (7) zapewnia, ze na kazdej trasie przewieziemy towaru nie wiecej niz
wynosi tadownosé pojazdu. Jesli danej trasy pojazd nie pokonuje, to przewoéz
towaru na tej trasie jest zerowy.

(8) x, 20, ({(i.j}eV)

9) yye{0.1}, ((i.j)eV)

Zadanie rozwoézki jest zadaniem o duzych wymiarach.
liczba zmiennych, to: L(z) =2n(n+1)

liczba warunkow: L(w)=3n+n(n+1)+3

Dla n=30 odbiorcéw mamy 8450 zmiennych i 483 warunki.
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Zagadnienie komiwojaiera - klasyczny problem optymalizacji dyskretnej

Komiwojazer (dawny sprzedawca objezdzajacy domy 1 oferujacy produkty)
wyrusza z pewnego miasta (z bazy), ma odwiedzi¢ kilka miejscowosci i wrocic¢
do punktu startu. kazde z miast moze by¢ odwiedzone tylko raz i w dowolne;j
kolejnosci.

Dany jest zbiér miast (i=1.2.....n) oraz nieujemna, kwadratowa macierz
odleglosci (kosztu lub czasu przejazdu) C‘:[c{.’,.]le,...,ngj:1,...,1'1'. Nalezy
znalez¢ taka droge zamknieta, przechodzaca przez wszystkie miejscowosci,

ktora jest minimalna.

Droga zamknigta jest zwana dalej marszruta i sktada si¢ z n odcinkéw, ktore

bedziemy nazywac trasami. Poniewaz marszruta nie moze zawierac¢ trasy (1;1'),
wiec przyjmujemy, ze c¢,=c0 dla i=1,2,..n. Laczna liczba marszrut w
problemie komiwojazera jest réwna (n7—1)!. Dla n=10 mamy 9!=362800

roznych rozwigzan. Przeglad zupelny zbioru rozwigzan w celu znalezienia
optymalnego jest efektywny tylko dla matych n(n<8).
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Oznacimy przez:

V= {{i,j>: i# jii,J= 1,2,...,?1} - niech bedzie zbiorem wszystkich mozliwych
fras

Zmienne decyzyjne:

- zmienna binarna

. T

ij

|1, gdy marszruta zawiera trasg <z',j>
o, w przypadku przeciwnym

z, - zmienna calkowita, ktéra kazdemu miastu j-temu przyporzadkowuje ceche

- kolejnos¢ odwiedzenia tego miasta (przy zatozeni ze dla punktu startu - bazy
z, =0)

Jezeli n=5 miast oraz j;=1 (miasto o numerze 1-baza), to przykladowa
marszruta moze by¢ postaci: (1,4,5,3,2.1), a zmienne kolejnosci odwiedzen:
z,=0,z, =1z, =2z, =3,z,=4 (oczywiscie miasto startu posiadajace ceche

z, =0 nie moze mie¢ drugiej cechy rownej 5)




d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

Problem komiwojazera sprowadza si¢ do nastepujacego zadania decyzyjnego

(PML):
Wyznaczy¢ takie wartosci zmiennych: x, oraz z, aby:
funkcja celu: Z €, X, —> min

{i.j%el

przy warunkach ograniczajacych:

(1) > x;=1dla(j=12,..,n)
i=1

(2) Z.r&,. =1, dla(i=12,....n)
J=l

warunki (1) i (2) oznaczaja, ze komiwojazer przez kazdy punkt przejezdza tylko
jeden raz
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d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

(3) z, —z,+nx;<n-l, dla(i=12,...,m j=23,...n i # J)

niestety (1) i (2) nie gwarantuja, ze z wybranych » tras tworzymy tylko jedna
marszrute zamknigtg. Warunek (3) wyklucza mozliwos¢ powstawania tzw.
podceykli w tworzonej marszrucie.

z,20,z,€C, (j=12,....n)

X; E{O,l}, ((i,j)e T/)

Zadanie komiwojazera jest zadaniem o duzych rozmiarach.
Liczba zmiennych to: L(z)=n+n(n—1)=n’
Liczba warunkéw to: L(w)=2n+n(n-1)—(n-1)=2n+(n-1)°

Dla n=10 mamy 100 zmiennych oraz 101 warunkow.
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MAKSYMALIZACJA
PRZEPLYWU SIECIOWEGO
ALGORYTM: FORDA - FULKERSONA
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1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Bardzo wazng z punktu widzenia zastosowan praktycznych grupe
zagadnien sieciowych, stanowig zagadnienia dotyczace optymalizacji
(maksymalizacji) przeplywu sieciowego w sieciach transportowych typu Forda
— Fulkersona (nazwa pochodzi od nazwisk tworcow algorytmu
optymalizacyjnego rozwiazujacego tego typu zagadnienia).

Bedziemy rozwazac zagadnienie sterowania przeplywem jednorodnego
produktu od dostawcy (dostawcow) poprzez punkty posrednie, az do odbiorcy
(odbiorcow).

Tego typu zagadnienia sa bardzo czesto spotykane w praktyce:

»  wysylka gotowego produktu z fabryki do hurtowni, a pozniej do sklepow:

" przeplyw pradu z elektrowni po liniach wysokiego napiecia do stacji
transformatorowych, a pozniej przez linie sredniego 1 niskiego napigcia do
odbiorcow finalnych:

Powiazania pomiedzy dostawcami, punktami posrednimi a odbiorcami
wygodnie jest przedstawiac w postaci pewne] sieci transportowej, ktora posiada

nastepujace wilasnosci.
28




1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Charaktervstvcezne cechy sieci Forda — Fulkersona:

Wystepujace we wzorach symbole oznaczaja odpowiednio: ‘V| - ilos¢

elementéw zbioru V, &§:7* — {01} - jest funkcja incydencji (polaczenia) za
pomoca ktore; okreslany jest zbior lukow U w grafie G. Zbidr ten jest
definiowany nastepujaco:
U= {u:u :<1'a,,1'ﬁ.> AV Vg EV AND,, = J(vg,vﬁ) = 1}.

(i) V=V,ulVu..uV, uVmH.\VG\ =V, 4

Wierzcholki sieci nalezace do zbioru V sa rozbite na warstwy. ktore
zawieraja nie mniej niz dwa wierzcholki (za wyjatkiem warstwy
pierwsze] oraz ostatnie] — w ktorych znajduje sie po jednym wierzcholku
— tzw. wezel wejscia i wyjscia).

(1) Jezeli 5,5 =6(v,.vg)=1nv, €V (j=0L...m)=v; eV ,.

:]..r"\

VI‘ =1ij=12....mmz=2

Polaczenie lukiem dwoch dowolnych wierzcholkéow sieci jest mozliwe
tylko pomigdzy wierzcholkami nalezacymu do dwdéch sasiadujacych
warstw (poczatek luku — warstwa poprzednia, koniec huku warstwa
nastepna).

29



1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

(iil) Jezeli [ra eV, v, eV, xx(j:fvj-:::fvj—f::-l]]:vci'ﬁﬁ =0.
Nie jest mozliwe polaczenie lukiem dwoch wierzcholkow nalezacych do
te] same] warstwy, lub gdy wierzcholek koncowy (luku) nalezy do
warstwy wczesniejszej, lub gdy wierzcholek koncowy nalezy do kolejne,
ale nie bezposrednio nastepne] warstwy.

(1v) v L Y8 =8, ve)ZIn Y S =0(ve.vy) 2.

j=1,2,...,m:vﬁE]’-’j| voel v el '
| Ye =t -l A= i+

Istnieje co najmmniej jeden hik laczacy dowolny wierzcholek dangj

warstwy (poza warstwa pierwsza 1 ostatnia) z pewnym wierzcholkiem

warstwy nastgpnej oraz analogicznie co najmniej jeden lhuk laczacy

pewien wierzcholek warstwy poprzednie) z rozwazanym wierzcholkiem

te] warstwy).
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1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Zbior hukow U moze mie¢ w praktyce bardzo roznorodng interpretacje.
Fuki mozemy na przyvklad uwazac¢ jako skierowane drogi, kanaly (polaczen
informatycznych). linie energetyczne lub technologiczne, trasy zaopatrzen (trasy
fransportowe). a takze jako relacje Iub pewne zaleznosci finansowe,
administracyjne. strukturalne Iub organizacyjne.

Na zbiorze hukow okreslamy dwie funlkcje:

= funkcja ¢:¥P? — R™, ktéra okreéla przepustowoié poszczegdlnych hikow
w sieci typu Forda — Fulkersona (uwaga: funkcja C na zbiorze: V° —U
przyjmuje zawsze wartosc zero):

= funkcja x:07 — R”. ktora okreéla aktualny przeplvw x; ; po hukach (7. j)
zgodnie z ich orientacja:

Poniewaz wartosci funkcji C dla poszczegolnych elementow ze zbioru
hikéw ,.U” mozemy uzalezni¢ od dwoch indeksow: Clu = {x. 8) = U)= C g -
gdzie alfa — indeks wierzcholka poczatkowego. zas beta — indeks wierzcholka
koncowego luku, to wartosci funkcji C tworza macierz kwadratowa zwana
macierza przepustowosci postaci:

C = C g J&.:ﬁ-=1:2:...=n

Sie¢ (transportowa) w sensie Forda — Fulkersona jest grafem 31
&= {P"- L. c. :r} z funkcjami obcigzajacymi huki. spelniajacym warunki (1)-(1iv).




1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Wrykorzvstanie sieci tvpu Forda — Fulkersona do problemu optvmalizacji
PrZewozow w sieci transportowej:

Rozwazmy dla przykladu zadanie optymalizacyjne efektywnosci
transportu przez pewna firme spedyveyjna - polegajace na przetransportowaniu
jak mnajwigksze] ilosci towarow od wierzcholka wejsciowego (W naszym
przykladzie wierzcholek 1, - nadawca towarow) sieci transportowe] G do jej
wierzcholka wyjsciowego (w przykladzie v, - odbiorca towarow) po
skierowanych hikach (kanalach spedycyjnych) przy uwzglednieniun ograniczen
na ich przepustowosé (ograniczenia ladownosci posiadanych sSrodkow
transportowych).

Graficzna interpretacja zadania:
Rozwazana sie¢ transportowa w sensie Forda - Fulkersona przedstawia sig
nastepujaco:

V, = {1}.V, = {23.4}.V, = {5.6}.V, = {7}.

Pomiedzy warstwainai siecl G zachodzi oczywista rownosg¢:
V=V,uwulLuwul, ;.

Luki generuje macierz incydencji [ctiaﬁ Ja perr® gdzie poszczegodlne jej

skladowe sa postaci:
O =0;3=0,=1. S,5=0,=1, &;=1, O6,5=,=1, &6,;,=1, &;;=1, a na 32

57
pozostalych parach wierzcholkéw (wezléw) zachodzi: 5, = 0.




1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Maksymalna ladowno$é srodkéw transportowych na poszczegélnych

etapach transportu (zgodnie z macierza incydencji) podaje tabela:
Kanal transportowy | Maksymalna ladownos¢

(i, ]) C; (w tonach)
(12) 100
(13) 80
(1,4) 80
(2.5) 150
(2.6) 50
(3.5) 100
(4.5) 20
(4.6) 40
(5.7) 150
(6,7) 100

Rysunek przedstawia graficzna interpretacje zadania za pomoca siecl
transportowe] Forda — Fulkersona.

Graf ten jest siecia z przepustowosciami c,; naniesionymi na luki

zgodnie z danymu zaczerpnmigtymi z  tabeli. W mnawiasach okraglych 33
przedstawiony jest aktualny transport (x, > 0) przez dany kanal transportowy




1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

(obecnie wszedzie 0). Aktualny strumien przeplvwu (liczony jako suma

> x;; wynosi 0).
iel7

Strumien przeptywu
0=0

Aby najlepiej zrealizowac swoj cel firma spedycyjna rozwiazuje zadanie
transportowe algorytmem Forda — Fulkersona — opublikowanym w pracy: 34
Ford L. R., Fulkerson D. R., Przeplyvwy w sieciach, PWN, W-wa, 1969.




1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

W algorytmie tym poszukuje sie tzw. strumienia maksymalnego @

okreslajacego jaka maksymalna ilos¢ towarow z wezla poczatkowego mozemy
lukami (drogami dystrybucji) przetransportowa¢ do wezla koncowego nie
przekraczajac jednoczesnie przepustowosci (dopuszczalne] ladownosci) na
poszczegolnych hukach sieci.

max

Idea algorvtmu jest nastepujaca:

Najpierw poszukuje sie jakiegokolwiek dopuszczalnego strumienia @
przeplywu (spelniajacego tzw. Prawo Kirchoffa dla sieci), taki strumien
poczatkowy zawsze istnieje (w najgorszym wypadku jest to strumien zerowy).
W dalszych krokach algorytmu strumien ten odpowiednio sig¢ poprawia,
nasycajac kolejne tuki, tak aby uzyskac¢ wreszcie wartos¢ maksymalna.

W sieci forda — fulkersona dla kazdego wierzcholka grafu zachowane jest
tzw. I prawo Kirchoffa dla przeplywu (odpowiednik prawa Kirchoffa dla
pradu elektrycznego): Sumaryczny wplyw do kazdego wierzcholka sieci za
wyjatkiem  wierzcholka wejsSciowego i wyjSciowego jest rowny
sumarycznemu wyplywowi z tego wezla (wplyw bilansuje wyplyw).

Zatem dla kazdego jeV —{lL.n} zachodzi D x,, = > x, .

—_ + 35
IF_T'J- FrEfj-




1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Powiemy. ze luk {r‘. j} jest masycony. jesli jego przepustowosc jest
calkowicie wykorzystana (realizacja dystrybucji towarow wymaga na tym etapie
wykorzystania transportu o maksymalnie dostepnej ladownosci). tzn. x, . =, ..

Schemat algorvtmu Forda — Fulkersona:

[ Start } Krok 1 — '».I.ryzuaczen_ie jakjegokolwiek
poczatkowego  strumienia  przeplywu
(spelniajacego prawo Kirchoffa).

Krok 2 — sprawdzenie warunku czy
wyznaczony strumien przeplywu jest
maksymalny (wykorzystanie procedury
cechowania wierzcholkow — kryterinm
max przeplywu).

Krok 3 — polepszenie wartosci strumienia
poprzez lepsze nasycenie jego lukow.

36




1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Realizacja kroku 1:

W kroku tym staramy si¢ wyznaczy¢ jakikolwiek strumien poczatkowy.
Poczatkowg dystrybucje towarow (przy najgorszym zerowym strumieniu
przeplywu) przedstawia rysunek.

0=0

37




1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Realizacja kroku 2:

Aby zbada¢ czy strumien zupelny jest maksymalny nalezy zastosowac
procedurg  cechowamia  wierzcholkéw  zaproponowana  przez Forda
i Fulkersona.

Cechowanie wierzcholkow zawsze zaczynamy od wierzcholka wejsciowego v,
ktoremu nadajemy ceche (—.o0). Wierzcholek ten staje si¢ ocechowany ale

niezbadany.

Nastepnie bierzemy pod uwage kolejny wierzcholek ocechowany, ale jeszcze
niezbadany 1 rozpatryjemy wszystkie wierzcholki nieocechowane do niego
sasiednie (tzn. z niego wychodzace lub do niego wchodzace) 1 staramy sie je
ocechowac zgodnie z procedurs:

Oznaczenia: j — numer wierzcholka ocechowanego badanego. 1 - numer
wierzcholka, ktory cechuyjemy.
- Jezeli (j.[)eU oraz x,, <c,; (nie jest to luk maksymalnie nasycony), to

wierzcholkowi: 1 - nadajemy ceche (j.& =min{e,.c,, —x,,}.
« Jezeli (/.j)eU oraz x;; > 0 (istnieje juz jakis przeplyw przez ten luk). to
wierzcholkowi: 1 - nadajemy ceche (j,—&, =min{e . x; }.

Wierzcholek: j - badany staje si¢ wtedy ocechowany i zbadany. Przechodzimy
do kolejnego wierzcholka ocechowanego 1 mniezbadanego 1 procedure 38
cechowania powtarzamy. az uda si¢ ocechowac wierzcholek wyjsciowy (v, ).




1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Krvterium optvmalnosci (maksvmalnosci) strumienia przeplvwu:
Aktualny strumien przeplywu jest maksyvmalny, jezeli stosujac procedure
cechowania wierzcholkow nie da si¢ ocechowac wezla wyjscia.

Stoswjac  procedure cechowania wierzcholkéw do mnaszego przyvkladu
otrzymujemy:

(5,100)

Strumien przeptywu
o=0

39



1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Mozliwe bylo ocechowanie wierzcholka wyjsciowego zatem (co bylo do
przewidzenia) strumien zerowy nie jest maksymalny.

Realizacja kroku 3:

Procedura cechowania wierzcholkow podaje ponadto o ile mozemy poprawic
wartos¢ aktualnego strumienia. Mowi o tym wartos¢: &, =100 przypisana
wierzcholkowi wyjscia. Pierwsze skladowe cech podaja nam rowniez Sciezke
zwiekszajaca ten przeplyw: 1 -2 -5 - 7.

(1,100)

Strumien przeptywu
=100

40




1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Ponownie powracamy do kroku 2 (sprawdzajac czy strumuen aktualny
¢ =100) jest maksymalny, itd. Kolejne etapy przebiegu algorvtmu dla naszego
przykladu przedstawiaja ponizsze rysunki.

(5, —80)

Strumien przeptywu
d=100

Sciezka zwiekszajaca przeplyw o 50 jest postaci: 1 -3 —5—7. a1




1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

3
g 0

Strumien przeptywu
=150

SciezKa zwiekszajaca przeplyw o 40 jest postaci: 1 -4 — 6 — 7.
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maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Strumien przeptywu
=190

Sciezka zwiekszajaca przeplyw o 30 jest postaci: 1 -3 -5-2-6-7.
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maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Strumien przeptywu
=220

(poprzednia dystrybucja)

SciezKka zwiekszajaca przeplyw o 20 jestpostaci: 1 -4 -5-2-6-7.

44



1 PROGRAMOWANIE SIECIOWE : algorytm
maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Otrzymany strumien przeplywu jest zarazem strumieniem maksymalnym
O =240=®___. gdyz nie jest mozliwe zgodnie z kryterium optymalnosci
strumienia - stosujac  procedure cechowania oznaczenie wierzcholka
WY]SCIOWEego v, . 45
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maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

W ostatnim kroku algorytmu otrzymalismy rozbicie zbioru wierzcholkow
V sieci na dwa zbiory: wierzcholkéw ocechowanych: 79 = {1.4} - zawierajacy
zawsze  wierzcholek  wejscia 1 wierzcholkow  nieocechowanyvch:
VY ={2.3.5.6.7) - zawierajacy zawsze wierzcholek wyjscia.

Zauwazmy, ze wszystkie luki prowadzace do wierzcholkow, ktérych nie
mozna ocechowac sa nasycone.

® Przekrojem S w sieci G nazywamy zbior lukow: {(f._ )eU:ieP' AjeP? }
gdzie zbiory P'.P® spelniaja nastepujace warunki: P' P’ =,
P'UP'=V: 1€ P'.ne P’ oraz dla kazdego (i, j)eU zachodzi: i.je P’
lub i. je P* albo ie P'. j e P*.
Jest to kazdy minimalny zbior lukow. ktorych usunigcie spowoduje utrate
spojnosci sieci (nie bedzie istnie¢ sciezka prowadzaca od v, do v, ).
Do kazdej sciezki (v; —v,) musi istnie¢ co najmniej jeden z lukow
przekroju:

46
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* Liczbe w=w(S)= > x, ,réwng sumie przepustowosci lukéw przekroju
(i./1=%
nazywamy przepustowoscia przekroju:

- - - " - . * L] L] L
* Przekrojem minimalnym bedziemy nazywaé przekroj] S o minimalnej
przepustowosci ¥, . Jest to przekro; generowany przez zbior V. czyli

przekroj postaci: {(i. NeU:ievlnjev?” }

47
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maksymalnego przeptywu Forda - Fulkersona

Twierdzenie Forda - Fulkersona:
O =¥

Max min

Wartos¢ maksymalnego przeplvwu w sieci rowna sie wartosci minimalnego
jej przekroju.

W naszvim przvkladzie mamy:
@, .. =150+4+90=240 ton

(liczone na tukach wchodzacych do v, )

Przepustowos¢ przekroju na lukach wchodzacych do 7" ={2.3.5.6.7}
ma wartosc: ‘¥, =100+ 80+ 20+ 40 =240 ton

Zatem z twierdzenia Forda — Fulkersona mamy: @ __ =% . =240.
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WIELOKRYTERIALNE
ZAGADNIENIA
OPTYMALIZACYJNE



Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN
WIELOKRYTERIALNYCH

Podstawowe pojecia

Zjawisko zlozone — pewien abstrakcyjny twor zwiazany ze
stanem jakosciowym rzeczywistych obiektow opisany przez co
najmniej dwie cechy (diagnostyczne).

Przykladowe zjawiska zlozone:

¢ poziom rozwoju spoleczno-gospodarczego,

e atrakcyjnosc rynkowa produktow,

¢ konkurencyjnosc¢ techniczno-ekonomiczna wyrobow,

¢ jakosc Kadry zarzadzajacej, itp.

Porownanie roznych obiektow w zakresie zjawisk zlozonych
umozliwia konstrukcja ich rankingu.




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN
WIELOKRYTERIALNYCH

Ranking obiektow — wuklad, w Kktorym obiekty sa
uporzadkowane nierosnaco ze wzgledu na wartosci zmiennej
syntetycznej (agregatowej).

Zmienna agregatowa — charakteryzuje obiekty ze wzgledu na
oceniane zjawisko zlozone; powstaje w wyniku agregacji
(najczesciej sumowania) unormowanych zmiennych diagnosty-
cznych.

Unormowane zmienne diagnostyczne — powstaja w wyniku
przeksztalcenia (unormowania) oryginalnych cech
diagnostycznych (pozbawienie mian, porownywalnos¢ rzedu
wielkosci).




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN
WIELOKRYTERIALNYCH

Przyklad: Budowa rankingu obiektow. Agregacja Kryteriow
decyzyjnych przy pomocy metody unitarvzacji zerowej (MUZ).

Mozliwych jest S roznych wariantow budowy pewnego zakladu
produkcyjnego. Warianty te zostaly scharakteryzowane za
pomoca czterech cech:

X — Koszt inwestycji [tys. zl],

X; — docelowa roczna zdolnos¢ produkceyjna [tys. sztuk],

X3 — czas wykonania zadania inwestycyjnego [miesiace],

X4— przewidywany roczny poziom emisji zanieczyszczen
ze zrealizowanego obiektu [tony].




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN

WIELOKRYTERIALNYCH

Oszacowane wartosci wymienionych charakterystyk warian-
tow przedsiewziecia podano w tabeli.

Zbudowac ranking wariantow (wybrac najlepszy wariant).

Warianty Cechy (zmienne diagnostyczne)

X| X, X3 Xy
Wi 253 18,3 24 13,1
W2 178 16,8 18 12,2
W3 244 24,6 26 18,4
W4 174 16,4 25 15,8
W35 196 17,7 20 16,7
max X;; 253 24,6 26 18,4
min X 174 16,4 18 12,2




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN
WIELOKRYTERIALNYCH

Rozwiazanie:
1. Rozpoznanie typu zmiennych diagnostycznych.

Stymulanta — wieksze wartosci wskazuja na bardziej Korzystny
wariant.

Destymulanta — mniejsze wartosci oznaczaja bardziej
Korzystny wariant.

Nominanta — ma okreslona, najkorzystniejsza wartosc
(nominalna) lub przedzial takich wartosci.

Stymulanta: X, Destymulanty: X, X3, X4

Nominant - brak
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Dla stymulant:

— {

2. Normowanie zmiennych diagnostycznych (MUZ).

Z; —unormowana j-ta zmienna diagnostyczna.
Zij — i-ta wartos¢ unormowanej j-ej zmiennej diagnostycznej.

I} _ B .
IIlle .;’C_U- mf_m .}Cy

Dla destymulant:

mMax x; — X
.. = z

)

I'II;EIX JCU- — I"IlflIl .}Cy-

(D

(2)




Prowadzacy: dr Tomasz Pisula

O BUDOWA RANKINGU OBIEKTOW W SWIETLE OCEN
WIELOKRYTERIALNYCH

Dla nominant:

[ x

d d <
Cr: — MINX;,; sy S ey
1j ; ij
zg =11, gdy ¢ =x5 = oy, 3)
, gdy Xj; > Cajs
LCzj — maXJCU
I

gdzie: [¢yi, C2i] — przedzial wartosci nominalnych
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Normowanie zmiennej X; — destymulanty (wzor 2). Podobnie
normujemy zmienne X;, X,

253-253 0
- 253-174 79
253-178 75
221 = =
253-174 79
253-244 9
- 253-174 79
253-174 79
241 = = :]_
253-174 79
 253-196 57
- 253-174 79

211 5

~ 0,949;

~0,114;

Z31

2

=0,722.

Z5]
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Normowanie zmiennej X, — stymulanty (wzor 1)

18.3—-16.4 19
212 —0:232;
24.6 —16, 4 8.2

16,8—16, 4 0.4
222 2 — 0:049;
24.6 — 16, 4 3.2

24,6 -16,4 8,2

]_‘.'

B27 546164 82
16,4 16,4 0

Zay = =03
246164 8.2

177-16.4 13
252 —0,159+
24.6 — 1606, 4 3.2
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Wryniki normowania przedstawione sa w tabeli.

Unormowane zmienne

Warianty diagnostyczne Q;
7/, /s /s /4
W1 0 0,232 | 0,250 | 0,855 | 1,337
W2 0,949 | 0,049 | 1 1 2,998
W3 0,114 | 1 0 0 1,114
W4 1 0 0,125 | 0,419 | 1,544
W5 0,722 | 0,159 | 0,750 | 0,274 | 1,905
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3. Obliczenie wartosci zmiennej agregatowej (syntetycznej)
dla kazdego obiektu (wariantu) i budowa rankingu obiektow.

(Q — zmienna agregatowa (syntetyczna), bedaca laczna
wielokryterialna ocena kazdego z obiektow.

Q; — wartos¢ zmiennej agregatowej przypisana i-temu
obiektowi.

Qi = 27j C)
j
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Ranking wariantow budowy:

Miejsce Wariant Qi
w rankingu
1 W, 2,998
2 Wi 1,905
3 W, 1,544
4 W, 1,337
5 W; 1,114

Najlepszym wariantem jest W,.




