Wybrane metody planowania sieciowego
w warunkach niepewnosci i ryzyka — metoda PERT

Literatura:
- Badania operacyjne w przykladach i zadaniach (K. Kukula red.) — rozdziat 5.3, str. 187
- Materialy (PDF) z wykladu

Przyklad. Dla wykonania pewnego projektu logistycznego opracowano dwa warianty techniczne A i B. Nalezy
na podstawie analizy sieciowej (metoda PERT) dokona¢ wyboru wariantu, w ktorym jest wigksza szansa
dotrzymania terminu dyrektywnego t;=48 dni. Charakterystyki czasu trwania dla poszczego6lnych czynnosci obu
wariantow podano w tabeli:

Wariant A Wariant A Wariant B Wariant B
czynnosci (i-j) | czasy trwania | czynnosci (i-j) | czasy trwania

a |m b a| m| b
1-2 13 | 14 | 15 1-2 17 | 20| 20
1-3 5 10 | 15 1-3 14 | 14| 14
1-4 7 10 | 19 1-4 1 5] 15
2-3 2 2 2 2-5 2| 10} 12
2-5 10 | 10 | 10 3-6 17 | 18] 25
3-6 20 | 21 | 22 3-7 15 | 15| 15
3-7 4 16 | 16 4-7 2 5| 14
4-7 5 20 | 23 5-8 18 | 20| 28
5-8 5 8| 11 6-8 14 | 15| 22
6-8 12 | 12 | 12 7-8 18 | 21| 24
7-8 18 | 18 | 30

Dla obu wariantow projektu wyznaczy¢ $ciezke krytyczna.

Rozwiazanie: (Analiza sieciowa dla wariantu A)
Dla kazdej czynnoS$ci wariantu ,,A” z losowymi czasami ich trwania wyznaczamy $rednie (oczekiwane) czasy
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Model sieciowy wariantu A realizacji projektu przedstawia rysunek (rys. 1).

Rys. 1. Model sieciowy dla wariantu A

Podobnie jak w metodzie $ciezki krytycznej mozemy wyznaczy¢ dla zdarzen oczekiwane (Srednie)
najwczesniejsze mozliwe czasy realizacji dla zdarzen. Wyznaczamy je ze wzoru rekurencyjnego:

E[t, =T™] = 0, E[t; = T™] = lgg%{}z[tk] +E[tyy]}, dlai = 2,3,...,n = 8, gdzie: P(i) — zbidr zdarzen

poprzedzajacych zdarzenie ,,i”.
Majac obliczone $rednie najwczesniejsze mozliwe czasy dla zdarzen. Mozemy takze w dalszej kolejnosci (cho¢
nie jest to wymagane) wyznaczy¢ $rednie najpozniejsze dopuszczalne czasy realizacji dla zdarzen tego
przedsiewzigcia ze wzoru:

(O [ — 7@ - ;i - o N(i 0 -
E[Tn=8 = Tnzs] = E[ty=sl, E[Ti =T; ] = ]re‘rll\ll(nl){E[T]] — E[ti]-]}, dlai =76, ...,1, gdzie: N(i) — zbior zdarzen

nastgpujacych po zdarzeniu ,,i”.
Nastepnie wyznaczamy wariancje dla najwczesniejszych mozliwych terminoéw realizacji poszczegdlnych
zdarzen tego przedsiewzigcia ze wzoru:

2 — 2141 = 2 20 . - —
D%[t,] = 0,D?[t;] kep(i);E[tHlaE)ftk]+E[tki]{D [ty] + D*[ty;]},dlai=2,3,...,n=8

Obliczenia:

E[t;] =0, D? [t:]=0

E[t,] = E[t,] + E[t,;] = 0 4+ 14 = 14. D2[t,] = D?[t,] + D?[t,,] = 0+ 0,11 = 0,11.

Sciezka krytyczna cze$ciowa: 1-2.

Et;] = kren{zil)z(}{E[tk] + E[ty3]} = max{0 + 10; 14 + 2} = 16. Poniewaz maksimum mieli$my dla
poprzedzajacego (wchodzacego) wierzchotka (zdarzenia) k=2. Zatem mamy tylko jednoznaczna jedna Sciezke
maksymalng wchodzacg do (i=3) z (i=2), czyli D?[t;] = D?[t,] + D?[t,5] = 0,11+ 0 = 0,11.

Sciezka krytyczna czesciowa: 1-2-3.

E[t,] = E[t;] + E[t;4] = 0 + 11 = 11. D?[t,] = D?[t;] + D?[t;,] = 0 + 4 = 4.

Sciezka krytyczna czesciowa: 1-4.

E[ts] = E[t,] + E[tys5] = 14 4+ 10 = 24. D?[t5] = D?[t,] + D?[t,5] = 0,11+ 0 = 0,11.
Sciezka krytyczna czesciowa: 1-2-5.

E[tg] = E[ts] + E[tsg] = 16 4+ 21 = 37. D2[t] = D?[t5] + D?[tz¢] = 0,11 4+ 0,11 = 0,22.
Sciezka krytyczna czegsciowa: 1-2-3-6.

E[t;] = krr%g)i}{E[tk] + E[ty;]} = max{16 + 14; 11 + 18} = 30. Poniewaz znowu maksimum mieli$my dla
€3,

poprzedzajacego (wchodzacego) wierzcholka (zdarzenia) k=3. Zatem mamy tylko jedna jednoznaczng $ciezke
maksymalng wehodzaca do (i=7) z (i=3), czyli D?[t;] = D?[t5] + D?[t3,] = 0,11 + 4 = 4,11.

Sciezka krytyczna cze$ciowa: 1-2-3-7.

E[tg] = kén{sag(ﬂ{E[tk] + E[tyg]} = max{24 + 8; 37 + 12; 30 + 20} = 50. Poniewaz znowu maksimum
mielismy dla poprzedzajacego (wchodzacego) wierzchotka (zdarzenia) k=7. Zatem mamy tylko jedna

jednoznaczng $ciezke maksymalng wchodzacg do (i=8) z (i=7), czyli D?[tg] = D?[t;] + D?[t,g] = 4,11+ 4 =
8,11.



Mamy zatem tylko jedng Sciezke krytyczng pelna: 1-2-3-7-8.

Zauwazmy, ze w przypadku jednej $ciezki krytycznej wariancja D?[tg] = D?[ty,] + D?[t,5] + D?[t5,] +
D?[t,5]. Gdyby byto wiecej Sciezek krytycznych maksymalnych prowadzacych z 1-8, to wtedy nalezatoby wzigé
maksimum z sumy wariacji dla czynno$ci tych $ciezek (maksymalna wariancja czasow przejscia na kazdej ze
Sciezek).

Podsumowanie wynikéw obliczen (takze dla §rednich — oczekiwanych najpdzniejszych dopuszczalnych
termindw realizacji) dla poszczegdlnych zdarzen podaje tabela:

Zdarzenie Sredni Sredni Wariancja
i najwczesniejszy mozliwy | najpozniejszy dopuszczalny | najwczesniejszego mozliwego
czas realizacji czas realizacji czasu realizacji
E[t] = E[T] = D2[t] =

1 0 0 0

2 14 14 0,11

3 16 16 0,11

4 11 12 4

5 24 42 0,11

6 37 38 0,22

7 30 30 4,11

8 50 50 8,11

Rysunek (rys. 2) pokazuje model wraz z wyznaczonymi srednimi czasami dla zdarzen oraz $ciezka krytyczna.

Rys. 2. Model ostateczny wariant A.

Prawdopodobienstwo dotrzymania terminu dyrektywnego t; = 48 dni. Okres$lajagce szanse, ze w realizacji
projektu z losowymi czasami trwania czynnos$ci nie przekroczymy tego planowanego terminu wyznacza si¢ ze

wzoru:
48—E|t. 48-50 . , .
P(ty < tq = 48) = N (T[t:]]) = N (ﬁ) = Nip1y(=0,7) = 0,24 (24%), gdzie: Ny — wartosci

dystrybuanty rozktadu normalnego standaryzowanego z tablic statystycznych.

Mamy zatem szans¢ ok. 24%, ze w realizacji wariantu A projektu nie bedzie on trwat dtuzej niz 48 [dni].

Rozwiazanie: (Analiza sieciowa dla wariantu B) — obliczenia czastkowe zrobi¢ samodzielnie oraz narysowaé
model sieciowy przedsiewziecia !!!
Odpowiedzi:

E[tg] = 50, D%[tg] = 1. Tylko jedna $ciezka krytyczna: 1-3-7-8.
Oszacowane prawdopodobienstwo dotrzymania terminu dyrektywnego t; = 48 dni w wariancie B wynosi:

- 48—E[tg] 48-50
P(ty < t; = 48) = N(O,l)( Dz[t:]) = N (T) = Nio1y(=2) = 0,023 (2,3%).

Mamy zatem wigksza szans¢ dotrzymania terminu dyrektywnego 48 [dni] w wariancie A. Tym samym, jezeli
zdecydujemy si¢ na jego realizacj¢ w tym wariancie, to mamy szans¢ ok. 24%, ze projekt nie bedzie trwat dluzej
niz 48 [dni].



