 Zagadnienia 1 Problemy Transportowe — Algorytm
Transportowy

1. Algorytm wyznaczania rozwiazan ZZT.

Idea poszukiwania rozwigzan ZZT jest podobna do idei algorytmu
simpleks™,

Najpierw nalezy znalez¢ jakiekolwiek poczatkowe rozwigzanie bazowe
(poniewaz rzad macierzy rz(A)= n + m — 1). to rozwiazanie bazowe
niezdegenerowane posiada n +— m - 1 dodatnich wartosci w wektorze zmiennych
decyzyjnych — zmienne bazowe, pozostale wartosci to zera — dla zmiennych
niebazowywch.

Nastgpnie sprawdza sig. czy rozwigzanie bazowe aktualne jest optymalne.
czy tez nie. Jesli nie to znajduyjemy kolejne rozwigzanie nie gorsze od
poprzedniego 1 znow sprawdzamy jego optymalnosc. Powyzsze postgpowanie
konczymy, gdy wreszcie uzyskamy rozwigzanie bazowe optymalne.

Algorytmicznie oftrzymywanie rozwigzan ZZT mozna przedstawic nastepujaco:
ETAP I (wyznaczenie dopuszczalnego poczatkowego rozwiazania bazowego).
W literaturze opisanych jest wiele metod konstrukcji poczatkowego rozwiazania
bazowego, np.:

« Metoda kqta polnocno — zachodniego (IN-W) — prosta ale malo efektywna
(wymagane jest zazwycza] przeprowadzenie duzej liczby iteracji. aby
uzyskac z niego koncowe rozwiazanie optyvmalne).

« Metoda minimalnego elementu macierzy Kkosztow transportu — na ogol
bardziej efektywna od poprzedniej.

« DMetoda VAM (aproksymacyjna) — nieco bardziej zlozona od poprzednich.
ale daje rozwiazania poczatkowe bliskie rozwigzaniom optymalnym. 1




 Zagadnienia 1 Problemy Transportowe — Algorytm
Transportowy

Metoda minimalnego elementu macierzyv kosztow:
Oznaczmy przez (r . k) — numer zmiennej wybierane] w danej (p — tej) iteracji za
zmienng bazowa: x, ;" "= 0. Oznaczmy przez: I — zbior indeksow dostawcow.

ktorych zasoby w danym kroku nie zostaly jeszcze rozdysponowane, zas przez
J — zbior indeksow odbiorcow. ktorych zapotrzebowanie w danym kroku nie
zostalo jeszcze zaspokojone. Numer zmiennej wprowadzanej do bazy w kazdej
iteracji wyznaczamy zgodnie z formula:

C, .= 1111'11{(?,..5. (i.j)elx J}

Nastepnie przypisujemy (p — tej) - zmienne] bazowej aktualng wielkose
transportu od dostawcey (r — tego) do odbiorey (k — tego) zgodnie ze wzoren:

w _ - (r-1) 7 (7-1) _19 _
X,, = min {r:rF b, }._p =1.2....m+n-1
ey (r-11 ) (ry _ (7-1} o _ .
a,’ =a, -x,, 7 .b, " =D, -x,, .p=12..m+n-1
(el [p-13 (e} (p-1 . -,
a, " =a," b, =b""", dla i®r,jEk.p=1.., m+n—1;

a!(n = a_,._z;..;_iﬂ) = bf,.;;‘ =l..,nij=1.. m:

Eliminujemy z dalszych rozwazan ze zbioru indeksow dostawcow ..I" lub
odbiorcow ,.J” ten indeks, dla ktorego a ¥’ =0 (zapasy tego dostawcy zostaly
wyczerpane) lub E:rk{‘” "=0 (zapotrzebowanie tego odbiorcy zostalo
Zrealizowane).

Powtarzamy te procedurg i na ogol po (m + n - 1) krokach znajdujemy wartosci 2
wszystkich zmiennych bazowych dla rozwiazania poczatkowego.
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Tabela kosztow (macierz Kosztow)
Magazyny | Piekarnie (odbiorey)

{(dostawcv) | 1 2 3 4
1 25 24 | 28 13

2 17 [ 30 15 [ 26
Tablica przewozow (kolejne iteracje):
i 1 2 3 3 ﬂ.em} ﬂ!cn a,.':zj ﬂjzan ﬂ',-H} a,.{S}
i
1 x¥=70 W =60|130 70 1 70 | 701 0 [0
2 X =80 |x7) =50 | x50 =70 200 | 200 | 130 | 30 | 50 [ O
p &0 120 70 60 330
p s0 120 70 0
p & s0 120 0 0
& 0 120 0 0
e 0 50 0 0
p @ 0 0 0 0

Tteracja p=3: I = {2}:J ={2}: 5 zmienna bazowa: x}, = min{50.50} =50

|

P ﬂ =
pozostate: a™ =a®; b = b . Skreslamy ze zbioru nadawcow 1 — nadawce.

Lh

modyfikujemy: a, =a, —x,,=70—-70=0; D" =D —x,,=120— 0:
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Tablica przewozow (ostateczna)
] 1 2 3 4

O 70| O |60
2 80 | 50 |70 | 0O

Otrzymujemy zatem rozwiagzanie bazowe poczatkowe postaci:
S5, ;)=80-17+70-24+50-30+70-15+ 60-13=6370

ETAP II (sprawdzenie optymalnosci rozwiazania bazowego).

Wyznaczamy tzw. tablicg kosztow zastepezycle ¢, w nastepujacy sposob:

¢ Koszty zastgpcze dla aktualnych przewozow rozwigzania bazowego (x,, =0)
przyjmujenmy rowne kosztom wyjsciowym podanym w tablicy: ¢

.

e Znajdujemy pare takich wierszy lub kolunmn dla ktorych mozemy wyznaczy¢
ich roznice (w te) same) kolumnie lub wierszu sa dwie zmienne bazowe).

e 7najac ile wynosi taka roznica - wyznaczamy pozostale elementy w macierzy
kosztow zastepczych., ktorych wartosci jeszcze nie znamy, 1ozwiazi)ac
odpowiednie rownania, tak aby zgadzala si¢ wyznaczona roznica.

Po wyznaczemu kosztow zastepezych wyznaczamy tablice roinic: r,, =c, —¢c, ..

Uwaga: Dla znuennych bazowych 5, =0.

Al
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Krvterium optvmalnosci rozwiazania bazowegco:

e Aktualne rozwiazanie bazowe jest optymalne, jezeli wszystkie roznice dla
zmiennych niebazowych sg dodatnie.

Dla naszego przykladu (w przypadku otrzymanego rozwigzania poczatkowego
metodq minimalnego elementu macierzy kosztow) mamy:

Macierz kosztow zastepczych (poczatkowa)
] 1 2 3 4

] 24 13
2 17 | 30 | 15

Roznica np. miedzy drugim 1 pierwszym wierszem wynosi: 6, zatem pozostale
elementy tej macierzy wyznaczamy rozwigzujac rownania: 17—¢,, =6=g¢, =11,

15-¢,,=6=¢,=9,6,-13=6>¢,, =19.
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Macierz kosztow zastepczyvch (pelna)
] 1 2 3 4

1 11 (241 9 | 13
17 1 30 | 15 | 19

[

Macierz roéznic
] 1 2 3 4

e

1 1410 [ 19] 0

2 0 0 0 7
Poniewaz wszystkie roznice dla zmiennych niebazowych sa dodatnie to

otrzymane rozwigzanie poczatkowe jest optymalne.
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ETAP III (modvfikacja rozwiazania bazowego i poprawa__ wartosci

funkciji celu):
Z kazdym zadaniem transportowym zwiazany jest graf tego zadania
odpowiadajacy aktualnemu rozwiazaniu bazowemu. Jezeli rozwigzanie bazowe
nie jest zdegenerowane, to taki graf jest grafem spadjnym 1 bezkonturowym.
Np. dla naszego przykladu dla rozwiazania bazowego postaci:
Tablica przewozow

i 1 2 3 4

1 0O (120 O | 10
2 80| 0 [ 70|50
Funkcja celu wynosi: f(x, ) =80-17+120-24+70-15+10-13+30-26 = 6720 (wigcej

niz dla rozwiazania optymalnego).
Graf tego rozwiazania jest postaci:

N 1 2 3 4
1
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Macierz kosztow zastepczveh:
] 1 2 3| 4

1 2100 0 26| 0
2 O(-710 ] 0

Poniewaz ¢,, =-7, to rozwiazanie to nie jest oczywiscie optymalne. Nalezy go
zatem poprawic,
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Kryterium wejscia do bazy: ]}-Ia-‘.‘lﬂz LO7IIC

—— : : ) . . i1 213
Do bazy wprowadzamy te zmienng niebazowa. dla ktorej element macierzy
roznic jest najmniejszy (z ujemnych). W naszym przypadku zmienng X;;. i

Wprowadzajac t¢ zmienna (przypisujac jej wielkosc transportu .,t=0" jednostek)

poprawiamy rozwiazanie bazowe. Po wprowadzeniu tej] zmiennej

[
=
|
=]
=

otrzymalibysmy dla zadania graf konturowy postaci:

Wezly narozne konturu okreslaja numery zmiennych, ktorych wartosci sig
zmieniaja. gdy wprowadzamy do bazy nowa zmienna.

i

Nalezy ustalic. zatem ktora zmienna z aktualne] bazy (sposrod naroznych
konturu) nalezy wusunac. Okresla to kryterium wyjscia dla zadania
transportowego.
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Krvterium wyjscia:
Niech G ={(k.I)}, gdzie: (k,I) - wezly narozne konturu. Zbiér ten ma parzysta

liczbe wierzchotkow (dla nas 4). Wierzcholki te cechujemy na przemian (+/-)
poczynajac od wierzcholka, ktory wprowadzamy do bazy (otrzymuje on ceche

plus). Cechowanie dzieli ten zbiér na 2 rozlaczne zbiory G* oraz G~ .

W naszym przykladzie: G* = {(2,2),(L4)};:G™ = {(1.2),(2.4)}.

Warto$¢ nowo wprowadzanej zmiennej bazowej w (p — tej) iteracji wyznaczamy
zgodnie ze wzorem:

(») (p-1) }

k1= min {xl
(1, 1eG" -
Nowe wartosci zmiennych naroznych obliczamy zgodnie ze wzorami:

xf :.x!.‘::’_‘;’.'lj —.x}iﬂ) dla (i, ))eG";

D =xEV +xF dla () eG*.G )= kD,

X

O L.
X=X

Pozostate zmienne nie bedace narozne w grafie nie zmieniajg wartosci.

W naszym przykladzie:
xglé = min {XEE 513,4 }: min §120,50}=50; .xf% = .xl[:jjzj — xg% =120-50=170;

a5y =20y -5, =50-50=10; =) =x{ +x5) =10+50=60.

10
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Tresé Krvterium wyjscia: z bazy usuwamy tg¢ zmienng ze zmiennych
nalezacych do zbioru indeksow G, dla ktorej policzona nowa wartosc (zgodnie
ze wzorami redukcyjnymi) jest najmniejsza. Dla naszego przykladu usuwang
zmienng jest zmienna: X,4. Tak utworzone nowe rozwiazanie bazowe da
WYyZnaczone juz wczesnieyrozwiazanie optymalne.

/

#0 = min 42,52, = mfn 120,503 =50; =& = =% - 5 =120-50 = 70;
Ay =5 -5 =50-50=0; x5 =57+ =10+50=60.

‘ 1 2 3 4
i

(=)
50
.__-d o . niebazowa "
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Interpretacja wspolezynnika roznic r,, =-7 (dla rozwigzama nieoptymalnego)
prowadzi do wniosku, ze meoptymalne rozwigzanie aktualne mozna poprawic
0 wartosc (—=7-50=-350) - tzn. zmniejszy¢ o 350 koszty transportu (tyle wynosi
roznica £ — celu rozwigzama biezacego oraz optymalnego), dostarczajac
drugiemu odbiorcy nie 120 ). jego pelnego zapotrzebowamia z magazynu 1-go,
lecz w porcjach - 70 z 1-go 1 50 z 2-go. Ty samym zamowienie 4-go odbiorcy
moglo by¢ zrealizowane (60 — jednostek) w calosc1 z magazynu 1-go.

Uwaga:

Jezeli w macierzy roznic rozwiazania optymalnego jest wiece) zer niz
zmennych bazowych, to 1stnigje wiele rozwiazan optymalnych o te) same)
wartosct funkcj celu.

: ” - 8 . Macierz roznic
\ T1 112134

I
=
=
=
=

12



d Wybrane zagadnieniai problemy transportowe

1. Zagadnienie posrednika:
Posrednik (sprzedawca) nabywa towar od m - dostawcoOw, przewozi go oraz
sprzedaje n - odbiorcom.

Dane sa:

a - maE]lf;symalna ilos¢ towaru jaka mozna kupicu i -tego dostawcy (jego podaz)
b, - maksymalna ilos¢ towaru jaka mozna sprzeda¢ j-temu odbiorey (jego
popyt)

k, - cena zakupu u i -tego dostawcy

p,; - cena sprzedazy j-temu odbiorcy

¢, - jednostkowy koszt transportu na trasie od i-tego dostawcy do j-tego

odbiorcy

Nalezy ustali¢ taki plan zakupow, transportu 1 sprzedazy, aby dochod posrednika
byl maksymalny (dochod = przychod ze sprzedazy - koszty zakupu - koszty
transportu)

d,=p;—k, —c, - dochéd jednostkowy z trasy zaopatrzen {1, j}

13



d Wybrane zagadnieniai problemy transportowe

Zmienne decvzyjne:
X, - wielkos¢ przewozu na trasie zaopatrzen {z, _,r}

Funkcja celu:

F(x;) :f Zn:(dff - % ) —> max

i=l j=1

Warunki ograniczajace:

1 R
D x,=a (i=L...m)

J=1

5,

> x,=b, U=1...n)

i=1

x; =20 (i=L...m; j=1,....1n)

.

14
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2. Zagadnienie transportowe z ograniczona przepustowoscia tras:
Mamy m - dostawcOw pewnego towaru oraz n - jego odbiorcow.
Znana jest:

a - podaz i-tego dostawcy

f}j - popyt j-tego odbiorcy

¢, - jednostkowe koszty transportu na trasie {i,j) od i-tego dostawcy

do j-tego odbiorcy

Zakladamy, Ze przepustowosc niektorych lub wszystkich tras jest ograniczona
(np. dostepna tadownoscia srodkow transportu).

Oznaczmy:
H - zbi0r tras z ograniczona przepustowoscia
h, - maksymalna przepustowos¢ na trasie (i, /)

Zaklada sig rowniez, ze: > a, > b,

i=1 =

15



d Wybrane zagadnieniai problemy transportowe

Nalezy ustali¢ taki plan dostaw towaréw od nadawcow do odbiorcow, aby
laczny ich koszt byl minimalny.

Zmienne decyzyjne:
X - wielkos¢ przewozu na trasie zaopatrzen {1, j}

Funkcja ceha:

F(x;) :Zm: i(%‘ X ] — min

i=1 j=1

Warunki ograniczajace:

[ n
Dxy=a (i=L...m)

J=1

m

2% =b (G=L..n)

i=1
x;<h, (i,jyeH
|y =0 (i=L...,m; j=1,....n)

LY

16



d Wybrane zagadnieniai problemy transportowe

4. Minimalizacja pustych przebiegow (dotyczy optymalnego krazenia
srodkow transportu rozwozacych towar):

Zalozmy, ze istnieje m - miast pomiedzy ktorymi odbywa si¢ wymiana
towarowa.

Miasta te tworza uklad zamkniety, tzn. wymiana towaréw odbywa si¢ tylko
pomiedzy nimi 1 kazde z nich moze by¢ zarowno dostawca jak 1 odbiorca
towarow.

Do kazdego miasta przywozi si¢ 1 z kazdego wywozi sie okreslona mase
towarowa nadajaca si¢ do przewozu okreslonym srodkiem transportu
(o okreslonej tadownosci)

Znane sa:
d; - odleglosci pomigdzy i -tym oraz j-tym miastem

a. - przewoz masy towarowej pomiedzy miastami - wyrazony liczba pelnych

srodkow transportu (samochodow, wagonow)

17
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Dla kazdego miasta okresla sie:
Liczbe pelnych srodkow transportu mniezbednych do wywiezienia masy

towarowej (Wywoz) rowna: w, :Z a. (i=L2,..n)

Jj=1
Liczbe pelnych srodkéw transportu niezbednych do przywiezienia masy
towarowej (przywoz) réwna: p, :Z a., (F=L2,...n)

j=
Dla calego uktadu spelniona jest rownos¢: > w, => p,.
i=1 i=1

Natomiast dla poszczegdlnych miast wywoéz (w;) wcale nie musi by¢ réwny
przywozowi ( p, ).

Miasta w ktorych w, > p - sa odbiorcami tzw. pustych przebiegow, a ich
zapotrzebowanie na puste srodki transportu wynosi: b, =w, — p. = 0.

Miasta w ktorych w, < p - sa dostawcami pustych przebiegow, a ich podaz
pustych srodkow transportu wynosi: @ = p. —w, >0.

Miasta w ktorych p, =w, eliminujemy z dalszych rozwazan (bo nie wystepuje

dla nich problem pustych przebiegow)

18
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Problem decyzyjny jest nastepujacy:

Znalez¢ taki plan przebiegéw pustych srodkéw transportu pomiedzy miastami,
aby laczny pojazdokilometraz (samochodokilometraz, wagonokilometraz)
pustych przebiegéow byl minimalny.

Zmienne decyzyjne:

x,; - liczba pustych srodkow transportu wysylanych z miasta i do miasta j
i=12, ...k - indeks miast dostawcow, dla ktéorych wystepuje problem pustych
przebiegdow

J=L12....[ - indeks miast odbiorcow, dla ktorych wystepuje problem pustych
przebiegow

Funkcja ceha:

F(x;r') :Zki(d; -xi,_]—>mi11

=1 j=1

Warunki ograniczajace:

i
2x,=a, (i=1..k

j=1
2

1> x,=b, (j=L...D

i=1

X, 20 ((=L..kj=1..])

w

19



OPTYMALIZACJA
NIELINIOWA



J WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZACE
PROBLEMOW OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ

1. Wprowadzenie:

Bardzo czesto w praktyce spotykamy sige z takq sytuacja, gdzie
analizowane procesy gospodarcze majq charakter nieliniowy.

Stad tez oprocz liniowych zadan decyzyjnych (spotykanych np.:
w zagadnieniach transportowych, roznego rodzaju problemach optymalizacyi
dyskretnej. zagadnieniach optymalizacji sieciowej) formulujemy takze
nieliniowe zadania decyzyjne.

Zadanie decyzyjne nazywamy nieliniowym jezeli funkcja celu Iub
chociaz jeden z warunkow ograniczajacych jest postaci nieliniowej.

Zadania nieliniowe rozpatruje si¢ rzadziej niz zadania liniowe. gdyz:

= Dbrak jest danych aby oszacowac analityczna posta¢ nieliniowej zaleznosci
badanego zjawiska (pomimo, ze wiemy iz bedzie to zaleznosc nieliniowa);

= zadania programowania nieliniowego rozwiazuje sie zazwyczaj trudniej, niz
zadania liniowe. gdyz nie ma ogoélnej metody ich rozwiazywania:

= czesto z racjl latwosci znalezienia rozwigzania formulujemy liniowe zadania
decyzyjne, mimo ze wiemy, 1z jest to znaczne uproszczenie badanego
problemu:

21




J WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZACE
PROBLEMOW OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ

2. Wlasnosci zadan programowania nieliniowego:
Programowaniem nieliniowym nazywamy zadanie decyzyjne postact:
f(xq.....x,, ) — max(min)

Fg"“; (x).en X, ) = ¢ 1ub g/ (x).nx,) = c;, dla (j=1...r);

OB . .
1&" (x.nxy)=c; dla (j=r+1...m);

X =20.x,=0..x, =0.

gdy funkcja celu f(X)= f(x,....x,) lub chociaz jeden z warunkow
ograniczajacych: g (X) =g, (x;.....x, ) Jest funkcja nieliniowa.

Jezeli w programowaniu nieliniowym wszystkie warunki ograniczajace (poza
warunkami brzegowymi) sa w postaci rownan, to taka postac nazywamy
postacia Kkanoniczna. zas gdy wszystkie warunki ograniczajace sa
nierownosciami nazywamy ja postacig standardows.

Uwaga: Warunki w postaci nierownosct w ogolnej postact zadania
programowania nieliniowego mozemy sprowadzi¢ do rownosci wprowadzajac
dodatkowe zmienne swobodne (dodajac je lub odejmujac je do lewych stron
nierownosci). Tym samym uzyskujemy rownowazng posta¢ kanoniczna.
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J WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZACE
PROBLEMOW OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ

Mozna wyrézni¢ dwa podstawowe typy zadan programowania nieliniowego:
= zadania programowania wyvpuklego:
= zadania programowania niewypuklego:

Zadanie mnieliniowe jest zadaniem programowania wypuklego. jezeli
minimalizujemy wypukla lub maksymalizujemy wklesla funkcje celu. zas
zbi6r rozwiazan dopuszczalnych jest obszarem (wieloscianem) wypuklym.
Kazde 1inne zadamie programowania nieliniowego mnazywamy zadaniem
programowania niewypuklego.

r'y 4
flac) )

a) Funkcja wklesla b) Funkcja wypukla
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J WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZACE
PROBLEMOW OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ

Sposrod zadan programowania wypuklego szczegolne znaczenie majq

zadania:

* programowania kwadratowego (funkcja celu jest funkcja kwadratowa.
zas warunki ograniczajace sa postaci liniowej 1 tworza wieloScian

wypukly):
Natomiast sposréd zadan programowania mniewvpuklego istotng role
odgrywaja zadania:
" programowania wkleslego (minimalizujemy wklesla, badz

maksymalizujemy wypukla funkcje celu. zas zbidr rozwigzan
dopuszczalnych jest wieloScianem wypuklym).

Identyfikacja typu zadania jest bardzo wazna. gdyz umozliwia okreslenie
stopnia trudnosci przy poszukiwaniu rozwigzania optymalnego oraz umozliwia
wybor  odpowiedniej metody rozwiazania. Zadania  programowania
kwadratowego oraz wkleslego sa takimi typami zadan programowania
nieliniowego. Kktore czesto wystepuja w praktyce 1 stosunkowo latwo je
rozwiazac.
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J WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZACE
PROBLEMOW OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ

3. Metoda czynnikow nieoznaczonych Lagrange’a:

Dla prostych zagadnien optymalizacji nieliniowej. z warunkami
ograniczajacymi w postaci rownan (posta¢ kanoniczna) mozemy zastosowac
technike — podstawiania i eliminacji zmiennych.

Dla przykladu rozpatrzmy konsumenta o prostej funkcji uzytecznosci
postaci: U(x,.x,)=x,-x, +2-x,. ktérej dziedzina: D={(x,.x,):x, =0.x, =0}
Wyznaczajac uzytecznosci krancowe otrzymujemy:

cU .
U =—=x,+2>0, gdy:x, -dodatnie:

o, )

cU :
U,=—=x, >0, gdy:x -dodatnie;

Chcac zmaksymalizowac uzytecznos¢ koszyka swoich ddébr bez zadnych
ograniczen, konsument powinien zatem nabywac nieskonczone ilosci obu dobr —
co w praktycznych rozwazaniach nie ma sensu. Aby rozwazane zagadnienie
optymalizacyjne mialo praktyczny sens nalezy uwzgledni¢ sile nabywcza
konsumenta — czyli sile nabywcza jego pieniedzy (tzw. ograniczenia
budzetowe).
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Ograniczenie budzetowe: 4x, +2x, =60 [zl].

A

309

20

10

e

Linia budzetu;
4 Kq + 225 =60

| A Ulxx)

Powierzchnia uzytecznosci :

U(x.x,)=xx,+2-x

Linia budzetu
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Metoda podstawiania i eliminacji zmiennych dla naszego przykladu polega na
wyznaczeniu z warunku ograniczajacego jednej ze zmiennych jako funkciji

drugiej: 4x;+2x, =60=x,=30-2x,. Zaleznos¢ te mozemy powiazac
z funkcja celu: U(x,) =x,(30 — 2x, )+ 2x, =32x, — 2x; .
dU dU d’U

Poniewaz: — =32 —4x, > —=0<x, =8, za$ =—4 <0, zatem funkcja
dx, dxy dx,

=30-2-8=14.

RV ]

celu posiada maksimum w punkcie: x; =8. :r:: :30—21'1* —x
Wartos¢ tego maksimum wynosi: U(8.14)=8-14+2-8=128.
Uwaga: zastosowanie tej metody jest ograniczone, gdy liczba warunkow
ograniczajacych jest bardzo duza, analityczna postac¢ tych warunkow bardzo
skomplikowana lub gdy nie mozna rozwiklac z tych warunkow jednej ze
zmiennych 1 przedstawic jej] w zaleznosci od pozostalych.
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Dla zadan optymalizacji mieliniowe)] w postaci kanoniczne) (warunki
ograniczajace w postaci rownosci) mozemy w ogolnym przypadku zastosowac
metode tzw. czynnikow nieoznaczonych Lagrange’a. W metodzie tej zamuast
poszukiwac ekstremum warmnkowego postaci:

F(x....,x,, ) = max(min)

(2) |g'(xy.x,)=c, dla (j=1...m):
x, =20,x, 2z0...x =0.

poszukujemy ekstremum bezwarunkowego dla tzw. funkcji Lagrange’a

utworzone] w oparciul o wyjsciowa funkcje celu f{X) poprzez wlaczenie do tej

funkcji warunkow ograniczajacych z odpowiednimi (sztucznie wprowadzonyimi)
czynnikami nieoznaczonymi (zakladamy, ze m<n).

Dla zadania programowania nieliniowego w postact kanoniczne) (2)
funkcja Lagrange’a ma postac:
m i
L(X:A) = L(xy s X g Ap) = F (ot )+ S 2, |0, = 27 ()]
i=1

Warunek konieczny istnienia ekstremum warunkowego zadania (2) jest
nastepujacy: zerowanie sie pochodnych czastkowych funkcji Lagrange’a:

;j :cj—gj(:rl....,xn):'ﬂ: dla (j=1...m)

@5 :
E'L_Ef—ﬁlag— —.mcg =0: dla (i=12....n)
ox;  Ox; ox, X;
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Warunek dostateczny istnienia ekstremum warunkowego zadania (2)
w postaci kanonicznej jest nastepujacy:

L= f(xl,...,xn)+ﬁz,-[c,- — 7 (% X,)]
j=1

Hesjan
obrzezony

1 1
b 0 0 & &
2 2
P 0 £ g4
p 0 0 ' g &
B 7 m o .
1 & g Ly L
1 2 ml
Fz &2 & | Ly Ly
1 2 m
gﬂ gﬂ gn ' Lﬂl LHE

- Funkcja Lagrange’a (m<n)

. . og! d°L
dzie: 9'=—-iLy=
gi 9 ox, ™ ox0X,
2 _
& En H,
Dla maksimum funkcji f -
g’” warunkiem dostatecznym jest,
_________ et aby ‘Hm+1’ Hm+2 LA Hn‘:‘H‘
L, zmienialy znak (dla ‘Hmﬂ‘ znak
L, taki jak (—1)™")
Dla minimum funkcji f -
I warunkiem dostatecznym jest,

aby mialy one ten sam znak
(i to taki jak dla (=1)") 29



