Wybrane metody planowania sieciowego — metoda CPM
Literatura: Badania operacyjne w przyktadach i zadaniach (K. Kukuta red.) — rozdziat 5.2, str. 182

Przyklad. 1. Na rysunku (rys.1) przedstawiono sie¢ realizacji pewnego przedsigwzigcia (procesu logistycznego)
sktadajacego si¢ z 22 czynnosci: Dy, D,, ..., D,,. Czynnosci w tym przedsigwzigciu sa modelowane w sieci
czynno$ci tukami (i, ) — strzatki na modelu sieciowym. Kazda czynno$¢ jest zatem reprezentowana jako tuk
rozpoczynajacy si¢ w zdarzeniu ,,i” i konczacy si¢ w zdarzeniu ,,j” tego przedsigwzigcia. Na tukach w modelu
sieciowym zilustrowano czasy t;; = 0 trwania poszczegdlnych czynnosci [w godzinach], np. dla czynnosci (1,2)
ti2 = 0,9 godziny. Zdarzenie oznaczone ,,i=1” w ktdorym zaczyna si¢ realizacja calego procesu jest nazywane
zdarzeniem poczatkowym sieci czynnosci, za$ zdarzenie ,,i=16”, w ktoérym konczy si¢ realizacja wszystkich
czynno$ci nazywane jest zdarzeniem koncowym procesu (przedsigwzigcia).

Rys. 1. Sie¢ czynnosci przyktadowego procesu (przedsigwzigcia) logistycznego

Kazde zdarzenie ilustruje jaki$ stan realizacji tego procesu (przedsigwzigcia). Np. w zdarzeniu ,,i=5” mozemy
znalez¢ si¢ w realizacji przedsigwzigcia, gdy zostanie zakonczona czynno$¢ D; oraz wszystkie czynnos$ci na dwoch
$ciezkach rownolegtych (D, — D, oraz D; — Ds).

Oznaczmy przez:

V ={12,..,n = 16} — zbior wszystkich zdarzen w tym przedsiewzigciu.

U= {(i,j):i,j € V oraz istnieje tuk taczacy "i" z"i"} = {(1,2) = D,,D, = (2,3), ..., (15,16) = D,,} — zbidr
czynnosci

t;j — czas trwania czynnosci (i, j) [w h].

Dla przedsigwzigcia modelowanego taka deterministyczng siecig czynnosci (znane deterministyczne wzajemne
powigzania pomiedzy poszczegdlnymi czynno$ciami, znana kolejno$¢ nastgpstwa w czasie tych czynnosci i
zdarzen) stosujac metode $ciezki krytycznej (CPM — Critical Path Method) wyznaczy¢:

a) Najwcze$niejsze mozliwe terminy realizacji dla zdarzen tego przedsigwziecia: TY oraz najwcze$niejszy
mozliwy termin dla zakonczenia catego przedsigwzigcia (najwczes$niejszy mozliwy termin realizacji
zdarzenia koncowego i=16).

b) Najpozniejsze dopuszczalne terminy realizacji dla zdarzen w tym przedsigwzigciu: Tip.

c) Zapasy czasu dla zdarzen (tzw. luzy czasowe dla zdarzen): z(i) = Tip — T — o jakiec mozemy op6zZni¢
realizacj¢ poszczegdlnych zdarzen w tym przedsigwzigeiu, bez niekorzystnych konsekwencji dla
przekroczenia (niedotrzymania) terminu realizacji dla catego przedsigwzigcia.

d) Zapasy czasu catkowitego dla czynnosci w tym przedsiewzigciu: Z. (i, j) oraz podac $ciezke krytycznag (badz
$ciezki krytyczne, gdy istnieje wigcej) dla tego przedsigwzigcia.

e) Zapasy czasu swobodnego: Z¢(i, j), niezaleznego: Z,(i,j) oraz warunkowego: Z,,(i,j) dla czynnosci tego
przedsiewziecia.

f) Odpowiedzie¢ na pytania:

- jak wptynie na termin realizacji przedsigwzigcia wydluzenie czasu trwania czynnos$ci D2 (7,10) 0 0,5 [h] ?
- jak wptynie na termin realizacji przedsigwzigcia skrocenie czynnosci Do (12,15) 0 1,7 [h] ?



Rozwigzanie:
Ad. a)

Najwczesniejsze mozliwe terminy realizacji dla zdarzen tego przedsigwzigcia obliczamy nastgpujaco:

- Dla zdarzenia poczatkowego ustalamy termin ten rowny zero (poczatek osi czasu): 7Y = 0.

- Nastepnie dla kolejnych zdarzen i=2,3,...,n=16 okreslamy tzw. zbidr zdarzen ,,k” poprzedzajacych zdarzenie ,,i”
P; = {k: (k,i) € U}, czyli takich zdarzen dla ktorych istnieje tuk zaczynajacy si¢ w tym zdarzeniu ,,k” i koficzacy
si¢ w zdarzeniu ,,i” (istnieje czynno$¢ rozpoczynajaca si¢ w .k 1 koficzaca si¢ w ,,i”").

- Najwczesniejsze mozliwe terminy realizacji dla kolejnych zdarzen wyznaczamy stosujac wzor rekurencyjny:
TV = r&eg_({T,?’ +t,;},i=23,..n=16.

Obliczenia:
i=2,P, ={1}, T = km?ﬁ{le + t;,} = max{0 + 0,9} = 0,9;
€

i=3,P; ={2}, Ty = kme%{TZW + ty3} = max{0,9 + 0,2} = 1,1;

i=4, P, =1{2},T) = kme?z)i{Tzw + ty,} = max{0,9 + 0,5} = 1,4;

=5, Py = (34}, T = max (T3 + to; TJ" + tys} = max{L1+08; 14 +0,6} = 2;

i=6, Py = {5}, TY = kme%{Tsw + tsg} = max{2 + 0,5} = 2,5;

i=7,P, = {5}, T) = kme?gi{Tg” + ts;} = max{2 + 0,9} = 2,9;

i=8, P = {5}, Ty’ = kme%{Tsw + tsg} = max{2 + 0,5} = 2,5;

=9, Py = {4}, T3 = max{Ty’ + tyo} = max{14 + 0,7} = 2,1;

=10, Py = (6,7}, Ti§ = max (T3 + tg10; T} + t7 10} = max{25 + 0,9;29 + 0,9} = 38;
i=11, P;; = {59}, TY = krél{g?é}{Tl“{ +ts1;Tg +tgq11} = max{2 + 0,6;2,1 + 0,4} = 2,6;
=12, Py = {10}, T34 = max (Tif + t191,} = max{3,8 + 04} = 42

i=13, P;3 = {11}, T)% = k‘é‘ﬁ’f}{m + t;1 13} = max{2,6 + 1,2} = 3,8;

=14, Py = (11}, T34 = max (T} + t11 14} = max{2,6 + 2} = 46,

=15, Pis = (810121314} T = max AT + to15 T3 + ta015 T4 + bz 13 T4 + Lra 1 T +
ti415) = max{2,5+0,2;3,8 + 0,4;4,2 + 2,5;3,8 + 1,5;4,6 + 0,4} = 6,7,

i=16, P, = {15}, T{% = krélg)s(}{Tl“g + t;5 16} = max{6,7 + 0,3} = 7.

Rysunek (rys. 2) przedstawia model sieciowy przedsiewzigcia z wyznaczonymi czasami dla najwcze$niejszych
terminow realizacji dla zdarzen tego procesu.

Rys. 2. Model sieciowy z obliczonymi czasami T} dla najwcze$niejszych czasow realizacji dla zdarzen.

Interpretacja praktyczna np. dla czasu T}j = 3,8 [h] oznacza, ze w zdarzeniu i=10 przedsiewzigcia mozemy
znalez¢ si¢ w jego realizacji nie wczesniej niz po czasie 3,8 [h], gdy zakonczy si¢ najdluzsza z 4 Sciezek
rownolegltych do niego prowadzacych: 1-2-3-5-6-10 lub 1-2-3-5-7-10 lub 1-2-4-5-6-10 oraz 1-2-3-5-7-10, a jest
to $ciezka: 1-2-4-5-7-10 (czas trwania jej czynnos$ci: 0,9+0,5+0,6+0,9+0,9=3,8 h).

Zatem cale nasze przedsigwzigcie moze zakonczy¢ si¢ najwczesniej dopiero po czasie nie krétszym niz 7 [godzin].



Ad. b)

Najpozniejsze dopuszczalne terminy realizacji dla zdarzen tego przedsigwzigcia obliczamy nast¢pujaco:

- Dla zdarzenia koncowego ustalamy termin ten rowny terminowi najwczesniejszemu mozliwemu (nie mozemy
mieé poélizgu w zakonczeniu catego przedsigwzigcia — najpozniej i najwczesniej musi skonczy¢ si¢ w tym samym

terminie): T,_,. = Tplis = 7.

- Nastepnie dla kolejnych zdarzen i=n-1=15,14,...,

TP = kmeilgli{T,f —tyli=m—1) =1514,..1.

Obliczenia:
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1 okre§lamy tzw. zbidr zdarzen ,,k” nastepujacych po zdarzeniu
7 N; = {k: (i, k) € U}, czyli takich zdarzen dla ktérych istnieje tuk zaczynajacy si¢ w tym zdarzeniu ,,i” oraz
konczacy si¢ w zdarzeniu ,,k” (istnieje czynno$¢ rozpoczynajaca si¢ w ,,i”” 1 konczaca si¢ w nastgpujacym ,,k”).

- Najp6zniejsze dopuszczalne terminy realizacji dla kolejnych zdarzen wyznaczamy stosujac wzor rekurencyjny:

1,2;63—2} =4
0,4;6,7 — 0,4} = 3,8;

ts11} = min{2,9 — 0,5;2,9 —

tyo} = min{2 — 0,6;3,6 — 0,7} = 1,4;

02;1,4-0,5}=0,9;

Zapasy czasu dla czynnosci obliczymy wyznaczajac luzy czasowe ze wzoru z(i) = TP — T

Ad. ¢)

i z(i) = Tp T
1 | 2(1)=0-0=0

2 | 2(2)=0,9-0,9=0

3 | Z(3)-1,2-1,1=0,1
4 | Z(4)=1,4-14=0

5 | 2(52-2=0

6 | 2(6)-2,9-2,5-0.4
7 | 2(7)=2,9-2,9=0

8 | Z(8-6,5-2,5-4

9 | 2(9)-3,6-2,1-1,5
10 | 2(10)=3,8-3,8=0

11| Z(11)=4-2,6=1 4

12 | 2(12)=4,2-42=0

13 | 2(13)=5,2-3,8=1,4
14 | 2(14)=6,3-4,6-1,7
15 | 2(15)=6,7-6,7=0

16 | 2(16)=7-7=0

Zauwazmy, ze najwigkszy luz czasowy ma zdarzenie i=8. Mozemy pojawi¢ si¢ w nim w realizacji przedsigwzigcia
po czasie najwczesniej 2,5 [h] ale mozemy opdzni¢ (wydhuzy¢€) ten termin nawet do 6,5 [h] (o luz zapas 4 [h]),

a i tak nie wplynie to na zwigkszenie czasu realizacji przedsigwzigcia wynoszacego 7 [h].



Rysunek (rys. 3) przedstawia model sieciowy przedsigwzigcia z wyznaczonymi czasami dla najwcze$niejszych
oraz najpozniejszych terminow realizacji dla zdarzen tego procesu a takze luzy czasowe dla zdarzen.

Rys. 3. Model sieciowy z obliczonymi czasami: T} dla najwcze$niejszych czasow realizacji dla zdarzen, terminow

najpozniejszych dopuszczalnych: Tip oraz z luzami czasowymi: z(i).

Ad. d)

Zapasy czasu catkowitego (maksymalnego) dla poszczegdlnych czynno$ci wyznaczamy ze wzoru:

Z.) =T =T - t;

Zatem zapasy czasu catkowitego dla poszczegdlnych czynno$ci wynosza:

Czynnos¢ Zapas catkowity Czy czynnos¢ krytyczna
(5)) z.(L,j) =
D, =(1,2) Z.(12)=09-0-09=0 Tak
D, =(23) Z:(23)=12-09-02=0,1 Nie
D; =(2,4) Z:(24)=14-09-05=0 Tak
D, =(3,5) Z.(35)=2-11-08=0,1 Nie
Ds = (4,5) Z,(45)=2-14-06=0 Tak
D¢ = (4,9) Z.(49)=36-14-07=15 Nie
D, = (5,6) Z.(56)=29-2-05=04 Nie
Dg = (5,7) Z.(57)=29-2-09=0 Tak
Dy = (5,8) Z.(58)=65—-2-05=4 Nie
Do = (5,11) Z,(511)=4-2-06=14 Nie
Di; =(6,10) | Z.(6,10)=38-25-09=04 Nie
D;, = (7,10) Z.(710)=38-29-09=0 Tak
Di3 = (8,15) Z.(815)=67-25-02=4 Nie
D,=011) | Z,(911)=4-21-04=15 Nie
D;s = (10,12) | Z.(10,12) =4,2-38—-0,4=0 Tak
Dy = (10,15) | Z.(10,15) = 6,7 —3,8— 0,4 =25 Nie
Dy, =(11,13) | Z,(11,13) =52-26—12 = 1,4 Nie
Dig=(11,14) | Z,(11,14)=63-26—-2=1,7 Nie
Dy = (12,15) | Z,(12,15)=6,7—42—-25=0 Tak
Dy = (13,15) | Z,(13,15) = 6,7 —3,8— 1,5 = 1,4 Nie
D,y = (14,15) | Z,(14,15) = 6,7 — 4,6 — 0,4 = 1,7 Nie
Dy, = (1516) | Z.(1516)=7—-6,7—03=0 Tak




Uwaga: (twierdzenie)
Czynnos$¢ lezy na Sciezce krytycznej (maksymalnej) wtedy i tylko wtedy, gdy zapas calkowity jest rowny
zero.

Zatem $ciezka krytyczna przechodzi przez zdarzenia: 1-2-4-5-7-10-12-15-16, lub co na jedno wychodzi przez
CZynnOéCl. Dl - D3 - D5 - DB - D12 - D15 - D19 - Dzz.

Suma czaséw przejécia przez ta Sciezke jest rowna dla terminu zakonczenia przedsigwzigcia 7 [h]

Rysunek (rys. 4) przedstawia przebieg $ciezki krytyczne;.

Rys. 4. Pelny model sieciowy wraz ze Sciezka krytyczna.

Ad.e)

Mozemy wyznaczy¢ takze inne zapasy czasu takie jak: zapas swobodny: Z(i, j), zapas warunkowy: Z,, (i, j) oraz
zapas niezalezny: Z, (i, j) dla czynnosci tego przedsigwzigcia — jednak zapas catkowity jest najwigkszym zapasem
czasu jaki mamy dla poszczegélnych czynnosci.

Zapas swobodny (wolny) czasu dla poszczego6lnych czynnosci wyznaczamy ze wzoru:
Z(i,)) =T =T — t;;

Zapas warunkowy czasu dla poszczegdlnych czynnosci wyznaczamy jako rdznice zapasu czasu catkowitego oraz
swobodnego ze wzoru:
Z,(,)=2.0,)) — Z;(i,)) = 7}” — T} —a wigc jest on luzem czasowym w zdarzeniu konczacym ta czynnos¢.

Natomiast zapas niezalezny wyznaczamy ze wzoru:
Zn(i,)) = max{0; T — T — t;}

Zapasy czasu catkowitego i swobodnego dla poszczegoélnych czynnos$ci: (uwaga: zapas warunkowy i niezalezny
obliczy¢ samodzielnie)

Czynnos¢ Zapas catkowity Zapas swobodny (wolny)
((5)) z.(L,j) = Z;(L)) =

D, =(1,2) Z.(12)=09-0-09=0 Z,(12)=09-0-09=0
D, =(2,3) Z:(23)=12-09-02=0,1 Zs(23)=11-09-02=0
D; =(24) Z:(24)=14-09-05=0 Zs(24)=14-09-05=0
D, =(3,5) Z.(35)=2-11-08=0,1 Zs(35)=2-11-08=0,1
Ds = (4,5) Z,(45)=2-14-06=0 Z,(45)=2-14-06=0
D¢ = (4,9) Z.(49)=36-14-07=15 Zs(49)=21-14-07=0
D, = (5,6) Z.(56)=29-2-05=04 Zs(56)=25-2-05=0
Dg = (5,7) Z.(57)=29-2-09=0 Zs(57)=29-2-09=0
Dy = (5,8) Z.(58)=65-2-05=4 Zs(58)=25-2-05=0

Do = (5,11) Z,(511)=4-2-06=14 Zs(511)=26—-2-06=0




Dy, = (610) | Z.(610)=38—-25-09=04 | Z.(610)=38—-25—0,9 =04
Dy, =(7,10) | Z.(7,10)=38-29-09=0 Z,(7,10)=3,8—-29—-0,9 =0
Dis=(815) | Z.(815)=67—-25—-02=4 Z,(815)=67—25-02=4
D, =(911) | 2Z.(911)=4-21-04=15 | Z,(911)=26-21-04=0,1
Dys = (10,12) | Z.(10,12)=42—-38-04=0 | Z,(10,12)=42-38—-04=0
D;e = (10,15) | Z.(10,15) = 6,7 —3,8— 0,4 = 2,5 | Z,(10,15) = 6,7 — 3,8 — 0,4 = 2,5
D, = (11,13) | Z.(11,13) =52—-26—-12=14 | Z,(11,13)=38-26—-12=0
Dig=(11,14) | Z,(11,14)=63—-26—-2=1,7 | Z,(11,14)=46-26-2=0
Dio = (1215) | 2, (1215)=6,7—42—-25=0 | Z,(1215) =67 —42—-25=0
Dy = (13,15) | Z,(13,15) =6,7—3,8—1,5=14 | Z,(13,15)=67—-38—15=1,4
D,y = (14,15) | Z,(1415) = 6,7 — 4,6 — 0,4 =17 | Z,(14,15) = 6,7 — 46— 04 =1,7
Dy, = (15,16) | Z,(1516)=7—6,7—03=0 Z,(1516)=7-6,7—0,3 =0

Uwaga: widac¢ ze: Z,(i,j) < Z.(i, )

Ad. )

- jezeli wydtuzymy czas trwania czynno$ci D12 (7,10) 0 0,5 [h], a jest to czynno$¢ lezaca na $ciezce krytycznej, to
tym samym termin zakonczenia catego przedsiewziecia ulegnie wydtuzeniu o 0,5 [h] czyli wyniesie 7,5 [h].

- jezeli skrocimy czynno$¢ Dio (12,15) o 1,7 [h], czyli jej czas realizacji wyniesie t1, 15 = 0,8, to w zdarzeniu i=15
najwczesniej w realizacji bedziemy mogli znalez¢ si¢ po czasie 5,3 [h], a tym samym w zdarzeniu (i=16) po czasie
5,6 [h]. Zatem czas realizacji przedsigwzi¢cia skroci si¢ 1,4 [h]. Powstanie oczywiscie nowa $ciezka krytyczna:

1-2-4-5-11-13-15-16.

Przyklad 2. Firma zajmujaca si¢ dystrybucja produktéw spozywczych realizuje zamdwienia zglaszane
bezposrednio przez sklepy. Ze wzgledu na wysokie koszty sity roboczej wilasciciel zdecydowat si¢ na
automatyzacj¢ pracy i instalacj¢ komputerowego systemu zamowien. Po konsultacjach z dostawcami, wlasnym
personelem i projektantem systemu zostata sporzadzona lista czynno$ci niezbednych do realizacji takiego projektu

(zob. tabela):

Czynno$¢ | Opis czynnos$ci Czynnosci poprzedzajace Czas trvyania
[tygodnie]

A Okreslenie potrzeb - 7

B Propozycje systemow - 10

C Wybbr systemu A, B 5

D Zamowienie systemu C 11

E Projekt wnetrza C 12

F Realizacja projektu wnetrza | E 7

G Projekt interfejsu komputera | C 7

H Instalacja komputerowa D,F, G 5

I Instalacja systemu D,F 6

J Szkolenie operatoréw H 5

K Testowanie calego systemu | I,J 5

Na podstawie tych informacji nalezy:

a)
b)
<)
d)
e)

narysowac sie¢ czynnosci dla rozpatrywanego projektu,

w jakim terminie jest mozliwe zakonczenie prac nad realizacja projektu,

wyznaczy¢ §ciezke krytyczng dla projektu,

ktore czynno$ci majg najwiekszy zapas czasu ?

odpowiedzie¢ na pytania:

- jak wptynie na termin projektu wydhluzenie czynnosci ,,I” o 3 tygodnie ?

- jak wptynie na termin projektu skrocenie czynnosci ,,C” do 3 tygodni oraz czynnosci ,,J” o 1 tydzien ?

- 0 ile mozna maksymalnie wydluzy¢ czynno$¢ ,,D” przedsigwzigcia, aby przy jednoczesnym wydtuzeniu
czynnosci ,,A” o 3 tygodnie zrealizowac¢ projekt w oszacowanym terminie ?



Ad a)

Aby poprawnie narysowa¢ model sieciowy tego przedsigwzigcia musimy uzy¢ 2 czynnosci pozornych o czasach
realizacji 0, aby pokazaé poprawnie nastgpstwo w czasie poszczegdlnych czynnos$ci. Poniewaz np. czynnosci ,,A”
i,,B” moga by¢ wykonywane rownolegle i sg poprzedzajace do czynnosci ,,C”, a nie mozemy ich narysowaé
rownolegle tj. zaczynajacych si¢ i konczacych w tym samym wierzchotku, zatem musimy uzy¢ tzw. zaleznos$ci
czasowej (czynnosci pozornej ,,P1” o czasie trwania 0), aby obie czynnos$ci rownolegte zaczynaty si¢ w réznych
zdarzeniach, a konczyly w tym samym (i=3) — zob. rys. 5.

Rys. 5. Model sieciowy — z poprawnymi zaleznosciami czasowymi do przyktadu 2.

Ad. b)

Wyznaczamy czasy najwczesniejsze mozliwe oraz najpozniejsze dopuszczalne dla zdarzen (podobnie jak w
przyktadzie 1). Obliczone czasy na modelu oraz luzy czasowe dla zdarzen przedstawia rysunek 6.

Rys. 6. Model sieciowy — z poprawnymi zalezno$ciami czasowymi do przyktadu 2.

Przedsiewziecie moze zakonczy¢ si¢ najwczesniej po uptywie 49 tygodni.



Ad. c)d)
Obliczenie zapaséw czasu catkowitego

Uwaga: zapasy czasu swobodnego, warunkowego i niezaleznego — obliczy¢ samodzielnie !!!

Czynnos$¢ Zapas calkowity
(9] z.(i,)) =
A=(3) Z.(13)=10-0-7=3

=12 | Z(12)=0-0-0=0
B =(2,3) Z.(23)=10-0—-10=0
Cc=(34) Z.(34)=15-10-5=0
D=(46) | Z.(46)=34—-15—-11=38
E=(45) | 2.(45)=27-15-12=0
F=(56) | 2.(56)=34—-27—-7=0
G=(47) | 2.(47)=34—-15-7=12
P,=(67) | Z.(67)=34—34—-0=0
H=(78) | Z.(78)=39-34—-5=0
1=(69) | Z.(69) =44—34—6=4
J=@89) | Z.(89)=44—-39-5=0
K=(910) | Z.(9,10) =49 —44—5=0
Dlatego $ciezka krytyczna jest nastgpujaca: P;-B-C-E-F-P,-H-J-K

Najwigkszy zapas czasu calkowitego maja czynnosci: ,,G” — 12 tygodni, ,,D” — 8 tygodni oraz
1" — 4 tygodnie, a takze ,,A” — 3 tygodnie.

Rys. 7. Model sieciowy — wraz ze $ciezka krytyczna dla przyktadu 2.
Ad. e)
- jezeli czynno$¢ ,,I” wydluzymy o 3 tygodnie, to czas realizacji projektu nie ulegnie zmianie.

- jezeli skrécimy czynno$¢ ,,C” do 3 tygodni oraz czynnosci ,,J” o 1 tydzien, to czas realizacji przedsiewzigcia
skroci si¢ o 3 tygodnie (do 46 tygodni)

- mozna maksymalnie wydtuzy¢ czynno$¢ ,,D” przedsigwzigcia o 8 tygodni, aby przy jednoczesnym wydhuzeniu
czynnosci ,,A” o 3 tygodnie zrealizowac projekt w oszacowanym terminie

Uwaga: analize¢ tych faktow — pozostawiam Panstwu do samodzielnych przemyslen !!!



