Algorytm maksymalnego przeplywu w sieci

Algorytm ,,Forda — Fulkersona”

1. Podstawy teoretyczne:

Charaktervstvezne cechyv sieci Forda — Fulkersona:

(1)

(i)

Wystepujace we wzorach symbole oznaczaja odpowiednio: ‘V| - los¢
elementow zbioru V, §:7* — {01} - jest funkcja incydencji (polaczenia) za
pomocq ktore) okreslany jest zbior lukéw U w grafie G. Zbior ten jest
defintlowany nastepujaco:
U= {u u :<"a="';a'> AV Vg €V NG5 = 5(1-‘a,1*ﬂ) = 1}.

V=V ¥ Lol Wb, Vj|>1;j:1.2,...,m;m22

m+1

Vol =17,

n+1‘ =1
Wierzcholki sieci nalezace do zbioru V sa rozbite na warstwy. ktore
zawieraja nie mniej niz dwa wierzcholki (za wyjatkiem warstwy
pierwszej oraz ostatnie] — w ktorych znajduje sig po jednym wierzcholku
— tzw. wezel wejscia i wyjscia).

Jezeli 6,5 =6(v,,vg)=1nv, €V, (j=0L...m)=>v; eV ;.
Polaczenie lukiem dwoch dowolnych wierzcholkow sieci jest mozliwe
tylko pomiedzy wierzcholkami nalezacymu do dwoch sasiadujacych
warstw (poczatek luiku — warstwa poprzednia, koniec luku warstwa
nastepna).

(iif)

(iv)

Je.’zeﬁ [va =1 AVg EVJ. AUZf'Vj-:ifvj—ffrl)Jié'aﬁ =4

Nie jest mozliwe polaczenie tukiem dwoéch wierzcholkéw nalezacych do
tej same] warstwy, lub gdy wierzcholek koncowy (luku) nalezy do
warstwy wczesniejszej, lub gdy wierzcholek koncowy nalezy do kolejne;.
ale nie bezposrednio nastepne) warstwy.

j=1,2,...E::v§ET"ji ‘:aezr.;faﬁ =d(v, .1-;3) >1A \:)%Sm o c)(vﬁ W)=l
Istnieje co najmniej jeden hik laczacy dowolny wierzcholek danej
warstwy (poza warstwa pierwsza 1 ostatnia) z pewnym wierzcholkiem
warstwy nastepnej oraz analogicznie co najmniej jeden luk laczacy
pewien wierzcholek warstwy poprzednie) z rozwazanym wierzcholkiem
te] warstwy).

Fuki

Zbior lukow U moze mie¢ w praktyce bardzo roznorodna interpretacje.
mozemy na przyklad uwazac¢ jako skierowane drogi. kanaly (polaczen

informatycznych), linie energetyczne lub technologiczne, trasy zaopatrzen (trasy
transportowe), a takze jako relacje lub pewne zaleznosci finansowe.

administracyjne, strukturalne lub organizacyjne.




Na zbiorze hilkkdw okreslamy dwie funlkcje:

» fuinkcja c¢:¥? — R". ktéra okreéla przepustowos$é poszczegdlnych hikow
w sieci typu Forda — Fulkersona (uwaga: funkcja € na zbiorze: 2 —U
przyjmuje zawsze wartosc zero);

= funkcja x:0U7 — R7, ktora okredla aktualny przepltyw x; ; po lukach (7. )
zgodnie z ich orientacja:

Poniewaz wartosci funkcji € dla poszczegolnych elementow ze zbioru
hukéw .U mozemy uzalezni¢ od dwoch indekséw: C(u ={a. ﬁ}ELT)ZCQ.ﬁ._

gdzie alfa — indeks wierzchollca poczatkowego, zas beta — indelks wierzcholka
koncowego hiku. to wartosci fuimkeji © tworza macierz lkwadratowa zwana
macierza przepustowosci postaci:

C = lﬂ’ms Ja:,ﬂ=1:2,---=“

Sie¢ (transportowa) w sensie Forda — Fulkersona jest grafem
G = {V. U,c, ,1'} z funkcjami obcigzajacymi tuki. spelniajacym warunki (1)-(iv).

Zastosowanie algorytmu ,,Forda-Fulkersona” — przyklad rozwiazany

Wykorzvstanie sieci tvpu Forda — Fulkersona do problemu optvimalizaciji
Przewozow w sieci transportowej:

Rozwazmy dla przykiadu zadanie optymalizacyjne efektywnosci
transportu przez pewna firme spedyceyjna - polegajace na przetransportowaniu
jak najwigkszej ilosci towarow od wierzcholka wejsciowego (W naszym
przykiadzie wierzcholek v, - nadawca towarow) sieci transportowej G do jej
wierzchotka wyjsciowego (w przykladzie v, - odbiorca towarow) po
skierowanych hikach (kanalach spedycyjnych) przy uwzglednieniu ograniczen
na ich przepustowos¢ (ograniczenia ladownosci posiadanych srodkow
transportowych).

Graficzna interpretacja zadania:
Rozwazana sie¢ transportowa w sensie Forda - Fulkersona przedstawia sig
nastepujaco:

Vo = {1V, = {23417, = (5.6}.%, = {7}.

Pomiedzy warstwami sieci G zachodzi oczywista TOWNOSC:
V=ruoul oV, ul;.

Fuki generuje macierz incydencji [5 , gdzie poszczegdlne jej

af Ja_.ﬁ'e]'—’
skladowe sa postaci:

Sp =83 =8, =1, 85=355=1, &5=1, &,
pozostatych parach wierzcholkow (wezlow) zachodzi: 5, =0.

s=0,=1. 85;,=1, &,;=1. a na




Maksymalna ladownos¢ srodkow transportowych na poszczegolnych
etapach transportu (zgodnie z macierza incydencji) podaje tabela:

Kanal transportowy | Maksymalna ladownos¢
(i, ) C, (w tonach)
(1,2) 100
(13) 80
(L4) 80
(2.5) 150
(2,6) 50
(3.5) 100
(4.5) 20
(4.6) 40
(5.7) 150
(6.7) 100

Rysunek przedstawia graficzna interpretacje zadania za pomoca sieci
transportowe] Forda — Fulkersona.

Graf ten jest siecia z przepustowosciami c,; naniesionymi na luki

zgodnie z danymi zaczerpmietymu z  tabeli. W nawiasach okraglych
przedstawiony jest aktualny tramnsport (x, = 0) przez dany kanal transportowy

(obecnie wszedzie 0). Aktualny strumien przeplywu (liczony jako suma
> X;; wynosi 0).

iel7

Strumien przeptywu
o=0

Aby najlepiej zrealizowac swoj cel firma spedycyjna rozwiazuje zadanie
transportowe algorytmem Forda — Fulkersona — opublikowanym w pracy:
Ford L. R., Fulkerson D. R., Przeplvwy w sieciach, PWN, W-wa, 1969.




Model matematyczny problemu decyzyjnego:

go(Xi]-) = Z Xin=7 = max

i€r,_,

Warunki:

Z Xl,j = Z Xin=7

jerf i€l =7
Z Xij= Z X, dla jeV —{1,n}
L€l ker}f

Xij<C dla (i,j) € U — zbiér tukéw

ij

W algorytmie tym poszukuje si¢ tzw. strumienia maksymalnego © .
okreslajacego jaka maksymalna ilos¢ towarow z wezla poczatkowego mozemy
lukami (drogami dystrybucji) przetransportowaé do wezla koncowego nie
przekraczajac jednoczesnie przepustowosci (dopuszczalnej ladownosci) na
poszczegdlnych tukach sieci.

Idea algorvtmu jest nastepujaca:

Najpierw poszukuje sie jakiegokolwiek dopuszczalnego strumienia O
przeplywu (spelniajacego tzw. Prawe Kirchoffa dla sieci), taki strumien
poczatkowy zawsze istnieje (w najgorszym wypadku jest to strumien zerowy).
W dalszych krokach algorytmu strumien ten odpowiednio si¢ poprawia,
nasycajac kolejne luki, tak aby uzyskac wreszcie wartos¢ maksymalna.

W sieci forda — fulkersona dla kazdego wierzcholka gratu zachowane jest
tzw. I prawo Kirchoffa dla przeplywu (odpowiednik prawa Kirchoffa dla
pradu elektrycznego): Sumaryczny wplyw do kazdego wierzcholka sieci za
wyjatkiem wierzcholka wejSciowego i wyjsciowego jest rowny
sumarycznemu wyplywowi z tego wezla (wplyw bilansuje wyplyw).

Zatem dla kazdego jeV —{l.n} zachodzi 2 x;, = 3 x,,.

:r'el"; Jref_r-'




Powiemy, ze luk (r j) jest nasycony. jesli jego przepustowosc jest
calkowicie wykorzystana (realizacja dystrybucji towaréw wymaga na tym etapie
wykorzystania transportu o maksymalnie dostepnej ladownosci), tzn. x, ; =c, ;.
Schemat algoryvtmu Forda — Fulkersona:

Krok 1 — wyznaczenie jakiegokolwiek
poczatkowego  strumienia  przeplywu
(spelniajacego prawo Kirchoffa).

Krok 2 — sprawdzenie warunku czy
wyznaczony strumien przeplywu jest
maksymalny (wykorzystanie procedury
cechowania wierzcholkow — kryterium
max przeplywu).

Krok 3 — polepszenie wartosci strumienia
poprzez lepsze nasycenie jego lukdow.

Realizacja kroku 1:
W kroku tym staramy sie wyznaczyC jakikolwiek strumien poczatkowy.

Poczatkowa dystrybucje towardw (przy najgorszym zerowym strumieniu
przeplywu) przedstawia rysunek.

Strumien przeplywu
¢=0




Realizacja kroku 2:

Aby zbada¢ czy strumien zupelny jest maksymalny nalezy zastosowac
procedurg cechowania  wierzcholkéw  zaproponowana przez Forda
i Fulkersona.

Cechowanie wierzcholkow zawsze zaczynamy od wierzcholka wejsciowego 1.
ktoremu nadajemy ceche (—.e0). Wierzcholek ten staje si¢ ocechowany ale

niezbadany.

Nastepnie bierzemy pod uwage kolejny wierzcholek ocechowany, ale jeszcze
niezbadany 1 rozpatruyjemy wszystkie wierzcholki mnieocechowane do niego
sasiednie (tzn. z niego wychodzace lub do niego wchodzace) 1 staramy sie je
ocechowac zgodnie z procedura:

Oznaczenia: j — numer wierzcholka ocechowanego badanego. 1 - numer
wierzcholka, ktéry cechujemy.
« Jezeli (j.))eU oraz x;; <c,; (nie jest to luk maksymalnie nasycony). to

wierzchotkowi: 1- nadajemy ceche (j,& =min{e,.c,, —x,,}.
- Jezeli (/.j)eU oraz x,; >0 (istnieje juz jakis przeplyw przez ten luk), to
wierzcholkowi: 1 - nadajemy cechg (j,—& =min{s,.x; }.

Wierzcholek: j - badany staje sie wtedy ocechowany i zbadany. Przechodzimy
do kolejnego wierzcholka ocechowanego 1 niezbadanego 1 procedure
cechowania powtarzamy. az uda sie ocechowac wierzcholek wyjsciowy (v,).

Kivterium optvialnosci (maksvimalnosci) strumienia przeplvwu:
Aktualny strumien przeplywu jest maksymalny, jezeli stosujac procedure
cechowania wierzcholkow nie da sie ocechowac wezla wyjscia.

Stosujac  procedure cechowania wierzcholkow do naszego przykladu
otrzynujemy:

Hsﬂ} (n 3

J
(5,100)

Strumien przeptywu
=0




Mozliwe bylo ocechowanie wierzcholka wyjsciowego zatem (co bylo do
przewidzenia) struumnien zerowy nie jest maksymalny.

Realizacja kroku 3:

Procedura cechowania wierzcholkow podaje ponadto o ile mozemy poprawié
wartos¢ aktualnego strumienia. Mowi o tym wartosé: &£, =100 przypisana
wierzcholkowi wyjscia. Pierwsze skladowe cech podaja nam rowniez Sciezke
zwiekszajaca ten przeplyw: 1 -2 -5 -7,

(1,100)

Strumien przeplywu
=100

Ponownie powracamy do kroku 2 (sprawdzajac czy strumien aktualny
¢ =100) jest maksvmalny, itd. Kolejne etapy przebiegu algorytmu dla naszego
przykladu przedstawiaja ponizsze rysunki.

(5, —80)

Strumien przeptywu
0=100

Sciezka zwiekszajaca przeplyw o 50 jest postaci: 1 -3 -5 7.




Strumien przeptywu
0=150

Strumien przeptywu
$=190

Sciezka zwiekszajaca przeplyw o 30 jest postaci: 1 -3 -5-2-6-7.




Strumien przeptywu
$=220

(poprzednia dystrybucja)

Sciezka zwiekszajaca przeplyw o 20 jest postaci: 1 -4 -5-2-6-7.

“50} (59)

n@‘@\ ‘

Otrzymany strumien przeplywu jest zarazem strumieniem maksymalnym
®=240=d___. gdyz nie jest mozliwe zgodnie z kryterium optymalnosci
strumienia - stosujac  procedure cechowania oznaczenie wierzcholka
Wyjsciowego v, .




W ostatnim kroku algorytmu otrzymalismy rozbicie zbioru wierzcholkow
V sieci na dwa zbiory: wierzcholkéw ocechowanych: 79 = {14} - zawierajacy
zawsze  wierzcholek  wejscia 1 wierzcholkow  nieocechowanych:
VY ={2.3.5,6,7) - zawierajacy zawsze wierzcholek wyjscia.

Zauwazmy. ze wszystkie tuki prowadzace do wierzcholkow, ktorych nie
mozna ocechowac sa nasycone.

" Przekrojem S w sieci G nazywamy zbior hukow: {(i._j) elizie P ajeP }
gdzie zbiory P'.P* spelniaja nastepujace warunki: P'nP* =,
P'UP*=V; 1€ P',neP? oraz dla kazdego (i, j))e U zachodzi: i, j e P!
lub i, je P* albo ie P', j e P.

Jest to kazdy minimalny zbiér lukoéw. ktorych usuniecie spowoduje utrate
spojnosci sieci (nie bedzie istniec sciezka prowadzaca od v, do v, ).

Do kazdej sciezki (v; —v,) musi istnie¢ co najmniej jeden z lukow
przekroju:

* Liczbe y=w(S) :( Z),;(r ;réwna sumie przepustowosci ukow przekroju
I.jled
nazywamy przepustowoscia przekroju:

= Przekrojem minimalnym bedziemy nazywaé przekroj S° o minimalnej
przepustowosci ¥, . Jest to przekrd) generowany przez zbior vy, czyli

przekrdj postaci: {(r’, NeU:ieV?ajev” }

[150] (sg,

o & ‘
(T (3




Twierdzenie Forda - Fulkersona:
o =¥

max min

Wartos¢ maksymalnego przeplywu w sieci réowna sie wartosci minimalnego
jej przekroju.

W naszvin przvkladzie mamyv:
@, .. =1504+90=240 ton

(liczone na ukach wchodzacych do v,)

Przepustowos¢ przekroju na lukach wchodzacych do PV ={2.3.5.6.7}
ma wartos¢: W, =100+80+20+40 =240 ton

Zatem z twierdzenia Forda — Fulkersona mamy: @ __ =¥, =240.




