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J Tresci ksztalcenia:

Wykiad - 12
Laboratorium - 9

= Model matematyczny problemu  decyzyjnego.  Zagadnienia  programowania
matematycznego w problemach logistycznych (W01, L01)

= Programowanie liniowe. Przedstawianie wybranych probleméw decyzyjnych z logistyki
w postaci zadan programowania liniowego. Dualizm w programowaniu liniowym.
Interpretacja graficzna zadan programowania liniowego. Istota algorytmu simpleks
(W02, L02)

= Zagadnienia i problemy transportowe. Otwarte oraz zamkniete zagadnienie transportowe.
Algorytm transportowy. Zagadnienie transportowo—produkcyjne oraz transportowo-
magazynowe. Zagadnienia transportowe z ograniczona przepustowoscia tras.
Minimalizacja pustych przebiegéw. Modele zagadnien transportowych z kryterium czasu
(W03-W04, L02-L03)

=  Programowanie nieliniowe. Wybrane problemy optymalizacji nieliniowej w zastosowaniach
logistycznych (W05-W06, L04)

» Optymalizacja dyskretna. Zagadnienie optymalnego przydzialu. Problem komiwojazera.
Zagadnienie rozwoézki (W07-W08, L05)




J Tresci ksztalcenia:

=  Optymalizacja przeplywow w sieciach transportowych. Maksymalny przeplyw w sieci
transportowej. Wyznaczanie najkrotszej drogi w sieci transportowej. Zagadnienie
przeplywu o minimalnym koszcie (W09-W10, L06-L07)

= Elementy wielokryterialnego wspomagania decyzji logistycznych - budowa rankingow
obiektow w Swietle ocen wielokryterialnych (W11)

= Praktyczne zaliczenie laboratorium (L.08-L.09)

* Pisemne zaliczenie wykladow (W12)




 Efekty ksztalcenia — wiedza - umiejetnosci:

1. Zdobycie wiedzy o sposobach modelowania matematycznego
probleméw decyzyjnych w procesach logistycznych.

2. Zdobycie wiedzy o roznych metodach poszukiwania rozwigzan
optymalnych w logistycznych zagadnieniach decyzyjnych.

3. Umiejetnos¢ budowania wiasciwych modeli matematycznych
dla logistycznych probleméw decyzyjnych.

4. Umiejetnosc¢ rozwigzywania logistycznych problemoéw decyzyjnych
z wykorzystaniem wiasciwych technik i metod optymalizacji.

5. Umiejetnos¢ praktycznego poszukiwania optymalnych rozwigzan
optymalizacyjnych probleméw decyzyjnych z wykorzystaniem
odpowiednich narzedzi analitycznych (np. arkusza kalkulacyjnego
Excel i modutu Solver).



O Warunki zaliczenia przedmiotu:

1. Zaliczenie pisemne wykiadow:
- sprawdzenie umiejetnosci poprawnego formutowania modeli
matematycznych omawianych logistycznych problemoéw decyzyjnych).

2. Praktyczne zaliczenie laboratoriow:

- sprawdzenie praktycznych umiejetnosci modelowania i rozwigzywania
wybranych logistycznych problemoéw decyzyjnych z wykorzystaniem
arkusza kalkulacyjnego ,,Excel” oraz modutu ,,Solver”.

3. Ocena koncowa jest srednig ocen z zaliczenia pisemnego wykladow
(z wagg 0,4) oraz zaliczenia praktycznego laboratoriow (z waga 0,6).
Obie skltadowe oceny muszg by¢ pozytywne.
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O Wprowadzenie do programowania matematycznego -
Pojecie Problemu Decyzyjnego

Sytuacje decyzyjne — to sytuacje, w ktorych zmuszeni jestesmy
podejmowaé réznego rodzaju decyzje, przy uwzglednieniu réznego
rodzaju uwarunkowan (wewnetrznych i zewnetrznych):

» Zarzad przedsiebiorstwa musi podja¢ decyzje jakimi sSrodkami
transportu i w jakich ilosciach dokonaé przewozu towarow z
magazynow do hurtowni przy optymalnym koszcie transportu,

= Dyrektor firmy spedycyjnej musi podja¢ decyzje o ustaleniu
najlepszego programu inwestycyjnego firmy - przynoszgcego
najwieksze korzysci firmie;

» Dyrekcja przedsiebiorstwa komunikacji miejskiej musi podjaé
decyzje o0 ustaleniu optymalnego harmonogramu pracy
kierowcow:;

Decydent — ktos, kto podejmuje decyzje (jednoosobowe lub kolegialne
cialo zarzadcze)

Warunki w jakich dziata decydent nie pozwalajg na ogét na podjecie
dowolnej decyzji, lecz ograniczaja je tylko do pewnego podzbioru —
decyzji dopuszczalnych.



 Wprowadzenie do programowania matematycznego -
Pojecie Problemu Decyzyjnego

Nie kazda decyzja dopuszczalna przynosi réwnie duze korzysci
(jest réwnie uzyteczna, wartosciowa) w swietle stawianych przez
zarzadzajacego (decydenta) celéow, ktoére chce on zrealizowaé.

Biorgc pod uwage stawiane cele — zwane kryteriami wyboru lub
kKryteriami oceny jedne z podjetych decyzji bedqa lepsze, zas inne gorsze.

Zachodzi zatem problem wyboru decyzji najlepszej (najbardziej
uzytecznej - o najwiekszych korzysciach), ktéra bedziemy nazywacé¢ —
decyzjg optymalna.

Przykiad: Ktoéra decyzja jest optymalna ?

Decyzje I I 1]

Nakiady inwestycyjne (min zf) 10 20 30
Zyski (min zi) 3 5 9




d Wprowadzenie do programowania matematycznego -
Zadanie Decyzyjne

Model matematyczny problemu decyzyjnego (Zadanie Decyzyjne) — to
opis okreslonego problemu decyzyjnego w jezyku matematycznym
(taki gtébwnie nas interesuje) za pomoca okreslonego modelu
matematycznego.

Zmienne Decyzyjne — to wielkosci (czynniki) od ktérych zalezy wynik
(ocena) podjetej decyzji: x=[x,.,x]eR";x =20

.....

Funkcja Celu (funkcja kryterium) — to funkcja, ktoéra zalezy od zmiennych

decyzyjnych i mierzy cel, ktéry chce osiagna¢ zarzadzajacy (decydent):
f(x)=f(x,...,X,)eR

Oznaczmy przez ,,D” — zbiér decyzji dopuszczalnych. Jest on najczesciej

okreslany przez uktad réwnan i nierbwnosci postaci:

g (xm"'axn) = bl- L= 19"'9k Analityczna postaé funkcji g;

xeD& g (x,.,x)<b i=k+1,.,] Moz bycdowolna; |
b; — wspélczynniki liczbowe;

\gi(xlr"’xn):bi i:l-l_la"-am 10




d Wprowadzenie do programowania matematycznego -
Zadania Decyzyjne

Wybér decyzji optymalne] — oznaczanej przez x —[ s X ] polega
na okresleniu takiej decyzji dopuszczalnej x € D , dla ktorej wartos¢
funkcji celu osigga wartos¢ najkorzystniejszg - optymalng (w zaleznosci
od sytuacji minimalna lub maksymalng).

Programowanie Matematyczne — to rozwigzywanie zadan decyzyjnych.

Zadanie decyzyjne w formie programowania matematycznego mozemy
zatem zapisaé nastepujaco. Znajdz taka decyzje dopuszczalng x’, ze:

(1)
f(x)=f(x,...x)=max(min){ f(x ,...,x )} - funkcja celu
Przy warunkach ograniczajacych:
(g (x,.,x)=b i=1...k

eD < =
[x€D _ g (xumr)<h izk+l

x=>0 g(x,..,x)=b i=[l+1...m
x, 20,..,x 20 1




PROGRAMOWANIE
LINIOWE



d Programowanie liniowe - matematyczny model
liniowych problemoéw decyzyjnych

Programowanie liniowe (PL) — to specyficzny wariant programowania
matematycznego, w ktéorym funkcja celu jest postaci liniowej oraz
wszystkie warunki ograniczajgce sg rowniez postaci liniowej.

Ogolng postaé zadania programowania liniowego (ZPL) mozna
przedstawic: (2)

f(x)=f(x,..,x) =max(min){c - x +...+c -x }=max(min){(c,x)}
C= [C1 yous ,Cn] - wektor wspétczynnikdw (wag) funkciji celu
(C, X) - iloczyn skalarny wektoréw: ,,c” oraz ,,x”

i(ai,j'xj)Zbi 1=1,...,k
j=1

xeD 2. (@ -x,)<b, i=k+1..)
j=1

x=0 .
D.(a;-x;)=b i=1+1..m
j=1

(X, 20,...,x, 20 3




O Programowanie liniowe - przyktady liniowych zadan
decyzyjnych

1. Optymalny wybér asortymentu produkcii.
Firma moze produkowaé¢ n — wyrobéw. Do ich produkcji zuzywane sq
rézne srodki produkcji, z ktérych kilka — m sg limitowane.

Dane s3:

a , - hormy zuzycia i - tego srodka produkciji (i=1,...,m) na wytworzenie
"~ jednostki j - tego wyrobu (j=1,...,n);
- posiadany zasoéb i - tego sSrodka produkcji;

i

Cj - cena jednostkowa ze sprzedazy j - tego wyrobu;

Nalezy okresli¢, ktére wyroby i w jakich ilosciach majg by¢ produkowane,
aby nie przekraczajgc posiadanych zasoboéw sSrodkéw produkcji
zmaksymalizowa¢ przychéd z ich sprzedazy.

Zmiennymi decyzyjnymi w zadaniu sg wielkosci produkcji poszczegoélinych
wyrobéw: x >0
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O Programowanie liniowe - przyktady liniowych zadan
decyzyjnych

Zadanie programowania liniowego (ZPL) dla problemu decyzyjnego:
optymalnego wyboru asortymentu produkcji jest nastepujace:

J(x,...,x) = Z;Cj - x, —> max funkcja celu
=
a x +a x,+..+a x <b

)| 99909005500005000006050093000000055000000¢ warunki ograniczajgce
a x+a x +..+a x <b
x, 20,...,x, 20

Uwaga: Niekiedy stosuje sie dodatkowe ograniczenia popytowe:

d; — minimalna ilos¢ j - tego wyrobu jaka trzeba wyprodukowac;
g; — maksymalna jaka mozna sprzedac.

d <x < g ,dlaniektorych ) - dodatkowy warunek ograniczajacy

15



O Programowanie liniowe - przyktady liniowych zadan
decyzyjnych

2. Optymalny wybor wielkosci sprzedazy.

Firma ForkLift Service (FLS) jest jednym z dystrybutoréw woézkéw widtowych firmy Clark
na terenie zachodniej Polski.

W 2002 roku najwiekszg sprzedaz firmy FLS stanowity 2 typy woézkéw widtowych:

eClark CDP20S CSP 20S, oznaczmy go jako 20S, oraz

eClark CDP45H CGP 45H, oznaczany jako 45H.

Wdbzek 20S u producenta kosztuje 19.000 € , natomiast model 45H kosztuje 33.000 € .

Pod koniec roku 2002 specjalisci do spraw sprzedazy w firmie FLS postanowili, przy
uwzglednieniu danych historycznych, oszacowaé¢ wielkoS¢ sprzedazy wozkéw
widlowych typu 20S i 45H na rok 2003.

Na podstawie wstepnej analizy stwierdzono, ze na zakup obu typow wézkéw w 2003 roku
beda mogli przeznaczyé:

emaksymalnie 2,4 min €.

Przy czym zysk ze sprzedazy wézka:

¢20S wynosi 15%,

ewOzka 45H natomiast 19%.

16



O Programowanie liniowe - przyktady liniowych zadan
decyzyjnych

Doswiadczony sprzedawca orzekl, ze czas poswiecony przez pracownikow FLS na sprzedaz
jednego wézka jest zré6znicowany i zalezny od typu wézka.
Stopien zaangazowania pracownika wynika przede wszystkim z: koniecznosci
przeprowadzenia prezentacji wézka, przygotowania dokumentacji sprzedazy oraz
przeprowadzenia podstawowego instruktazu w obecnosci klienta.

Sprzedawca ten oszacowal, ze czas pracy poswiecony na sprzedaz jednego wézka typu 20S
wynosi ok. 6 godz., podczas gdy sprzedaz jednego wézka 45H zajmuje okoto 4 godz.
eJednoczesnie obliczono, ze taczny czas pracy sprzedawcoéw w ciggu roku, jaki moga oni
poswieci¢ na sprzedaz obu typow wézka wynosi 520 godz.
Na podstawie wstepnych rozméw z przedstawicielem firmy Clark (producentem woézkow
widtowych) ustalono réwniez, ze w roku 2003 firma FLS moze spodziewac sie:

edostarczenia maksymalnie 100 wézkéw typu 20S i nie wiecej niz 75 wézkow typu 45H.
ez drugiej zas strony dla zapewnienia ciagtosci sprzedazy firma FLS jednorazowo musi
zamawiaé w firmie Clark minimum 10 woézkéw typu 20S oraz 5 woézkéw typu 45H.

Wspomoéz decydenta firmy ForkLift Service w zaplanowaniu liczby wézkéw typu 20S i 45H,
ktora zapewni jego firmie maksymalny roczny zysk przy zasobach dostepnych do realizacji
tej sprzedazy (najlepsze wykorzystanie posiadanych zasobéw)

17



O Programowanie liniowe - przyktady liniowych zadan
decyzyjnych

Konstrukcja modelu matematycznego:

* Zmienne decyzyjne w analizowanym problemie:
S — liczba zakupionych przez FLS wézkéw widtowych typu 20S
H — liczba zakupionych przez FLS wézkéw widtowych typu 45H

* funkcja celu (cel postawiony przez firme FLS)
— Maksymalizacja zysku ze sprzedazy woézkéw widtowych typu 20S i 45H

— zysk catkowity:
Z=17s+ZH

— Zs - jednostkowy zysk ze sprzedazy wozkéw typu 20S
Zs=15%+19.000€+S =2.850 S
— ZH — jednostkowy zysk ze sprzedazy wozkéw typu 45H
ZH=19% * 33.000€ - H=6.270 H

— ostateczne sformutowanie funkcji celu &

Max Z(S, H) = 2.850 S + 6.270 H



O Programowanie liniowe - przyktady liniowych zadan
decyzyjnych

Identyfikacja ograniczen:

ezasoby finansowe firmy FLS: max. 2.400.000 zi / rok
edostepny fundusz czasu pracy poswiecany przez pracownikéw FLS na
sprzedaz wozkéw 20S i 45H - max. 520 rbh / rok

edostepnos¢ wozkoéw u producenta
- max 100 szt. / rok 20S
- max 75 szt. / rok 45H

erynkowy popyt na wozki widtowe

min 10 szt. 20S
min 5 szt. 45H

19



O Programowanie liniowe - przyktady liniowych zadan
decyzyjnych

Matematyczny zapis ograniczen:
-zasoby finansowe firmy FLS ograniczajg na przestrzeni roku mozliwosé zakupu wézkow
widtowych u producenta

19.000 S + 33.000 H = 2.400.000
* czas pracy ludzi zatrudnionych w FLS i zajmujacych sie sprzedaza wézkow 20S i 45H jest
ograniczony

6S+4H<=<520
'mozliwosci produkcyjne firmy Clark w zakresie dostarczenia firmie FLS wézkéw
widtowych typu 20S i 45H

- dostepnos¢ wozkéw 20S
S<100
- dostepnos¢ wozkéw 45H
H<75
*minimalna liczba wézkéw w jednorazowym zamoéwieniu, zapewniajaca ciggtos¢ sprzedazy
przy jednoczesnym zachowaniu satysfakciji klientow firmy FLS
- zapotrzebowanie firmy FLS na wézki typu 20S
S$210
- zapotrzebowanie firmy FLS na wézki typu 45H
H25
-formalnie poszukiwane rozwigzanie (S, H) nie powinno przyjmowacé wartosci ujemnych
S20

H20 20



O Programowanie liniowe - przyktady liniowych zadan
decyzyjnych

Ostateczna  postaé modelu matematycznego  problemu  decyzyjnego
sformutowanego w postaci zadania programowania liniowego:

efunkcja celu
Max Z(S, H) =2.850 S + 6.270 H

przy ograniczeniach:

(1)19 S+ 33 H < 2.400
(2)6 S+ 4 H <520
(3)S <100

(4H <75

(5)S 210

(6)H25

(7)S20

(8)H=20

21



d Programowanie liniowe — dwie szczegolne formy
(postacie) zadan programowania liniowego

Bardzo wazng role przy formulowaniu zadan programowania liniowego
odgrywaja dwie jego szczegolne postacie:

1. Posta¢ standardowa: wystepuje wéwczas, gdy wszystkie nierébwnosci
w warunkach ograniczajacych sg postaci (<) dla funkcji celu postaci
(maksimum), zas (=) dla funkcji celu postaci (minimum) oraz wszystkie
zmienne decyzyjne sg nieujemne. Tego typu nierdwnosci nhazywajg sie
nierownosciami typowymi dla zadania na maksimum i minimum funkcji
celu.

Kazda posta¢ standardowg (ZPL) mozna przedstawi¢ za pomocg zapisu
macierzowego nastepujgco (wersja z minimum funkcji celu):

(3)
f(x)=(c,x) = Zn:c]_ - X, —> min
{ AX > A=[ a]_l] - macierz wspétczynnikow
o w warunkach ograniczajgcych
x20 b=[b,,....b,] - wektortzw. wyrazéw wolnych
Uwaga: Stosujgc odpowiednie przeksztatcenie funkcji celu, a takze

przeksztalcajgc nieréownosci w warunkach ograniczajacych na typcz)zwe
mozliwe jest sprowadzanie zadan PL do swej postaci standardowej.



d Programowanie liniowe — dwie szczegolne formy
(postacie) zadan programowania liniowego

2. Posta¢ kanoniczna: wystepuje wowczas, gdy wszystkie warunki

ograniczajgce sg podane w formie réwnan oraz wszystkie zmienne
decyzyjne sg nieujemne.

Posta¢ kanoniczng zadania PL w zapisie macierzowym mozna
przedstawi¢ nastepujaco: (4)

f(x)=(c,x)= ic‘/ + X, — max(min)

A-x =b
x>0

Uwaga: Kazde zadanie PL mozna sprowadzi¢ do rownowaznej postaci
kanonicznej stosujagc nastepujgce postepowanie:

Kazdy warunek ograniczajacy w postaci nieréwnosci daje sie
sprowadzi¢ do rownosci wprowadzajagc dodatkowe zmienne
swobodne (pozorne). Np. warunek: 2-x +3-x, <100 sprowadzamy do
réwnosci: 2-x +3-x +x, =100 - wprowadzajagc nowa zmienng x, 20,
Natomiast warunek postaci: 1,5x +x, =50 sprowadzamy do rownosci:
L,5-x +x, —x, =50 - wprowadzajac nowg zmienng x, = 0.

W funkcji celu pozorne zmienne decyzyjne: x,x, pojawig sie ze
wspotczynnikami (wagami) rownymi zero ¢, =0; ¢, =0.



O Programowanie liniowe — graficzna interpretacja zadan
programowania liniowego - metoda geometryczna
poszukiwania rozwigzan

1. Przykiad zadania programowania liniowego ZPL - majgcego
jednoznaczne tylko jedno rozwigzanie.

1
f(x,x)=z=—x +x, — max
4 T
a“:;“
- NN
-x +x, < 2
L3197 N
3 2= T B
=X +x, < 3 02
4 =1
x,%,20 2e0




O Programowanie liniowe — graficzna interpretacja zadan
programowania liniowego - metoda geometryczna
poszukiwania rozwigzan

2. Przyktad zadania programowania liniowego ZPL - majacego
niejednoznacznie nieskonczenie wiele rozwigzan.

f(x,x)=z=x+x, —>max
(X +x, < 4
1—x +x, < 2

x,x, 20 iy




O Programowanie liniowe — graficzna interpretacja zadan

programowania liniowego - metoda geometryczna
poszukiwania rozwigzan

3. Przyktad zadania programowania liniowego ZPL - nie majgcego
zadnych rozwigzan.

\\ AX2
N
N Jin \’\\-%':\\ \\\
K7, NN \
N2, Y \ \\
gy A
f(x,x)=z=2x +x — max NN
e \"3‘. \N"\ \
3
—-x+x = 3
5 1 2
1
§— EXI SIE X, > 1]
x,x,20
.




d Programowanie liniowe — dualnos¢ w programowaniu
linflowym

Z kazdym zadaniem pierwotnym (ZP PL) zwigzane jest inne zadanie, ktore
nazywac bedziemy — zadaniem dualnym (ZD PL).

Reguty tworzenia zadania dualnego mozna scharakteryzowaé nastepujaco:

» W zadaniu dualnym jest tyle zmiennych ile warunkéw ograniczajgcych
w zadaniu pierwotnym;

» W zadaniu dualnym jest tyle warunkéw ile zmiennych w zadaniu
pierwotnym;

= Wspotczynniki w funkcji celu zadania pierwotnego sg wyrazami wolnymi
w warunkach ograniczajacych zadania dualnego;

— " Wyrazy wolne zadania pierwotnego stajg sie wagami (wspoétczynnikami)
w funkcji celu zadania dualnego.

» Macierz wspoétczynnikbw zadania dualnego jest transpozycja zadania
pierwotnego;

» Gdy zadanie pierwotne jest na minimum, to zadanie dualne jest

maksimum i na odwroét. .



d Programowanie liniowe — dualnos¢ w programowaniu
linflowym

»Gdy w zadaniu pierwotnym ,i-ta” zmienna jest nieujemna (=0) , to
w zadaniu dualnym odpowiadajacy jej warunek jest typowa nierédwnoscig;

»Gdy w zadaniu pierwotnym na ,,i-t3” zmienng nie natozono zadnych
ograniczen (moze przyjmowaé dowolne wartosci), to w zadaniu dualnym
odpowiadajacy jej warunek jest rownosciga;

»Gdy w zadaniu pierwotnym ,,i-ty” warunek jest typowg nierébwnoscia, to
odpowiadajgca mu zmienna w zadaniu dualnym jest nieujemna (=0) ;

»Gdy w zadaniu pierwotnym ,i-ty” warunek jest rownoscia, to
odpowiadajgca mu zmienna w zadaniu dualnym nie ma ograniczen (moze
przyjmowaé dowolne wartosci);

»Gdy w zadaniu pierwotnym ,i-ty” warunek jest nietypowg nieréwnoscia,
to odpowiadajaca mu zmienna w zadaniu dualnym jest niedodatnia (<0);
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d Programowanie liniowe — dualnos¢ w programowaniu
liniowym — przykfad konstrukcji ZD PL

Zadanie pierwotne - ZP PL

f(x,x,x,x,)=2x —x,+5x,—2x, > min
[ x + x,+2x,+5x, <20
2x — X, - x, =15

3x, + x,—2x,=14

| x,,x,,x, =20,x, -dowolne

Zadanie dualne - ZD PL
g(yl’y29y3) :20)/1 +15y2 "‘14)73 — max

(¥, +2y, < 2
yl_ y2+3y3:_1
<2y1 + y, 5

<
S5y, — yv,—2y, <2
¥, =0,y, =20,y -dowolne
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d Programowanie liniowe - wzajemne zaleznosci
pomiedzy rozwiazaniami zadania pierwotnego oraz
dualnego — twierdzenia o dualnosci

Dla zadan: ZP PL w postaci standardowej na maksimum i dualnego ZD PL

Twierdzenie 1 (o istnieniu obu rozwiazan):

Jezeli ZP PL i ZD PL maja rozwigzania dopuszczalne (spetniajace warunki
ograniczajace), to oba maja réwniez rozwigzania optymalne. Gdy choc¢ jedno
z nich nie ma rozwigzania dopuszczalnego, to oba nie posiadajg rozwigzan
optymalnych.

Twierdzenie 2 (o0 wzajemnej relacji rozwigzan dopuszczalnych):
Jezeli xf,...,xf - jest rozwigzaniem dopuszczalnym ZP PL, za$
V'V - jest rozwigzaniem dopuszczalnym ZD PL, to pomiedzy nimi

zachodzi zaleznosé: Zcx <Zby

Twierdzenie 3 (o rownosci optymalnych rozwigzan ZP PL oraz ZD PL - John
von Neumann): *

Jezeli istniejq takie dwa rozwigzania dopuszczalne: x ..,xX dlaZP PL oraz
¥, »-»y, dlazZDPL, dla ktérych zachodzi zaleznosé:

Z(cjxj )= ;(b,-)’i ) ;

to obydwa te rozwigzania sg optymalne: max(min) ' (x") = min(max)g(y")*



d Programowanie liniowe - wzajemne zaleznosci

pomiedzy rozwiazaniami zadania pierwotnego oraz
dualnego — twierdzenia o dualnosci

Twierdzenie 4 (o rownowadze obu rozwigzan):

0

Jezeli xf’,...,xn - jest rozwigzaniem dopuszczalnym ZP PL, zas
Y, ,...,Y, - jest rozwiazaniem dopuszczalnym ZD PL, to aby te rozwiagzania
byly rozwigzaniami optymalnymi wystarcza, aby spetnione byly warunki:

(1) ZaIJ i<bh=y'=0,(2 Ya,y>c,=x =0
i=1

(3) y| >O:>Zalj i ’ (4) X?>0:>Zm:ai,jyio=0,-;
i=1

=1
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d Programowanie liniowe - metoda Simpleks
wprowadzenie

Metoda Simpleks - jest podstawowg i uniwersalng metoda
rozwigzywania zadan programowania liniowego, ktérg szczegdlnie tatwo
daje sie opracowaé¢ algorytmicznie, a tym samym wykorzystac w
procesie efektywnego poszukiwania rozwigzan ZPL nowoczesnych
komputerowych narzedzi obliczeniowych.

Tworcg metody Simpleks jest B. Dantzing (1947 r.), a je] wprowadzenie
zainicjowato burzliwe wykorzystanie metod matematycznych w praktyce
rozwigzywania wielu sformulowanych, a dotad nierozwigzanych
probleméw decyzyjnych.

Polega ona na sekwencyjnym (krokowym) i scisle ukierunkowanym
(efektywnym) przegladzie tzw. rozwigzan bazowych.

Rozwigzania bazowe zwigzane sg z postacig kanoniczng ZPL (warunki
ograniczajgce w postaci rownosci).

Dlatego punktem wyjscia w algorytmie Simpleks jest postaé kanoniczna
rozwigzywanego zadania programowania liniowego.
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O Programowanie liniowe — metoda Simpleks - postaé
kanonicznai je] Baza
» Posta¢ kanoniczna ZPL.:
f(x,...,x)=(c,x)=cx +..+cx — max(min)
(a x +..+a x =b gdzie:
’ ’ A - macierz o wymiarach (m,n)
Jrrrreee e <:>{/1)C :b wspélczynnikéw w warunkach
a x+..ta x =b x>0 ograniczajacych;
| ’ b — (m — wymiarowy) wektor
(X0, 20 wyrazéw wolnych;
» Baza postaci kanonicznej ZPL.: c — (n —wymiarowy) wektor wag
Macierz B — kwadratowa m - tego funkcji celu;
stopnia nazywamy baza, jezeli sktada x - (n - wymiarowy) wektor
si¢ z m = liniowo niezaleznych kolumn  zmiennych decyzyjnych -
macierzy A. Jej kolumny nazywamy rozszerzony 0 ewentualne
kolumnami bazowymi, zas pozostale zmienne swobodne oraz
kolumny macierzy A kolumnami sztuczne;
niebazowymi. Zmienne  zwigzane A=[a ] b=(b b)
z kolumnami bazowymi nazywamy S e 1252 m

zmiennymi bazowymi, za$ pozostate CZ(CM---,C,Z) x:(x19‘°'9xn)
niebazowymi rz(B)=m; det(B)=0 3



4 Programowanie liniowe - metoda Simpleks -
rozwigzania bazowe

» Przyktad. Znalez¢ rozwigzania bazowe nastepujgcego zadania ZPL

Posta¢ standardowa ZPL.: Postaé kanoniczna ZPL:
f(x,x)=2x +3x, >max f(x,x,x,x,)=2x +3x, +0x, +0x, - max
(2x +2x,<14 (2x +2x,+x, =14
<X1+2X2S8 J x1+2x2 +X4:8 X3, X4 =
wprowadzone
(x,%,20 X, X,,x,x, 20 zmienne swobodne

Przyktadowa Baza dla powyzszej postaci kanonicznej:

Kolumny niebazowe

4

A= 2210 21 X,,X, - zmienne bazowe
= 11" Macierz wspoétczynnikow B = - Baza _ _
120 10 X,,X, - zmienne niebazowe
x=(x,x)
Kolumny bazowe BN

T T T T __ T . ) 34
A-x'=b"<B-x,+ N-x,=b" N-kolumny niebazowe bazowe niebazowe



d Programowanie liniowe - metoda Simpleks
rozwigzania bazowe

Z kazda baza B uktadu rownan w postaci kanonicznej (Ax™=bT) zwigzane jest
jego rozwigzanie bazowe. Jezeli uklad ten jest niesprzeczny (posiada
rozwigzania) oraz (n>m), to posiada skonczong liczbe rozwiagzan bazowych.

A mianowicie co najwyzej:

n,) n!
[mj B m!(n—m)!

Rozwigzania bazowe tego uktadu mozna uzyskaé¢ nastepujgco:

» Wyznaczy¢ kolejne bazy B tego uktadu;

= Zmiennym niebazowym - x,, przypisa¢ wartos¢ zero: x=0;

» Wartosci zmiennych bazowych xz; —wyznaczamy rozwigzujac uktad
m — réwnan z m — niewiadomymi: Bxg'=b" —wynika to z zaleznosci:

Ax'=b <B-x,+N-x, =b

Jezeli wartosci kazdej zmiennej bazowe] w rozwigzaniu ukifadu réwnan
Bxg'™=bT jest rézne od zera, to takie rozwigzanie bazowe nazywamy
niezdegenerowanym. Jezeli wartos¢ cho¢ jednej zmiennej bazowe] jest

rowna zero, to takie rozwigzanie nazywamy zdegenerowanym.
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U Programowanie liniowe — metoda Simpleks - przeglad
zupetny rozwigzan bazowych

Twierdzenie. Jezeli zadanie ZPL ma rozwigzanie optymalne, to ma takze
rozwigzanie optymalne bazowe.

Stad wniosek, ze rozwigzania optymalnego wystarczy szuka¢ wsroéd rozwigzan

bazowych. Mozna je znalezé dokonujac zupetnego przegladu wszystkich
rozwigzan bazowych. Dla naszego przyktadu mamy:

f(x1>x29x3,x4) = 2x1 -I-?’)C2 -I-O)C3 +O)C4 —>MaxX \Wszystkich rozwigzan bazowych
. : . . (4 !
2x +2x, +x, =14 4 {2 2 1 O} moze byé co najwyzej:[ j ¥ _3.9-6

:ﬁ:

= 2
| X +2x, +x, =38 12 01 {XuXoh{Xq Xahi{X1,Xa X2, X} {X2, X4 15 {X3, X 4}
X,X,,Xx,x, 20 T I I X Kazda z kombinacji moze by¢ baza,

bo kazda z kolumn A jest liniowo
niezalezna od pozostatych

Bedziemy mie¢ zatem 6 rozwigzan bazowych. Niektére z nich moga by¢ jednak

niedopuszczalne (a takie nas nie interesujg). Rozwigzanie bazowe nazywamy
dopuszczalnym, gdy dla danej bazy B, zachodzi: x, =20
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U Programowanie liniowe — metoda Simpleks - przeglad
zupetny rozwigzan bazowych

» Rozwigzania bazowe dla naszego przykiadu:

Zmienne Baza (B1l) | Baza(B2) | Baza (B3) | Baza (B4) | Baza (B5) | Baza (B6)
decyzyjne {x1.%2} {x1,x3} {x1,%4} {x2.x3} {x2.%4} {X3.%4}
X1 6 8 7 0 0 0
X5 1 o) 0 4 7 0
X3 0 -2 0 6 0 14
X4 0 0 1 0 -6 8
Funkcja celu 15 Niedop. 14 12 Niedop. 0
F(X1,X2,X3,X4) (Max)

Uktad réwnan
w postaci kanoniczneyj: Funkcja celu:

(2x +2x,+x, =14 f(x,x,x,x,)=2x +3x,+0x +0x,
x+2x, +x,=8

J\
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U Programowanie liniowe — metoda Simpleks -

zupetny rozwigzan bazowych

przeglad
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U Programowanie liniowe — metoda Simpleks — ujecie
algorytmiczne

W ogdélnym przypadku metoda przegladu zupetnego rozwigzan bazowych
jest nieefektywna (duza ztozonos¢ obliczeniowa). Dla n=10 i m=5 musimy
dokona¢ przegladu juz 252 ewentualnych rozwigzan bazowych oraz
rozwigzywaé ukltady 5 rownan z 5 niewiadomymi. Dlatego w praktyce
stosuje sie przeglad ukierunkowany (tak jak w metodzie - Simpleks)

W metodzie Simpleks wykorzystuje sie metode ukierunkowanego przegladu
rozwigzan bazowych, od pierwszego znanego rozwigzania bazowego
dopuszczalnego, do nastepnego, o ktérym wiadomo, ze nie jest gorsze od

poprzedniego. Pomijamy rozwigzania niedopuszczalne oraz te, ktére sa gorsze
od aktualnie rozwazanego.
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U Programowanie liniowe — metoda Simpleks — ujecie
algorytmiczne

. ALGORYTM SINMPLEX
tart
Erols 1:

l Przedstawienie zadatia - ZPL w postaci
kanonicznej - bazrowej. Zapisanie zadariia
J w  tabhlicy simpleksowej. Znalezienie

Pierwszego romwigTatia hazowezo
dopuszczalnego.

.[1 EKrolk 2:

J W ooparcia o simpleksowe  Jayvierium

[ Krolz 1

Erok 2 optyvmalnosci badamy, czy  aktualne

ro@mrigzatie bazowe dopuszczalne jest

optirmaliie.

Decyzja 1:

_ Jezeli — Talk, to kondec algotytina,
Decyzia > Jezeli Mie, to nastepior kaok 3;

EKxrol 3:

Znalezé mmer wektora wprowadzatiego do
bary - =zastosowanie kKryyterium wejscia
oraz faner wekiora wyprowadzanego
= altualne] bazmy - zastosowatie Javierium
Frak 3 wyjscia, Okreslic tza. element centralny
tablicy simpleksowe].

Exrolk 4:
. Wymienic welkliorny w bazmie 1 utworzye

nowg postad kanwoniczming - bazows (T oag
—— Krok 4 bazg). Wymnaczwd mowsa postac tablicwy

\ J simpleksowe]. Powrdt do krolku 2.

ie

Talk
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