Zagadnienia transportowe (algorytm transportowy)

Przyklad 1. Cztery piekarnie nalezace do pewnej firmy zaopatruja si¢ w make w trzech mtynach. Podaz maki w
miynie M1 wynosi 100 ton, w mtynie M2 — 200 ton, w mtynie M3 — 100 ton. Zapotrzebowanie piekarn na make
ksztattuje si¢ nastgpujaco: piekarnia I — 120 ton, piekarnia II — 70 ton, piekarnia III — 80 ton, piekarnia IV — 130
ton. Jednostkowe koszty transportu (w zt na ton¢) podano w tabeli.

Piekarnie
Miyny I I 11 v

M, 7 15 16

M, 12 11 8 4

M; 5 13 9 10
a) Ustal optymalny plan dostaw maki, minimalizujacy koszt transportu
b) Podaj minimalny koszt transportu,
c) Popyt piekarni trzeciej spadt o 30 jednostek. Jaki ma to wpltyw na wartos¢ kosztu transportu? Jaki bylby

wplyw, gdyby ten spadek popytu dotyczyl piekarni pierwszej?

Ad a)ib)

Ad c¢) — do rozwiazania samodzielnie
Model matematyczny:

e Dane: podaz — mozliwe wielkosci dostaw dla mtynow (dostawcey): a; = 100,a, = 200,a; = 100

e Dane: popyt piekarn - zapotrzebowanie (odbiorcy): b; = 120,b, = 70, b; = 80,b, = 130.

e Zadanie jest zbilansowane (zamknigte zagadnienie transportowe), gdyz globalna podaz i popyt si¢
rownowaza - Yy a; = Y= Th; =100+ 200 + 100 = 120 + 70 + 80 + 130 = 400.

X110 Xin
e Zmienne decyzyjne: X = | : ) i [, x;; = 0— wielko$¢ dostaw z i-tego mtyna (i=1,...,m=3) do j-tej
Xm1 " Xmn
piekarni (j=1,...,n=4).
o Funkgja celu: F(X = X;;) = S Y01 G =

7xx10+ 15 %%, + 16 % x5 + 6% x4 +
12 x xp10 + 11 % Xpp + 8 % Xp3 + 4 x x5, +

5xx31 + 13 xx35, + 9 * x33 + 10 * x3, = min

7 15 16 6
gdzie: C = [Ci j] =12 11 8 4 | - macierz kosztow jednostkowych dostaw
5 13 9 10

e  Warunki ograniczajace:

X11 + X152 + X453 + x4 = 100

Warunki podazowe: {xu + X35 + X33 + x4 = 200 — suma dostaw maki z mtynow i=1,2,3 do wszystkich 4
X31 + X35 + X33 + X34 = 100

piekarn jest rowna podazy maki we mtynach.

X171 + Xoq + X3, = 120
X1 + Xop + X3, = 70
Xq3 + X33 + X33 = 80
X4 + Xo4 + X3, = 130
piekarn j=1,2,3.4 jest rtowna zapotrzebowaniu na make w tychpiekarniach.

Warunki popytowe: — suma dostaw maki ze wszystkich mtynow i=1,2,3 do kazdej z

Warunki brzegowe Xij = 0,i=1,23;j=1234.



Rozwiazanie (wykorzystanie algorytmu transportowego): - zob. materialy wyklad

e I etap — znalezienie poczatkowego rozwigzania bazowego dopuszczalnego. Majacego m+n-1 zmiennych
bazowych (3+4-1=6)

Metoda najmniejszego elementu macierzy kosztéw: - zob. materialy wyklad

Oznaczmy I = {1,2,3} (aktualnie) — zbior indeksow dostawcoéw (miyny), ktorych zasoby w danym kroku
iteracyjnym wyboru zmiennych nie zostaly jeszcze w pelni rozdysponowane.

Oznaczmy J = {1,2,3,4} (aktualnie) — zbior indeksow odbiorcow (piekarnie), ktorych zasoby w danym kroku
iteracyjnym wyboru zmiennych nie zostaty jeszcze w pelni rozdysponowane.

Jako kolejne zmienne bazowe xr(f;() - w kolejnych krokach iteracyjnych (iteracji p) wybieramy zmienne o takich

numerach, ktére minimalizujg koszty jednostkowe: cr(_’;() =min{cij:(i, J)eIx ]}, a wigc dla ktéorych w

macierzy kosztow jednostkowych jest najmniejszy element z jeszcze dostepnych w iteracji (p).

Wygodnie proces wyboru zmiennych jest przedstawi¢ w postaci tablicy przewozow:

agp) — oznacza zmodyfikowany wektor podazy dla i-tego dostawcy w iteracji ,,p”

b].(p) — oznacza zmodyfikowany wektor popytu dla j-tego odbiorcy w iteracji ,,p”

Tablica przewozow:

i/i (0) 1) ) 3) [€)] %) (6)
i/] 1 - 2 - 3 - 4 a; a; a; a; a; a; a;
3 5 6
1 Xy x5 x5 100 100 100 80 80 10 0
=20 =70 =10
2 £ ) 200 70 70 70 0 0 0
2,3 2,4
=70 =130
3 xézl) 100 100 0 0 0 0 0
=100
p© 120 70 80 130 Ya;=
! Y. b;=400
O] 120 70 80 0
i
p@ 20 70 80 0
i
p® 0 70 80 0
i
p@® 0 70 10 0
i
p® 0 0 10 0
i
bj(6) 0 0 0 0

(p=1 —iteracja 1):

7 15 16 6
, e =min{c;: () €{1,23} x (1,234} = ¢ =

Aktualna petna macierz € = [Cij] = [12 11 8 4
5 13 9 10
4, zatem jako (1) zmienng bazowa wybieramyxé’lg.

Warto$¢ tej zmiennej wyznaczamy ze wzoru rekurencyjnego (zob. materiaty wyktad): x&) = min{ago), bio)} =

min{200,130} = 130.
Dokonujemy korekty wektoréw podazy dla r=2 (drugiego) dostawcy: agl) = ago) - x&) =200-130=70,

oraz podobnie dla k=4 (czwartego) odbiorcy: bil) = bio) - x&) =130-130=0.



Dla pozostatych numeréw dostawcow oraz odbiorcéw, ktorzy nie biorg udzialu w dostawach w tej iteracji
warto$ci podazy i popytu przepisujemy z iteracji poprzedniej (w tym wypadku poczatkowej — zerowej). Zatem:
at? = {100,70,100}, za$ b = {120,70,80,0}.

Skres$lamy ze zbioru indeksow odbiorcow odbiorce (j=4), bo wyzerowalo si¢ jego zapotrzebowanie | = {1,2,3}.
Koniec iteracji (p=1)

(p=2 — iteracja 2):

7 15 16
Aktualna macierz C = [Cij] = [12 11 8 l, cr(zk) = min{cij: (i,)) € {1,2,3} x {1,2,3}} = ¢35, = 5, zatem jako
5 13 9

(2) zmienng bazowa wybieramy x( )

Warto$¢ tej zmiennej wyznaczamy ze wzoru rekurencyjnego: x( ) — min{agl), bil)} = min{100,120} = 100.
Dokonujemy korekty wektorow podazy dla r=3 (trzeciego) dostawcy: a(z) agl) xng 100 - 100 =0,
oraz podobnie dla k=1 (pierwszego) odbiorcy: biz) = bil) - xgzl) =120 —-100 = 20.

Dla pozostatych numeréw dostawcow oraz odbiorcéw, ktorzy nie biorg udzialu w dostawach w tej iteracji
warto$ci podazy i popytu przepisujemy z iteracji poprzedniej (pierwszej). Zatem: al.(z) = {100,70,0}, za$
b® = {20,70,80,0}.

Skreslamy ze zbioru indeksow dostawcoéw (i=3)trzeci mityn, bo wyzerowata si¢ jego podazl = {1,2}. Koniec
iteracji (p=2)

(p=3 —iteracja 3):

15 16 cr(3k) = min{cij: (i,j) € {1,2} x {1,2,3}} = ¢1, = 7, zatem jako

121 8/l
()

Aktualna macierz C = [C i ]]

(3) zmienng bazowa wybieramy x;
Warto$¢ tej zmiennej wyznaczamy ze wzoru rekurencyjnego: xil) = min{aiz), biz)} = min{100,20} = 20.
Dokonujemy korekty wektoréw podazy dla r=1 (pierwszego) dostawcy: a(3) = agz) x1(31) =100 — 20 = 80,
oraz podobnie dla k=1 (pierwszego) odbiorcy: b(3) b(z) x1(31) 20—20=0.

Dla pozostatych numerow dostawcoéw oraz odbiorcow, ktorzy nie biorg udzialu w dostawach w tej iteracji
wartosci podazy i popytu przepisujemy z iteracji poprzedniej (drugiej). Zatem: aE3) = {80,70,0}, za$ b].(3) =
{0,70,80,0}.

Skre$lamy ze zbioru indekséw odbiorcow (j=1) pierwsza piekarnie, bo wyzerowatl si¢ jego popyt J= {2,3}.
Koniec iteracji (p=3).

(p=4 — iteracja 4):

, Cr(4k) = minf{c;;: (i, J)) € {1,2} x {2,3}} = ;3 = 8, zatem jako (4)

Aktualna macierz C —[ U] [15 o

zmienng bazowa wybieramy x( )

Wartos$¢ tej zmiennej wyznaczamy ze wzoru rekurencyjnego: x( ) = min{agz’), b§3)} = min{70,80} = 70.

Dokonujemy korekty wektoréw podazy dla r=2 (drugiego) dostawcy: a(4) = a§3) x§43) =70—-70=0, oraz
podobnie dla k=3 (trzeciego) odbiorcy: b§4) = b§3) (4) =80-70 =10.



Dla pozostatych numeréw dostawcow oraz odbiorcéw, ktorzy nie biorg udzialu w dostawach w tej iteracji
wartosci podazy i popytu przepisujemy z iteracji poprzedniej (trzeciej). Zatem: al@ = {80,0,0}, za$ b].(4) =
{0,70,10,0}.

Skres$lamy ze zbioru indekséw nadawcow (i=2) drugimtyn, bo wyzerowala si¢ jego podazI= {1}. Koniec iteracji
(p=4).

(p=5 —iteracja 5):

Aktualna macierz € = [Cij] =[15 16], cﬁsk) = min{cij: (i,)) € {1} x{2,3}} = ¢, = 15, zatem jako (5)

zmienng bazowg wybieramy xl(sz) .

Warto$¢ tej zmiennej wyznaczamy ze wzoru rekurencyjnego: xg) = min{a§4), bgﬂ} = min{80,70} = 70.
Dokonujemy korekty wektorow podazy dla r=1 (pierwszego) dostawcy: ais) = a§4) - x£52) =80—-70 =10,
oraz podobnie dla k=2 (drugiego) odbiorcy: b§5) = bgﬂ — xfz) =70—-70=0.

Dla pozostatych numeréw dostawcow oraz odbiorcéw, ktorzy nie biorg udzialu w dostawach w tej iteracji
warto$ci podazy i popytu przepisujemy z iteracji poprzedniej (czwartej). Zatem: ai(s) = {10,0,0}, za$ bj(s) =
{0,0,10,0}.

Skre$lamy ze zbioru indeksow nadawcow (j=2) druggpiekarnie, bo wyzerowato sie jejzapotrzebowanieJ= {3}.
Koniec iteracji (p=5)

(p=6 — iteracja 6) - ostatnia:

Pozostalo tylko 10 ton towaru we mtynie i=1, ktore oczywiscie nalezy dostarczy¢ do j=3 (trzeciej piekarni),
zatem ostatnig zmienng bazowg jest xl(? = 10. Zeruja si¢ oczywiscie wektory podazy i popytu (zob. tabela

przewozow).
e I etap algorytmu (sprawdzenie optymalnosci rozwigzania poczatkowego).

Aktualne poczatkowe rozwigzanie bazowe jest nastgpujace:

© 20 70 10 0
X5 =[Xy] = [

0 0 70 130], za$ warto$¢ tacznych kosztow dostaw wynosi F(X) = 20«7 4+ 70 *

100 0 O 0
15+10+16+ 70 %8 + 130 4 + 100 * 5 = 2930 [z1].

Wyznaczamy tzw. koszty zastepcze C‘ij, dla 6 zmiennych bazowych koszty zastepcze sa réwne kosztom
W}aéciwym: 611 = Cll = 7, 612 = Clz = 15, 613 = 613 = 16, 623 = Cz3 = 8, 624 = Cz4 = 4, 631 = C31 = 5.

_[7 15 16
¢= 8 4
5

Natomiast wartosci pozostatych kosztow zastgpczych znajdujemy zgodnie z procedura: znalez¢ takie dwa
wiersze lub takie dwie kolumny dla ktéorych mozna wyznaczy¢ stata wspolng rdéznice np. pomiedzy wierszem 1 i
2 mozemy wyznaczy¢ wspdlna réznice 16-8=8 i zaktadajac, ze ona ma by¢ niezmienna dla wszystkich
elementéow z danej kolumny w tych wierszach znajdujemy warto$ci pozostatych brakujacych kosztow
zastgpczych rozwigzujac proste rownania: 7 —Cyy =8 = 6y = =1, 156, =865, =7, 614, —4 =8>
€14 = 12. Teraz mozemy wyznaczy¢ np. roéznice pomigdzy kolumng 2 i 1, ktéra wynosi: 15-7=8, zatem:
€35 — 5 = 8 = {3, = 13. Podobnie np. réznica pomigdzy 3 i 2 kolumng wynosi 1, zatem €33 — 13 =1 - {33 =
14. Wspolna roznica pomigdzy 3 i 2 wierszem wynosi 6, zatem ¢3, — 4 = 6 — {53, = 10.

Ostateczna posta¢ macierzy kosztow zastepczych jest nastgpujaca:

O [7 15 16 12
c=[—1 7 8 4]

5 13 14 10



Wyznaczamy teraz macierz rdznic postaci:

7 15 16 15 16 12 -6
R=[r]=Cc-C=|12 11 13 4 0
' 10

5 13 14 10 0

Kryterium optymalnoSci: aktualne rozwiazanie bazowe jest optymalne, gdy wszystkie roznice dla
zmiennych niebazowych sa nieujemne.

W naszym przypadku sa dwie réznice ujemne -6 i -5 (zatem rozwiazanie poczatkowe, spehiajace warunki
ograniczajace nie jest optymalne).

e III etap algorytmu (poprawa rozwigzania).

Iteracja (p=1) poprawy rozwiazania:

Kazde rozwigzanie bazowe zadania transportowego mozemy przedstawi¢ w postaci grafu (ilustracji graficznej)

N 2 3 4
1 (o(e

z o
T

Rys.1. Ilustracja poczatkowego rozwigzania bazowego - graf

Jest to graf tzw. spdjny (czyli kazdy wierzcholek jest potaczony krawedziag — mozemy taczy¢ tylko w poziomie i
pionie jak na rysunku) oraz nie posiadajacy obszaréw zamknietych (konturéw) — graf tzw. bezkonturowy.

Musimy ustali¢ w celu poprawy rozwigzania bazowego, ktoéra ze zmiennych nie bedacych bazowymi
wprowadzimy do bazy (kryterium wejscia do bazy):

Kryterium wejscia: do bazy wprowadzamy taka zmienna (niebazowa), dla ktoérej w macierzy roznic
mamy najwiekszy element (co do wartosci bezwzglednej) z ujemnych wartosci Rij (czyli najmniejszy
ujemny).

W naszym przypadku sad dwa elementy ujemne, a najmniejszy ujemny jest -6 dla zmiennej niebazowejx .
Zatem tg zmienna wprowadzimy do bazy (k=1,1=4) — to jej indeksy.

Wprowadzajac ta zmienng do bazy (graf - rys. 1) otrzymujemy w tym grafiekontur - rys.2. Pomigdzy
wierzchotkami (1,3); (1,4); (2,4); (2,3). Interesuja nas wezty narozne tego konturu (zbiér G). W tym wypadku
sa to wszystkie 4 wezty powstalego konturu. G = {(1,3); (1,4); (2,4); (2,3)} — bedzie ich zawsze parzysta liczba
(tutaj 4). Nastepnie stosujemy odpowiednig procedure cechowania wierzchotkdéw: wierzchotek wprowadzany do
bazy otrzymuje cechg (+), nastgpnie na przemian (np. zgodnie z ruchem wskazowek zegara) pozostate wezty
narozne konturu cechujemy (-/+). Tym samym przy parzystej liczbie - pomigdzy sgsiednimi we¢ztami naroznymi
nie bedzie 2 wierzchotkéw majacych ta sama ceche (rys. 2).
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Rys. 2. Ilustracja poczatkowego rozwiazania bazowego — graf z cechowaniem wierzchotkow naroznych w
konturze.

Taka procedura cechowania rozbila nam zbior G na dwa podzbiory: Gt = {(1,4); (2,3)} — ocechowanych na
plus (+) oraz G~ = {(1,3); (2,4)} — ocechowanych na minus (-)

Obliczamy jaka warto$¢ transportu nalezy przypisa¢ zmiennej wprowadzanej do nowego rozwigzania bazowego

zgodnie z kryterium wej$cia stosujac wzor iteracyjny dla kolejnych iteracji (p): x,g’) = ming jjeg- xi(f_l).

W naszym przypadku dla p=1 iteracji poprawy rozwigzania mamy: xS) = ming jyeg-=((1,3);2,4)110; 130} =

10.

Modyfikujemy warto$ci pozostalych zmiennych naroznych ocechowanych na (+), w naszym przypadku dla

: P . : . @ — -1 ®
zmiennej o indeksach (2,3): x,3 zgodnie ze wzorem: X HeGH(i)ten) — X)) + X

zostaje zwigkszona o warto$¢ przypisang zmiennej wprowadzanej do bazy. Dla naszej (p=1) pierwszej iteracji

X% =70+ 10 = 80.

) poprzednia warto$¢

Tak samo modyfikujemy warto$ci zmiennych naroznych ocechowanych na (-) zgodnie ze wzorem: x((iz? 1)')ec— =

(r-1) ®

Xijy ~ Xy - poprzednia warto$¢ zostaje pomniejszona o warto$¢ przypisang zmiennej wprowadzanej do

bazy. Dla naszej (p=1) pierwszej iteracji mamy dla x((ll‘)3) =10—10 = 0 oraz dla x((zlzl) =130—-10 = 120.

Ze zbioru zmiennych bazowych usuwamy ta zmienng, dla ktoérej skorygowana warto$¢ dla zmiennych
ocechowanych na (-) jest najmniejsza (rowna zero). W tym wypadku zmienna x;3(tzw. kryterium wyjscia z
bazy).

Wartosci pozostatych zmiennych w grafie nie bg¢dacych naroznymi w konturze lub nie nalezacych do konturu nie
ulegaja zmianie (przepisujemy z poprzedniej iteracji) — aktualnie z wartosci poczatkowych rozwigzania
bazowego.

Otrzymujemy po (1) iteracji poprawy rozwigzania nowe drugie rozwigzanie bazowe postaci:

o 20 70 0 10
Xp =[Xij]=[

0 0 80 120], za$§ warto$¢ lacznych kosztow dostaw wynosi F(Xél)) =20%7+70+%

100 0 O 0
15+10+«6+80%8+120%4 + 100 x5 = 2870 zt

Uwaga: Warto zauwazyé, ze F(Xél)) = F(Xg))) — | P14l * x&) =2930— 6 10 = 2870 [zl]] — poprzednia
warto$¢ funkcji celu dla poczatkowego rozwiagzania bazowego pomniejszona o koszt wynikajacy ze
zmniejszenia warto$ci funkcji celu wynikajacy z wprowadzenia nowej bardziej efektywnej zmiennej bazowej.Z
interpretacji wskaznika réznic wynika, ze o 6 ztotych mozemy zmniejszy¢ koszt na 1 jednostce [1t] maki, jezeli
bedziemy transportowac zgodnie z nowym rozwigzaniem tzn. wprowadzimy zmiennadla dostawz 1 do 4.

Iteracja (p=2) sprawdzenie optymalnosci i poprawa rozwiazania:

Graf nowego rozwigzania bazowego jest nastepujacy:
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Rys. 3. Nowy graf aktualnego rozwigzania bazowego (p=2).

Macierz kosztow zastgpczych oraz macierz roznic jest postaci:

. 7 15 10 6 0 0 6 0
C=[é]=|5 13 8 4|, R=[n]=[7 -2 0 0

5 13 8 4 0 0 1 6
Poniewaz r,, = —2 < 0, zatem nie jest to rozwigzanie optymalne.

Poprawiamy rozwigzanie i wprowadzamy nowa zmienng do nowej bazy x,, (jedyny ujemny wspotczynnik
roznic). Procedurg cechowania wierzchotkéw naroznych dla nowego konturu przedstawia (rys. 4).

N 1 2 3 4

— +

- Q

T
!
!

2 ‘t --- -@0 @6’
3 (oo

Rys. 4.Graf aktualnego rozwigzania bazowego (p=2) z cechowaniem.
Obliczamy nowe wartosci zmiennej wprowadzanej do bazy xg) = min{70,120} = 70.

Obliczamy skorygowane warto$ci dla ocechowanej na (+) drugiej zmiennej xii) =10+ 70 = 80.

Obliczamy skorygowane warto$ci dla ocechowanych na (-) zmiennych naroznych konturu xg) =70—-70=0

oraz x\2) = 120 — 70 = 50.

Pozostate wierzcholki dla zmiennych bazowych si¢ nie zmieniaja.

Otrzymujemy trzecie rozwigzanie bazowe:

20 0 0 80

0 70 80 50], za$ warto$¢ tacznych kosztow dostaw wynosi F (X E(;Z)) =20%7+ 80 *
100 0 0 O
6+70%11+80%8+50%4+ 1005 =2870—2x*70 = 2730 zt.

XP = [xy] =




Iteracja (p=3) sprawdzenie optymalnosci i poprawa rozwigzania:

Graf nowego rozwigzania bazowego jest nastepujacy:

N 1 2 3 4
. @ _ @.

5 @ @ (o
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Rys. 5. Nowy graf aktualnego rozwigzania bazowego (p=3).

Macierz kosztow zastepczych oraz macierz réznic dla nowego rozwigzania jest postaci:
. 7 13 10 6 0 2 6 0
C=[&]=|5 11 8 4|, R=[nj]=[7 0 0 0
5 11 8 4 0 2 1 6
Poniewaz wszystkie wspotczynniki réznic dla zmiennych nie begdacych bazowymi sa >=0, toaktualne
rozwigzanie bazowe jest rozwigzaniem optymalnym !!!

Zatem (koniec algorytmu):

20 0 0 80

0 70 80 50], za$ warto$¢ minimalnych lacznych kosztow dostaw maki do wszystkich
100 0 0 O
piekarn wynosi Fy,;,, (X*) = 2730 zt.

XY =[x,] =

Przyklad 2. (zagadnienie minimalizacji pustych przebiegow) — teoria zob. materialy do wykladow

Do siedmiu stacji kolejowych nadchodza i sa odprawiane przesyitki calowagonowe. Wielkosci przywozu
p;oraz wywozu w;, a takze odlegtosci pomigdzy stacjami podano w tabeli:

Stacja 1 2 3 4 5 6 7 p;
kolejowa
1 0 56 38 132 21 55 24 18
2 0 27 46 31 10 99 15
3 0 22 44 33 77 16
4 0 18 9 66 15
5 0 90 11 19
6 0 44 12
7 0 5
w; 12 13 22 22 10 12 9 Suma
100

Opracowa¢ plan dystrybucji (przemieszczania) pustych wagonow, tak aby taczny wagonokilometraz pustych
przebiegéw byl mozliwie najmniejszy.




Rozwiazanie:

Ustalenie numer6éw stacji, ktore sa nadawcami pustych przebiegow (w; — p;<0) — wigcej wagonoéw petnych
z przesytkami przyjezdza do stacji niz petnych z niej wyjezdza, wigc niektére wyjezdzaja puste, oraz numerdw
stacji, ktore sa odbiorcami pustych przebiegow wagondéw (w; — p;>0). Stacje, dla ktorych (w; —p; = 0)
pomijamy w obliczeniach (ze zbioru rozwazanych punktow dostaw), gdyz problem pustych przebiegow dla nich
nie wystepuje.

(1) (w; —p;) Nadawca/Odbiorca (N/O)
pustych przebiegow

1 12-18 = -6 N)

2 13-15=-2 N)

3 22-16=6 (0)

4 22-15=17 (0)

5 10-19=-9 N)

6 12-12=0 problem pustych przebiegow

nie wystepuje
7 9-5=4 (0)

Model matematyczny (zapisany za pomoca zamknietego zadania transportowego):

Dane: k=3 — liczba nadawcow, 1=3 — liczba odbiorcow.

Zbior indekséw nadawcow [ ={1(i=1),2({ =2),3(i=05)}. Zbiér indeksow odbiorcow J={1(i =
3,2(i=4),3(@= 7}

Wektor podazy na puste wagony dla stacji nadawcow: a = (aq, a,, as) = (6,2,9).
Wektor popytu na puste wagony dla stacji odbiorcow: b= (b4, b,, b3) = (6,7,4).
Zadanie jest zbilansowane, bo Y¥=2 a; = 25231 bj = 17 wagon6éw pustych nalezy rozlokowac.

Macierz wspotczynnikow funkcji celu (odleglosci pomigdzy stacjami nadawcéow i odbiorcow) d;; =
stacja 3 (1) stacja4 (2) stacja7(3)

stacja 1 (1) 38 132 24
stacja 2 (2) 27 46 99
stacja 5 (3) 44 18 11

X11 X12 X13

Zmienne decyzyjne: X =0 = [xij] = [x21 X22 Xzal — liczba pustych wagonow przewozonych pomigdzy
X31 X322 X33

stacjami (i-nadawcow) oraz (j-odbiorcow).

Funkcja celu: (wagonokilometraz pustych przebiegow [wagonéw*km]) F(X) = ¥3_; Zf?:l d;j * xij > min

F(X)=38%x, +132%x1, + 24 % X135 + 27 x X5 + 46 * X5 + 99 * X535 + 44 * x5, +

+18 * x3, + 11 * x33 - min

Warunki ograniczajace:

X117+ X2 + X33

X21 t X2 + X3

X317t X32 + X33

X117+ X210 + X3

X12 + X2 + X3

X13 + X3 + X33
.x,:j

I
oOR NV NO

vV



Rozwiazanie algorytmem transportowym:

Poczatkowe rozwigzanie — metoda minimalnego elementu macierzy kosztow.

Tablica przewozow:

i |1 2 3 @ [a® @ [a® [ @ [ a®
@ _ ® _
U a® =] 2®= 6 6 | 6 | 6 | 2] 0
2 [x® =2 2 2 1 2101 0] o0
’ @ _ M _
3 x@D =5 | 2 = 9 5 0] 0] 0] o0
bj(o) 6 7 4 Ya=
bj(l) 6 7 0
b® 6 2 0
b® 4 2 0
b® 0 2 0
b® 0 0 0

, F(XP) =4+38+2%132+2%27 +5+

Pierwsze rozwigzanie bazowe dopuszczalne X, él) = [2 0 0
0 5 4
18 + 4 x 11 = 604 [wagonokilometrow]

Sprawdzenie optymalnosci:

38 132 125
Macierz kosztow zastgpczych: ¢;; = | 27 121 114
-76 18 11

0 0 -101
Macierz réznic: 1;; = [ 0 =75 =15 l, zatem wprowadzamy nowg zmienng bazowa w celu poprawy
120 O 0
rozwigzania: x;3 (najwigkszy ujemny - minimalny element w macierzy réznic = -101).

Graf rozwigzania bazowego i1 procedura cechowania wierzchotkow konturu {(1,3);(3,3);(3,2);(1,2)}

N 1 2 3

Obliczenie wartosci zmodyfikowanych wierzchotkéw dla nowego rozwiazania bazowego:

dla zmiennej wprowadzanej do bazy (ocechowanej na +): x;3 = ming jeg-{X12, X33} = min{2,4} = 2
dla pozostatych wierzchotkow ocechowanych na (+): x3, =5+2 =7

dla wierzchotkéw ocechowanychna (-): x1, =2 —-2=0,x33 =4—-2=2

Pozostale zmienne bazowe nie ulegaja zmianie.

Poniewaz dla x;, = 0, to usuwamy ta zmienna z bazy.



Powstaje nowe rozwigzanie bazowe X éz) = [2 0 0

0 7 2

,F(XxV) = 604 — 2 % 101 = 402 [wagonokilometrow]

Sprawdzenie optymalno$ci nowego rozwigzania:

38 31 24
Macierz kosztow zastgpczych: ¢;; = [27 20 13]
25 18 11
0 101 O
Macierz roznic: r;; = [O 26 86].
19 0 0

Poniewaz wszystkie roznice dla bazowych sg nieujemne, to jest to rozwigzanie optymalne.

Rozwiazanie ostateczne optymalne: x{; = 4; x{3 = 2; x3; = 2; X3, = 7; x33 = 2 — nalezy zatem ze stacji (1)
dokona¢ alokacji 4 pustych wagonow do stacji (3) oraz 2 pustych wagondéw do stacji (2), ze stacji (2) nalezy
przesta¢ 2 puste wagony do stacji (3) oraz ze stacji (5) 7 pustych wagondéw do stacji (4) i 2 puste wagony do
stacji (7). Laczny minimalny wagonokilometraz pustych przebiegéw wyniesie F,,;, = 402 [wagony*km].

Wykorzystanie algorytmu Simpleks

Przyklad 3. Przedsigbiorstwo posredniczy w handlu jednorodnym towarem pomi¢dzy dwoma producentami a
trzema odbiorcami. Cena zakupu towaru u producenta, koszt transportu do odbiorcy oraz cena sprzedazy Sa
podane w tabeli. Posrednik zobowigzat si¢ do zaspokojenia w pelni zapotrzebowania trzeciego odbiorcy.

Koszt
01 02 03 zakupu Podaz
k; %
P1 7 1 4 7 30
P2 3 2 6 8 40
Cena 15 13 14
sprzedazy
pj
Popyt 20 15 40
b;

J

a) Ustal plan dzialania maksymalizujacy zysk posrednika. Podaj warto$¢ przychodu ze sprzedazy, kosztow
zakupu, kosztow transportu oraz taczny zyskposrednika.

Model matematyczny:

Dane:

Macierz zyskow jednostkowych wy; = p; — k; — ¢;;, zatem: w;; = [41} g (3)] Wektor podazy nadawcow:a =

[30,40]. Wektor popytu odbiorcow b= [20,15,40]. Zauwazmy, ze: Y7y a; = 30 + 40 = 70<X¥3_, b; = 20 +

15 + 40 = 75, zatem niektorzy odbiorcy nie moga otrzyma¢ w petni swego zapotrzebowania.

Zmienne decyzyjne:

X1 X
X=|x;] = [xi x;z

transportowanego na danej trasie (i,j) oraz sprzedanego j-temu odbiorcy.

xlz] — wielko$¢ towaru zakupionego przez posrednika u i-tego producenta (dostawcy),



Dla potrzeb ZPL wprowadzmy jedno-indeksowe zmienne decyzyjne X;:
X =[X11=X1 Xi2 =Xy X13 =Xz X1 =X4 Xyp =X5 X3 = Xg]

oraz wektor wspotczynnikow funkeji celu w;:
w=[1 5 3 4 3 0]

Funkcja celu: tacznych zyskoéw posrednika przyjmie postaé: F(x) = Zjﬁ-zl wpsx; =1%x; +5%x, +3*x3 +
4% x, +3*x5+0*x5 > max

Warunki ograniczajace:

X3 + Xg = 40 (1)
X1+ Xy < 20 (2)
Xy + Xs < 15 (3)
x1+x;+x3 < 30 (4)
Xg+x5+xs < 40 (5)
Xiji=1,..,6 = 0 (6)

Warunek (1) oznacza realizacj¢ w petni zapotrzebowania 3-go odbiorcy. Warunki (2) i (3) okre$laja ograniczenia
dla dostaw mozliwych towaréw do odbiorcow numer 1 i 2. Natomiast warunki (4) i (5) oznaczaja
nieprzekroczenie podazy dla obu odbiorcow.

Sprowadzamy uktad warunkow ograniczajacych do postaci kanonicznej (wszystkie warunki jako roéwnania)
wprowadzajac zmienne swobodne X7, ..., Xqq:

X3 + Xg = 40 (1)

X1+ X4 + X7 = 20 (2)

Xy + X5 + Xg = 15 (3)

X1+ x,+x3+x9 = 30 (4)
X4+ X5 +x5+%x0 = 40 (5)
Xii=1,..,10 = 0 (6)

Oczywiscie wspolczynniki funkceji celu dla zmiennych swobodnych przyjmujemy réwne 0.

Aby uzyska¢ poczatkowa posta¢ kanoniczna bazowg posiadajaca 5 wektorow jednostkowych wprowadzamy do
(1) warunku dodatkowo jedng zmienng sztuczng s, ktéra oczywiscie w rozwigzaniu optymalnym powinna by¢
niebazowa (réwna zero). Wprowadzamy ja do funkcji celu (dla max) ze wspotczynnikiem bardzo duzym
ujemnym (—M, M — o).

Ostateczna postac¢ postaci kanonicznej bazowej (dla 1 rozwiazania bazowego) jest nastepujaca:
F(xl, ...,xlo, Sl) =

=1x*xx;+5*%x,+3*x3+4*x,+3*xx5+0*xx5+0*x;,+0xx53+0*xx9+0*x,0—M*5s; = max

O*x; +0*xx, +1%x34+0%x,+0*xx5+1*xx5+0%x;,+0xx34+0*xx9+0*xx0+1xs; = 40 (1)
Txx; +0%x, +0%x3+1%x, +0xx; +0%x5+15x;,+0xx34+0xx9+0*xx0+0xs; = 30 (2)
O*x; +1*x, +0%x3+0%x,+1xx5+0*xx5+0%x;,+1xx3+0xx9+0*x0+0xs; = 40 (3)
Txx; +1%x,+1*x3+0xx, +0*%x5+0%x5+0*x,+0xx5+1*x9+0*xx0+0xs; = 20 (4)
O*x; +0*x, + 0% x3+1xx,+1xx5+1*xx5+0%x;,+0xx3+0xx9+1*x0+0xs; = 15 (5)

Xii=1,..,10 51 = 0 (6)

)
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Realizacja algorytmu simpleks (zob. przyktad materiaty z wyktadu).
Iteracja (1):

St X7 X8 X9 X1g

1 0 0 0 o0

. . 0
Baza poczatkowego rozwigzania:B = [ o (1) 2 8 ol
|l0 0 0 1 0J|

0 o o o 1

Poczatkowe rozwigzanie bazowe. Dla zmiennych bazowych Xp:s; = 40,x, = 20,xg = 15,x9 = 30, xy, = 40,
zmienne niebazowe Xy zerujemy: Xy, ..., xg = 0.F(Xg) = —40 * M (- nieskonczonos¢).

Tablica simpleksowa:

¢ 1 5 3 4 3 0 0 0 0 0 -M | b=1t;,
X1 X2 X3 X4 Xs X6 X7 Xg X9 X10 S1
Baza | ¢, biji=1,..5;=1,.,11
51 -M 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 40
X7 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 20
Xg 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 15
Xq 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 30
X10 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 40
Z; F(x)=
_ Z(Cbi 0 0 -M 0 0 -M 0 0 0 0 -M | -40*M
*Lij)
to ji=1,.,11 = 1 5 M+3 4 3 M 0 0 0 0 0
¢~z (max)

Zgodnie z kryterium optymalno$ci wszystkie wspoiczynniki ¢; — z; dla zmiennych niebazowych sg dodatnie,
zatem poczatkowe rozwigzanie nie jest optymalne.

Realizacja kryterium wejscia:

Zgodnie z kryterium wejscia do bazy w celu poprawy rozwigzania wprowadzamy zmienng x; (maksymalna
warto$¢ ¢; — z; = M + 3. Kolumna centralna k=3.

Realizacja kryterium wyjscia:

Wyznaczamy ilorazy dla dodatnich elementow z 3 kolumny ¢; 3: min; {?—0} =min {? ; %} = 30 = x9 usuwamy
i3
z bazy bo minimum dla zmiennej bazowej w 4-tym wierszu tablicy simpleksowej. Wiersz (4) jest wierszem

centralnym (r=4). Element centralny &, =ty 3 = 1.




Iteracja (2):

Przeksztalcenie tablicy Simpleksowe;j:

-wierszcentralny:t;=4]-=tt4—'j1=[1 110 00 0 01 0 0 | 30]
5 k=

- pozostate wiersze zgodnie ze wzorem:t; ; ., = t;; — tix * t;.
I ! —
b=ty —1xty; =

[0 0100 100O0O0T1] 40]—1«[1 1 10000010 0 | 30]=
=[-1 -1 0 0 01 00 -1 0 1 | 10]

12 — ! p—
try =ty —0xty; =

[1 001001000 O0 | 20-0«[1 110000010 0 | 30]=
=[1 001001000 0 | 20]

12 — ! p—
tz;=t3;—0xty; =

[0 10010071000 | 155]-0«[1 1 10000010 0 | 30]=
=[0 1 00100100 0 | 15

12 — ! p—
tsj =ts; —0xty; =

[0 0011100010 | 40]-0%[1 1 10000010 0 | 30]=
=[0 001 11000 1 0 | 40]

=
w

—

cocoocor?
P—

Wymiana wektoréw w bazie. Baza nowego rozwigzania:B =

cocor of
coro of
or oo o

>
Rrooookil

Nowe rozwigzanie bazowe. Dla zmiennych bazowych Xp: s; = 10,x; = 20,xg = 15,x3 = 30, x;, = 40,
zmienne niebazowe Xy zerujemy.F(Xg) = —40 * M + 90 (- nieskoficzono$¢)

Nowa tablica Simpleksowa:

¢ 1 5 3 4 3 0 0 0 0 0 -M b=t
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xg X9 X10 S1
Baza Cp Liji=1,.5j=1,.11
Sy -M -1 -1 0 0 0 1 0 0 -1 0 1 10
X7 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 20
Xg 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 15
X3 3 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 30
X1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 40
Z]' F(X):
_ Z (Cbi M+3 | M+3 3 0 0 -M 0 0 M+3 0 -M | -40*M+90
* Lij)
toj;j=1,,11 = | "M-2 | -M+2 0 4 3 M 0 0 -M-3 0 0
¢ —7= (max)

Zgodnie z kryterium optymalnosci jest jeszcze jeden wspotczynnik ¢; — z; dla zmiennych niebazowych,ktory
jest dodatni (j=6), zatem nowe rozwigzanie dalej nie jest optymalne.




Realizacja kryterium wejscia:

Zgodnie z kryterium wejscia do bazy w celu poprawy rozwigzania wprowadzamy zmienna x, (maksymalna
warto$¢ ¢; — z; = M (z dodatnich wspoiczynnikow). Kolumna centralna k=6.

Realizacja kryterium wyjscia:

Wyznaczamy ilorazy dla dodatnich elementéw z 6 kolumny ¢;s: min; {?—0} =min {%;%} =10->
i,6
sipozbywamysi¢ z bazy zmiennej sztucznej. Wiersz r=1 jest wierszem centralnym. Element centralny ¢, =

tl,ﬁ =1.

Iteracja (3):
Podobnie jak w iteracji (2) przeksztalcamy tablice Simpleksowa

[xe X7 Xg X3 x1q

| 1 0 O 0 0 [
' ) . . . 0o 1 0 0 0
Wymiana wektoréw w bazie. Baza nowego rozwigzania:B = 0 0 1 0 0
0 0 O 1 0
0 0 O 0 1

Nowe rozwigzanie bazowe. Dla zmiennych bazowych Xgp: x, = 10,x;, = 20,xg3 = 15,x3 = 30,x;, = 30,
zmienne niebazowe Xy zerujemy. F(Xp) = 90.

Nowa tablica Simpleksowa:

¢ 1 5 3 4 3 0 0 0 0 0 -M | b=t
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xg X9 X10 S1
Baza Cp i ji=1,..5;j=1,.,11
Xg 0 -1 -1 0 0 0 1 0 0 -1 0 1 10
X7 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 20
Xg 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 15
X3 3 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 30
X10 0 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 -1 30
z; F(x)=90
3 3 3 0 0 0 0 0 3 0 0
= Z(Cbi
* Lij)
to,jj=1,.,11 = -2 2 0 4 3 0 0 0 -3 0 -M
¢ 7= (max)

Zgodnie z kryterium optymalnosci dalej sg jeszcze wspotczynnikic; — z; dla zmiennych niebazowych, ktoresg
dodatnie (j=2,4,5), zatem nowe rozwigzanie dalej nie jest optymalne.

Realizacja kryterium wejscia:

Zgodnie z kryterium wej$cia do bazy w celu poprawy rozwigzania wprowadzamy zmienna x, (maksymalna
warto$¢ ¢; — z; = 4 (z dodatnich wspotczynnikow). Kolumna centralna k=4.

Realizacja kryterium wyjscia:

Wyznaczamy ilorazy dla dodatnich elementéw z 4 kolumny ¢; 4: min; {i‘—o} =min {?, ?} = 20 - x; usuwamy
i4

z bazy. Wiersz 1=2 jest wierszem centralnym. Element centralny t,., = t,, = 1.




Iteracja (4):

Podobnie kolejny raz przeksztalcamy tablice Simpleksowa (jak w iteracji 2)

Xe X4 Xg X3 X190

1 0 O 0 0

. , . . . 0 1 0 0 0
Wymiana wektoréw w bazie. Baza nowego rozwigzania:B = lo o 1 o ol
lo o 0o 1 o]
l 0O 0 0 O 1 J

Nowe rozwigzanie bazowe. Dla zmiennych bazowych Xp: x¢ = 10,x, = 20,x53 = 15,x3 = 30,x;4 = 10,
zmienne niebazowe Xy zerujemy. F(Xg) = 170.

Nowa tablica Simpleksowa:

¢ 1 5 3 4 3 0 0 0 0 0 -M b
X, X, X3 X4 Xs Xg Xy Xg Xq X10 51 =tip
Baza | ¢, biji=1,..5)=1,..11
Xg 0 -1 -1 0 0 0 1 0 0 -1 0 1 10
X4 4 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 20
Xg 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 15
X3 3 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 30
X | O 0 1 0| o 1 0 1 0 1 1 ] 10
Z; F(x)=
7 3 3 4 0 0 4 0 3 0 0 170
= Z(Cbi
*Lij)
tojjor.11= | -6 2 0| 0 3 0 | 4] 0] 3| 0 M
c—z = (max)

Zgodnie z kryterium optymalnosci dalej sg jeszcze wspotczynniki ¢; — z; dla zmiennych niebazowych, ktore sa
dodatnie (j=2,5), zatem nowe rozwigzanie dalej nie jest optymalne.

Realizacja kryterium wejscia:

Zgodnie z kryterium wejscia do bazy w celu poprawy rozwigzania wprowadzamy zmienng x5 (maksymalna
warto$¢ ¢; — z; = 3 (z dodatnich wspotczynnikow). Kolumna centralna k=5.

Realizacja kryterium wyjscia:

Wyznaczamy ilorazy dla dodatnich elementow z 5 kolumny t;5: min; {Zi—‘o}zmin {lTS ;%} =10 - xq9
is

usuwamy z bazy. Wiersz r=5 jest wierszem centralnym. Element centralny ¢, = t55 = 1.

Iteracja (5) - ostatnia:

Podobnie kolejny raz przeksztalcamy tablicg Simpleksowa

[xe X4 Xg X3 xs]

[T 0 0 0 0]
. , . . . 0 1 0 0 O
Wymiana wektoréw w bazie. Baza nowego rozwigzania:B = 00 1 0 0
0 0 0 1 O
0 0 0 0 1




Nowe rozwigzanie bazowe. Dla zmiennych bazowych Xp: x4 = 10,x, = 20,x53 = 5,x3 = 30, x5 = 10, zmienne
niebazowe Xy zerujemy. F(Xg) = 200.

Nowa tablica Simpleksowa:

¢ 1 5 3 4 3 0 0 0 0 0 -M b=t
X1 X2 X3 X4 Xs X6 X7 Xg X9 X10 S1
Baza Cp Liji=1,..5j=1,.11
X 0 -1 -1 0 0 0 1 0 0 -1 0 1 10
Xy 4 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 20
Xg 0 0 0 0 0 0 0 1 1 -1 -1 1 5
X3 3 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 30
X 0 0 1 0 0 1 0 -1 0 1 1 -1 10
Zj F(X):
7 6 3 4 3 0 1 0 6 3 -3 -40*M
= Z(Cbi
*Lij)
to,jij=1,.11 = -6 -1 0 0 0 0 -1 0 -6 -3 -M+3
C]' - Z]' =

Zgodnie z kryterium optymalno$ci wszystkie wspolczynniki ¢; — z; dla zmiennych niebazowych sa juzujemne.
Zatem aktualne rozwigzanie bazowe jest optymalne.

Rozwiazanie optymalne:

Zmienne whasciwe:

(xf =x11 =0;x5 =x1, = 0;x5 = x73 = 30;x; = x5, = 20; x5 = x5, = 10; x{ = x553 = 10)
Zmienne swobodne bilansujace i sztuczne:

(x5 =0;x5 =5;x5 =0;x70 =0;5{ =0)

Przechodzac na posta¢ macierzowg: X* 8], Fpaxe (X*) = 200 z1.

_ [ 0 0 3

20 10 1
Nalezy zatem dostarczy¢ odbiorcy (j=3) 30 jednostek towaru od producenta (i=1) i 10 jednostek od producenta
(i=1). Odbiorca (j=2) otrzyma tylko 10 jednostek (a nie 15) na trasie dostaw od producenta (i=1), za§ odbiorca
(j=1) calos¢ zamoéwienia 20 jednostek na trasie dostaw réwniez od producenta (i=1).




