Wybrane rozklady ciggle cech statystycznych

rozklad Normalny, t-Studenta oraz Chi-kwadrat

(literatura: Ostasiewicz, Rusnak, Siedlecka. Statystyka elementy teorii i zadania.
Wydawnictwo AE we Wroctawiu, Wroctaw 1999 (2006 — wydanie 6) — rozdziat 5

Przyklad 1. Dla jakiej wartosci C nastgpujaca funkcja jest gestoscia prawdopodobienstwa zmiennej losowej X.

0 dla x<0
fx)=4C*x(1—-x) dla 0<x<1
0 dla x>1

a) Po wyznaczeniu C naszkicowaé wykres funkcji f(x).
b) Wyznaczy¢ dystrybuantg zmiennej losowej X oraz naszkicowac jej wykres.
c) Obliczy¢ nastepujace prawdopodobienstawa:
-P(X<0,5)
-P(0<X<0,75)
-P(0,5<X<0,75)
-P(X>1)
d) Obliczy¢ warto$¢ oczekiwang oraz wariancj¢ dla zmiennej losowej X.

Rozwiazanie:
Ad a)

Aby nastepujaca funkcja byla funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa pewnej zmiennej losowej
(statystyki) X musi spelnia¢ warunek: f_t: f)dx = 1.

+oo 0 1 +00 1 1 1 1
J- f(x)dx=f 0dx+jC*(1—x)dx+j 0dx=[C*(x—E*x2)] =C*(1——)—0=§*C
—00 —00 0 1 0

PoniewaZé* C=1,t0C = 2.

Funkcja gestosci zmiennej losowej X jest postaci:

0 dla x<0
f(x)={2*(1—x) dla 0<x<1
0 dla x>1

Wykres funkcji gegstosci przedstawia rysunek 1.

Funkcja gestosci f(x)
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Rys.1. Funkcja gestosci zmiennej losowej X



Adb)

Dystrybuante zmiennej losowej X wyznaczamy jako funkcj¢ gornej granicy catkowania ze wzoru: F,(x) =

S f®dt
Dla x < 0 warto$¢ dystrybuanty jest oczywiscie rowna F;(x) = 0
Dla 0 <x <1 warto$¢ dystrybuanty jest rowna F,(x) = f_xoof(t)dt = f_ooo odt + fOXZ * (1 —t)dt = [2 *
(t—l*tz)]x = 2*(x—l*x2)—0 =2xx—x?

2 0 2 ’
Dla x > 1 warto$¢ dystrybuanty jest rowna F;(x) = f_xoof(t)dt = f_ooo odt + f01 2% (1—t)dt + flx 0dt =0+
1+0=1.

Wykres dystrybuanty zmiennej losowej X przedstawia rysunek 2.

Dystrybuanta F(x)

Rys.2. Dystrybuanta zmiennej losowej X
Adc)

Szukane prawdopodobienstwa mozemy wyznaczy¢ w oparciu o warto$ci funkcji gestosci lub odczytaé z wartosci
funkcji dystrybuanty.

0,5
P(X<05) = [ fG)dx = [ 0dx+ [}*2+ (1 —x)dx =0+ [2+ (x—2xx?)| "=0+2+(05-2+

0
0,52) —0=1-05%2=1-025=0,75 (75%).

Od razu z wartoéci dystrybuanty otrzymujemy: P(X < 0,5) = F;(0,5) = 2% 0,5 — 0,52 = 0,75.

0,75

P(0 <X <0,75) = f00'75f(x)dx = f0'75 2% (1—x)dx = [2 * (x - % * xz)]

1
. =2 (0,75 —2x 0,752) _
0 = 0,9375 (93,7 %).

0

Z wartosci dystrybuanty otrzymujemy: P(0 < X < 0,75) = F4(0,75) — F;(0) = 20,75 — 0,752 — 0 =
0,9375.

0,75

P(0,5 <X <0,75) = [

0s f(dx = 0[?'575 2% (1—x)dx = [2 * (x — 14 xz)]

. =2+ (0,75 -30,75%) -

0,5
2 (0,5 —2x 0,52) =0,9375 — 0,75 = 0,1875 (18,7 %).

Z warto$ci dystrybuanty otrzymujemy: P(0,5 < X < 0,75) = F;(0,75) — F;(0,5) = (2% 0,75 — 0,752) — (2 *
0,5 — 0,52) = 0,1875.

PX>1)=1-P(X<1)=1-1=0Zdystrybuanty PX >1) =1-P(X <1)=1-F,(1)=1—-1=0.



Ad d)

Warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej X obliczamy ze wzoru: E[X] = f_J:ox * f(x)dx = folx * 2% (1—

1
x)dx=f01(2*x—2*x2)dx=[2*%*x2—2*§*x3]0=(1—§)—0=§

Warto$¢ oczekiwana E[X] = %

Wariancje¢ zmiennej losowej X obliczamy ze wzoru: V[X] = ¢2[X] = E[X?] — E[X]?

+oo 1 1 1 1 1
E[Xz]zf xz*f(x)dxzfx2*2*(1—x)dx=f(2*x2—2*x3)dx=[2*§*x3—2*—*x4
— 0 0 0

4 0
_(2 1) 0_1
“\3 2 6

3-2 1

Vix]=2-2 =1_1-322_1 ;¢ odchylenie standardowe o[X] = [~
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Przyklad 2. Prawdopodobienstwo wykrycia awarii przyrzadow pomiardwych w magazynach pewnej firmy
logistycznej w przeciggu czasu nie dluzszego niz t (minut) wynosi: F(t) = 1 — e~ 2*,

a) Poda¢ funkcje dystrybuanty dla zmiennej losowej T — czas [w min] jaki uptynal do momemntu wykrycia
awarii przyrzadow i narysowacé jej wykres.

b) Okresli¢ funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej T i narysowac jej wykres.

c) Obliczy¢ prawdopodobienstwa:
- na wykrycie awarii pracownik potrzebuje nie wigcej niz 5 [min]
- na wykrycie awarii pracownik potrzebuje wigcej niz 3 [min]

d) Obliczy¢ warto§¢ oczekiwang oraz wariancj¢ dla czasu potrzebnego na wykrycie awarii.

Ad a)

Podana funkcja dla prawdopodobienstwa wykrycia awarii w czasie nie dluzszym niz t (minut) jest funkcja
dystrybuanty badanej zmiennej losowej T: P(T < t) = F(t) = 1 — e~ 2",

0 dla t<0

Réwnanie dystrybuanty bedzie zatem nastepujace: Fy(t) = { 1—e2t dlg t>0

Rysunek przedstawia jej wykres:

Dystrybuanta rozktadu

12

Adb)

Funkcja gestosei jest pochodna z dystrybuanty rozkladu: f(t) = % [1—e 2] =0—(-2)*xe 2t =2xe 2



Roéwnanie funkcji gestoscei rozktadu prawdopodobienstwa jest zatem nastgpujace:

_ 0 dla t<0
FO={y, o2 o £>0

Rysunek przedstawia jej wykres:

Funkcja gestosci

Adc)
Szukane prawdopodobienstwa wynosza:
P(T <5[min]) =1—e %5=1-2,72710= 10,9999 (99,9 %)

P(T >3[min]) =1 —P(T <3[min]) =1 —F,(3) =1 — (1 —e~2*3) = 2,7276 = 0,00247 (0,2 %)

Ad d)

W rozwazanym zadaniu rozklad prawdopodobienstwa jewst tzw. rozktadem wyktadniczym. Dla rozkladu

wyktadniczego z dystrybuanta: F(t) = 1 — e *! (w naszym zadaniu parametr 1 = 2) warto$¢ oczekiwana

1, 11
= za8 V[X] =5 =+

wynosi: E[X] = %, za$ wariancja V[X] = Aiz Zatem E[X] "

Przyklad 3. Ustalono, ze $redni roczny btad prognozy dochodéw pewnej firmy logistycznej ma rozktad normalny
ze $rednig 31,3 % i odchyleniem standardowym 10 %. Zaldézmy, ze otrzymalis$my roczng prognoze dochodow
firmy.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze blad prognozy bedzie zawarty miedzy 20 % i 25 % ?
b) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze btad prognozy bedzie wigkszy niz 50 % ?

Rozwiazanie:

Zaktadamy, ze rozklad X - $redni roczny btad prognozy dochodéw pewnej firmy logistycznej ma rozktad
N(u,0)=N(31,3;10).

Dokonujemy standartyzacji tedo rozktadu sprowadzajac go do rozktadu Normalnego N(0,1).
Jezeli zmienna losowa X: N (i, 0), to zmienna Z = % :N(0,1).

Ad a)

Szukamy prawdopodobiefistwa P(20 < X < 25) = P (2";21'3 <2< 25;21'3) =P(-1,13<Z < —0,63)




Tlustracja graficzna szukanego prawdopodobienstwa jako pole pod krzywa funkcji gestoscei:

0

7 racji symetrii rozkladu normalnego (zob. rys.) mamy P(20 <X <25)=P(-1,13<Z<-0,63) =
2
P(0,63 <Z <1,13) = ¢(1,13) — ¢(0,63), gdzie: ¢(x) = foxf(t)dt, f@) =

rozktadu Normalnego (Gaussa) z parametrami 4 = 0, ¢ = 1 (standaryzowanego).

1 — . ;.
more? - funkcja gestosci

L
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Warto$ci (catki) funkcji ¢ (x), sg stablicowane (Ostasiewicz (red.), Statystyka elementy teorii i zadania, tablica I,
str. 379)

Zatem z tablic (tablica 1) P(20 < X < 25) = ¢(1,13) — ¢(0,63) = 0,3749 — 0,2422 = 0,13 (13%)
Adb)

X-31,3 50—31,3)

Szukamy prawdopodobiefistwa: P(X > 50) = P( o =P(Z > 1,87)

L L
-1 1

P(X >50) =P(Z > 187) = [.” f()dt = [ f(t)dt — [ f(©)dt = 0,5 — p(1,87) = 0,5 — 0,4678 =
0,03 (3%).



Przyklad 4. Zmienna losowa X = Tgr_o ma rozktad t-Studenta o (df = ss =n =9) stopniach swobody.
Obliczy¢ nastepujace prawdopodobienstwa:

a) P(X|>11)
b) P(X] <0,26)
¢) P(X >1,83)
d) P(X <-28)

Rozktad t-studenta jest takze stablicowany. W ksigzce: (Ostasiewicz (red.), Statystyka elementy teorii i zadania,
tablica III, str. 381) mamy prawdopodobienstwa rozkladu postaci: P(|Tdf:n:9| = ta) =P=uqa

Ad a)

P(|X = Tg| > 1,1) odczytujemy bezposrednio z tablic (dla n=ss=df=9) stopni swobody w wierszu szukamy t, =
1,1 i odczytujemy w tabeli w kolumnie odpowiadajaca wartosc prawdopodobienstwa, a wige: P = 0,3.

Zatem P(|X = To| > 1,1) = 0,3 (30%).

Adb)
Skorzystamy z prawdopodobienstwa zdarzenia przeciwnego:

P(X=T,|<026)=1-P(|X =T,| > 0,26) =1—0,8 = 0,2 (20%)

Adc)

P(1X|21,83) _

Z racji symetrii rozktadu t-Studenta P(X = 1,83) = % = 0,05 (5%)



Add)

P(IX|22,8) _ 0,02

Z racji symetrii rozktadu t-Studenta P(X < —2,8) = > = = 0,01 (1%)

Przyklad 5. Zmienna losowa X = X§f=4 ma rozklad y2- Chi kwadrat z (df = ss = n = 4) stopniami swobody.
Obliczy¢ nastepujace prawdopodobienstwa:

a) P(x3p=4 > 1,65)

b) P(xGf-s < 4.88)

) P(0,71 < x3;-, < 1,65)

d) Odczyta¢ taka warto$¢ x3 dla ktorej P(x3,-4 < x&) = 0,5.

W tablicach statystycznych (w ksigzce: Ostasiewicz (red.), Statystyka elementy teorii i zadania, tablica II, str. 380)
mamy prawdopodobiefistwa rozktadu postaci: P(x3r=, = x2) = P = a.

Ad a)
Odczytujemy bezposrednio z tablic:

P(x37=4 > 1,65) = 0,8 (80%)




Adb)

P(x3f=4 <4.88) =1—P(x37-y >488) =1-03=0,7(70%)
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Adc)

P(0,71 < x3=4 < 1,65) = P(x3=4 > 0,71) — P(xG-4 > 1,65) = 0,95 — 0,8 = 0,15 (15%)

015}
010
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Ad d)

P(x3r4 <x2) =05=1—P(x3s=4 > x3), zatem P(x3;=4 > x3) = 0,5, stad x§ = 3,357.

015
010

0.05

Zadania do samodzielnego rozwiazania (Ostasiewicz S. [red.], Statystyka elementy teorii
i zadania, str. 185-193): Zad. 5.24, 5.25, 5.29, 5.46



