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1. Uwagi wstepne.

Przez ,,system obslugi masowej” rozumie si¢ roznego rodzaju wrzadzenia
ze stanowiskami obslugi (kanalami obslugi). do ktorych zglaszaja sie w stalych
lub losowych odstepach czasu klienci, ktorzy chca by¢ obshuzeni.

Przykladamu tego rodzaju systemow moze by¢:

Numer Stanowisko obslugi
systemu Klient Kanal obslugi Rodzaj obslugi
obslugi
1 statek nabrzeze zaladunek lub rozladunek statku
portowe
2 pacjent gabinet badanie stanu zdrowia pacjenta
lekarski
3 abonent telefoniczny centrala polaczenie z wybranym mumerem
telefoniczna
4 samochod stacja tankowanie paliwa
benzynowa
5 samochod stacja obslug: naprawa samochodu
samochoddw (badanie stanu technicznego)
6 maszyna konserwator maszyn | naprawa uszkodzone] maszyny
7 widz kinowy kasa biletowa sprzedaz biletu do kina
8 kupujacy kasa supermarketu | pobieranie naleznosci za towar
w supermarkecie
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Gdy wszystkie stanowiska obslugi sa zajete, to zglaszajacy si¢ klient ma dwie

mozliwosct:

» zrezygnowac z obshigi

« ustawic si¢ w kolejce (nie jest to skutkiem zlej organizacj pracy. lecz faktem
obiektywnym wynikajacym z losowego czasu przybywania klientow do
stanowisk obshugi oraz losowego czasu trwania ich obslugi)

Uwaga:

Calkowita likwidacja kolejek (przez znmaczne zwigkszenie liczby stanowisk

obshugi) jest rozwiazaniem nie tylko ekonomicznie najgorszym (najbardziej

kosztownym). ale takze fizycznie niemoZliwym (zmmiejszeniu sie liczby

klientow oczekujacvch na obsluge towarzyszy¢ bedzie znaczny wzrost liczby

niewykorzystanych stanowisk obshigi oczekujacych na klientow - powstaje

zatem inny rodzaj kolejki).




O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

Aby skroci¢ czas oczekiwania klientow w kolejce na obsluge menadzer systemu

moze:

« zwigkszy¢ 1los¢ stanowisk obshugi,

» skroci¢ czas obslugi klientow przez wszystkie kanaly obshugi lub tylko ich
CZesce,

Uwaga:

Oba rozwiazania wymagaja poniesienia dedatkowych keszfow na imwestycje

oraz powodwa, ze wydluZy sie czas w ktorvim wszystkie stanowiska obstugi Iub

ich czes¢ bedq niewykorzystane (system ponosi wtedy niepotrzebne straty).

Menadzer systemu musi podjac decyzje. ktére sa pewnym kompromisem

pomiedzy interesami klientow (brak kolejek, szybszy czas obslugi) oraz

interesami Zarzqdzajqcego systemem (mzsze koszty funkcjonowania systemu,

brak strat).

Zakres zastosowan feorii masowej obslugi obejmuje rozne dziedziny
dzialalnosci ludzkiej. Teoria ta znalazla zastosowanie m.in. przy rozwiazywaniu
bardzo wielu preblemow ekonomicznych. Do zadan z teorii masowej obshigi
naleza rowniez zadania z zakresu feorii niezawodnesci, oraz zarzqdzania
zapasami.
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2. Struktura svstemow obslugi i ich podstawowe elementy.

Systemy masowe] obslugi (jak np. wielkie przedsigbiorstwa, systemy

zaopatrzeniowo — magazynowe, systemy transportu miejskiego) poza duza

roznorodnoscia indywidualnych wlasciwosci posiadaja wiele wspolnych cech.

Glowna 1ch wspolna cecha jest wystegpowanie w nich trzech podstawowych

elementow:

. Zrédlo zgloszeri - zbior potencjalnych zgloszen (klienci, zyczenia, potrzeby,
przedmioty) do systemmu, ktore czekaja na obsfuge (sprzedaz. przeglad.
obrobke) przez urzadzenia obshugujace.

« Urzqdzenia obslugujqce (kanaly obslugi) - realizuyja obsluge na podstawie
zgloszenn wchodzacych do systemu. Moga to by¢ zarowno obshigmjacy
zgloszenia ludzie jak 1 maszyny.

« Kolejka (powstaje, gdy liczba wolnych kanalow obshugi jest mniejsza od
liczby zgloszen). Nie jest to jedynie zbior oczekujqcych na obsluge. ale
takze pewna struktura podlegajaca pewnemu zbiorowi regul — regulamin
kolejki.
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Charakterystyka wejsciowego strumienia zgloszeii.

Zgloszenia wchodzace do systemu (pojedynczo lub grupowo) tworza tzw.
wejsciowy strumien zgloszen. Strumien zgloszen jest okresiony - jesli znane sa
prawidlowosci rzadzace powstawaniem zgloszenia w przedziale czasu [7.f + T ]
od chwili ..t — powrotu jego do zrodla do chwili . ,t+=T" ponownego jego
pojawienia sie W systemie (znana jest prebabilistyczna charakterystyka
zmiennej losowej ., T7") oraz liczba zgloszen N

Jezeli w wejsciowym strumienin zgloszen nie wystgpuja przypadki
pojawienia sig dwoch lub wiekszej liczby zgloszen (tzw. strumien pojedynczgy).
to jest on w pelni charakteryzowany za pomoca dlugosci przedzialu czasu .5 7
pomiedzy kolejnym (n — ..tym”. n=1.2.3....) oraz poprzednim (n-1 — ..szym”)
Zgloszeniem.

Wejsciowy strumien zgloszen moze bycC sfrumieniem regularnym
(zgloszenia wplywaja w jednakowych odstepach czasu: £, = consr ). W praktyce
przypadek ten bardzo rzadko wystepuje (czas pomiedzy kolejnymi zgloszeniami
zalezy od bardzo wielu czynnikow przypadkowych). Zatem mnajczescig)
wejsciowy strumien zgloszen jest sfrumieniem losowym (£ - sa Zmiennymi
losowymi o okreslonych funkcjach rozkladu prawdopodobienstwa).

Jezeli dlugosci przedzialow czasu pomiedzy kolejnymi zgloszeniami nie
wphywaja wzajemnie na siebie (zmienne losowe £, - sa niezalezne). to strumien
nazywa sie sfrumieniem Der nastepstw (bez pamieci). W szczegolnosci, gdy
zmienne losowe # maja ten sam rozkiad prawdopodobienstwa to taki strumien

e

nazywa sig strumieniem rekurencyjnyimn.
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W zaleznosci od typu rozkladu zmiennych losowych £ strumienie

rekurencyjne posiadaja pewne specyficzne nazwy. Czesto w systemach obshugi
masowej rozpatruje sie wejsciowy rekurencyjny strumien zgloszen bedacy
tzw. strumieniem Poissona.

Dla wejsciowego strumienia zgloszen fypu Peissona zmienne losowe
s =t —t_, (n=1.2..) okreslajagce czas pomiedzy dwoma Kkolejmymi
zgloszeniami sq zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie wykiadniczym,
a zatem posiadaja rozklad prawdopodobienstwa okreslony za pomoca
dystrybuanty postaci:

F(H)=P(& <t)=1—-¢e*"; 1>0,t20.

Wynika to z ponizszego twierdzenia

Twierdzenie:

Jesli proces zgloszen do systemu jest procesem Poissona z intensywnoscia
A >0, to odstepy czasu pomigdzy kolejnymi zgloszeniami (zmienne losowe £ )

posiadaja ten sam rogklad wykladnicgy z parametrem A > 0.
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Niech X(r) - bedzie sygnalowym procesem Poissona (proces jednorodny

o przyrostach mniezaleznych 1 pojedvnczy) oraz oznacza 1los¢ svgnaldow
(zgloszen) jakie pojawily sie w przedziale czasu [0.t].

Dla strumienia wejsciowego bedacego  strumieniem  Poissona
prawdopodobienstwo zdarzenia. ze w przedziale [0.t] pojawilo sie kK7 —
zgloszen (sygnalow) wynosi:

P(X(H=k)=e* %;k =012....

Oczekiwana (srednia) ilos¢ zgloszen (sygnalow) w przedziale czasu [0.t]
wynosi zatem: E[X(f)]=A-f. Stad parametr ,,A>0" — interpretyjemy jako
ilos¢ zgloszen w jednostce czasu. a wiec jako imfensywnosé zgloszen dla
strumienia typu Poissona.

W praktycznych zastosowaniach rozwaza sie takze wejsciowy strumien
zgloszen fypu Erlanga (1zedu . K7). W tym przypadku strumien naplywajacych
zgloszen moze by¢ strumieniem Poissona. lecz do obslugi dopuszecza sie tylko
jedno (ostatnie) z kazdych ..k — kolejno naplywajacych zgloszen.
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« Jezeli dla dowolne; skonczoney liczbyv rozlacznych przedzialow czasu:
[¢,.5, + At 2, + A,) prawdopodobienstwo pojawienia sie w  tych
przedzialach odpowiednio: £,.....&k, - zgloszen zalezy tylko od dlugosci tych
przedzialow. a nmie od polozemia wzgledem pozostalych przedzialow, to
strunmien wejsclowy nazywa sie strumieniem stacjonarnym.

« Jezell strumien wejsciowy jest: stacjonarny. pojedynczy oraz bez nastepstw,
to jest tzw. strumieniem prostym.

Charakterystvka mechanizmu obslugi.

Teoria masowej obshigi bada procesy, w ktorych z jednej strony powstaje
zapotrzebowanie na wykonanie pewnych prac (ushug), a z dimgie) powstaje
koniecznos¢ zaspokojemia tych potrzeb. Zwiazane jest to z odpowiednim
mechanizmem obslugi, ktory okresla sposoby postepowania ze zgloszeniami,
ale od strony kanalu obslugi.

Do podstawowych charakterystyk kanalhi obshigi naleza:
« Czas frwania obslugi.

« Zdolnosc przepustowa systemu

« Dostepnosc systemu
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Czas trwania obslugi - to przedzial czasu niezbedny dla realizacji obshigi dla
pojedynczego zgloszenia.

Przyjmuje sig, 7ze czasy trwania obslugi dla poszczegolnych zgloszen sa
zmiennymi losowymi niezaleznymi o jednakowych rozkladach.

Jezeli jednak wystepwe kilka rodzajow zgloszen. to kazdy rodza) ma
wlasny czas trwania obshigi. Podobnie kazdy kanaf obslugi (jesh jest ich wiele)
moze posiadac¢ wlasny czas trwania obshugi.

Tvyp rozkladu czasu trwamia obshlugi okresla nazwe odpowiednie) obshigi
(mozemy mnue¢ do czymenia z obshiga: wykladniczq, deterministycing,
Erianga, dowelng). Badania systemow obshigi masowe] pokazuja. ze
najczesciej rozklad czasu trwania obshugi jest rozkladem wykladniczym.

Niech 7, - oznacza czas konieczny do obshugi ,k-tego™ zgloszenia
(k=1.2....) Zakladajac ponadto, ze zmienne losowe 7,.77,.....17, sa niezalezne 1

P T

maja ten sam rozklad. to rozklad prawdopodobienstwa dla wykladniczego czasu
frwania obshugti .,k — tego” zgloszemia okresla  dystrybuanta:
B(f)=P(np, <t)=1-e"".

Stad otrzymujemy, ze sredni czas trwania obslugi dla jednego zgloszenia

. . 1 .
(w przypadku rozkladu wykladniczego) wynosi: 7. = E[n, ]=—. Odwrotnosc
'1)_.!‘
sredniego czasu obshigi nazywamy infensywnosciq obslugi: v=— (liczba
I.

IF

zgloszen obshuzona w jednostkowym przedziale czasu).

10
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Jezeli system obstugi jest systemem wieloetapowym (kazde zgloszenie jest
obstugiwane przez jeden kanal w ,,m” etapach), zas czas trwania obshlugi dla
kazdego etapu ma identyczny rozkiad wyktadniczy, to rozklad pelnego czasu
trwania obstugi (po zakonczeniu wszystkich etapow) jest rozkladem Erlanga

. )2 M
postaci: B(t) = P(n <t)=1—e™ " [1 + vl—f I GO R (A ]

2! m!

Z.dolnosc¢ przepustowa systemu — to maksymalna liczba zgloszen, ktore moga
by¢ jednoczesnie obstugiwane przez system.

W zaleznosci od liczby jednoczesnie obslugiwanych zgloszen rozrozniamy
systemy: jednokanalowe (tylko jedno zgloszenie w tym samym czasie
obstugiwane) oraz wielokanalowe (wigce] niz jedno zgloszenie moze byc
jednoczesnie obshugiwane).

W praktyce spotyka sie rowniez tzw. systemy wielofazowe (kazde
zgloszenie musi przejsc przez kilka kanalow obslugi 1 przy kazdym z nich moze
czekac w kolejce).
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Dostepnos¢ svstemu — okresla dostgp zgloszen do réznych kanalow obshigi.
System jest w pelni dostepny. gdy kazde zgloszenie moze by¢ obsluzone przez
dowolny kanal. Jezeli jest to niemozliwe, to system nalezy do grupy systemow
niepelnodostepowych.

Najczescie] w systemach masowe] obslugi zgloszenia sa obshigiwane
zgodnie z kolejnosciq ich naplywania. Moga jednak zdarzyc¢ sig takie systemy
obshugi. w ktorych niektore zgloszenia sa wuprpywilejowane (systemy
Z priorytetem).

Moga by¢ to systemy z prioryfetem berwzglednym (przerywana jest
obshuga zgloszen o nizszym priorytecie) oraz o priorytecie wiglednym
(zgloszenie o wyzszym prioryvtecie musi czeka¢ na zakonczenie rozpoczete)
obshigi zgloszemia o mizszym priorytecie). Mozliwe zasady obshugi zgloszen
zawiera regulamin (dyscyplina) obshigi.

Uwaga: Do charakterystyk mechanizmu obslugi nalezy rowniez niezawodnosc
kanalu obslugi (okresla sie¢ ja za pomoca odpowiednich rozkladow
prawdopodobienstwa dla przedzialu czasu sprawnej - niezawodnej pracy kanalu
obshigi oraz dla przedzialu czasu trwania jego odnowy — naprawy w sytuacji
awarii).

12
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Charaktervstvka reculaminu kolejek.

Regulamin kolejki — to regula wyboru zgloszenia, ktére ma zosta¢ obshuzone,

gdy tylko zakonczy si¢ obshuga poprzedniego.

Jezeli zgloszenia ustawiaja sie w kolejce w kolejnosci ich przybywamia to taki

porzadek tworzemia kolejki nazywa si¢ nafuralnym.

Wrystepwa tez inne zasady w regulaminie kolejki: wybor zgloszenia, ktorego

obsluga zajmue najmniej czasu. lesowy wybor zgloszen. priorytetowy

(wzgledny Iub bezwzgledny) wybor zgloszen oraz mieszany wybor zgloszenn.

Regulamin kolejki obejmuje rowniez:

« Ograniczenia liczby oczekwacych zgloszen (systemy z odmowq lub ze
strata).

« Ograniczenia dotyczace czasu oczekiwania na obshige oraz pobytu
zgloszenia w systemie (moga by¢ to wielkosci stale [ub zmienne losowe).

« Przepisy reguluyjace mozliwosci przechodzenia z jednej kolejki do drugie;.

13
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3. Klasvfikacja svstemow masowej obslugi.

Najczescie] systemy masowe] obshugi charakteryzowane sa za pomoca kodu
zaproponowanego przez D. G. Kendalla (jednego z tworcow teorii). Oznaczenie
systemu masowej obstugi ma postaé: X' | ¥ |n|N| f7. gdzie:

wX 7 — oznacga typ strumienia wejsciowegao,

»w Y —oznacga typ rozkladu czasu ftrvania obshugi,

Przyjmuje sie kod X=M — oznaczajacy Poissonowski (Markowski) strumien
zgloszen (wykiadniczy rozklad czasu pomiedzy dwoma kolgnymi
Zgloszeniami), Y=M — wykladniczy rozklad czasu trwania obshigi. X=D —
deterministyczne (regulame) zgloszenia klientow do systemu., Y=D — staly czas
obshigi. X=G — dowolny proces zgltoszen klientow do systemu. Y=G — dowolny
rozklad prawdopodobienstw czasu trwania obshigi, X=F; — rozklad Erlanga (z
parametrand 4.k ) odstepow czasu miedzy zgloszeniami. Y=E; - rozklad
Erlanga (z parametrami v.k ) prawdopodobienstw czasu trwania obstugi.

»i” — liczba kanalow w systemie (system z nieograniczona liczba kanalow
obshigi oznacza sie 71 =20),

»IN” — maksymalna liczba miejsc oczekiwania (systemy z odmowa maja IN=0,
dla nieograniczonej kolejki N =0 ),

£’ - regulamin obshigi (wskaznik ..i"”) i regulamin kolejki (wskaznik ,.j™)
Znaczenie indeksow: ,1=0" — nieprioryfetowa obshiga (porzadek naturalny
FIFO Iub odwrotny LIFO), .i=1" wzgledny priorytet obshigi. .i=2" —
bezwzgledny priorytet obshugi, ,j=0" — priorytet w kolejce nie obowiqzuje
(zgloszenie. ktore zastaje wszystkie miejsca zajete w kolejce odchodzi), ..j=2" —
bezwzgledny priorytet zgloszen (zgloszenie z wyzszym priorytetem usuwa z
kolejki jedno zgloszenie z nizszym priorytetem).

14
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4. Przvklady svstemow masowej obslugi i ich podstawowe charaktervstvki.

Bardzo wazna  charakterystyka systemow masowe; obslugl  jest
prawdopodobienstwo: P, (f)=P(V,=k) - losowo wchodzace do systemu
zgloszenie w chwili ,t” zastaje w nim ..k~ innych zgloszen (jako , k-te” ustawia
si¢ W kolejce). Rozklad tego prawdopodobienistwa zalezy od czasu. W praktyce
mozna jednak zauwazyc, ze dla pewnych systemow (systemy stabilne) wplyw
czasu na charakterystyki zmniejsza si¢ wraz z jego uplywem. Jest to wazna
wlasnosc ustalania si¢ tzw. frybu stacjonarnego systemu. Wariant stacjonarny
interpretuje sig jako graniczny wariant systemu niestacjonarnego: IEEP (t)=F,.

Nie dla kazdego systemu wariant stacjonarny istnieje. Systemy z ograniczong
liczba miejsc oczekiwania zawsze maja wariant stacjonarny. gdy intensywnosci
zgloszen (parametr A) oraz obshugi (parametr v ) sa skonczone. Dla systemow
Z nieograniczong liczba miejsc oczekiwania wariant regularny istnieje tylko

. . A
wtedy, gdy tzw. wspolczynnik obciqienia (zajetosci systemu) — < 1.
nv

15
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Svstem fyvpu M |M|lleo - jest to jednokanalowy system obslug.
z oczekiwaniem (nieograniczona liczba miejsc w kolejce). Kanal obshugi
posiada wykladniczy rozklad czasu trwama obshugi dla kazdego zgloszenia o
intensywnosct O<v<oo, zas strunuen wejsciowy jest pojedynczym

niezaleznym strumieniem rekurencyjnym Poissona (ze stala intensywnoscia

0 < A <0). Zaklada si¢ ponadto, ze w systemie wystepuje obshiga zgodnie z
kolejnoscig przyby¢ do systemu (porzadek naturalny). Dla takiego systemm
wariant regularny istnieje (system jest stabilny), gdv A<v (Srednio w
jednostce czasu mmnie] przvbywa zgloszen miz jest obshigiwanych).
Wyznaczymy zatem charakterystyki tego systemu w wariancie stacjonarnym

o A :
(ustabilizowanym). Oznaczmy przez p=— (dla tego systemu jest to
1%
obciqienie systemu). to prawdopodobiefistwo P, =(1— p)p*. k=0.1.2....
Prawdopodobieristwo, Ze w systemie w kolejce oczekuje wiecej niz 1,

zgloszen “’}"IlﬂSi'
Pr>m)= +ﬁ +J|FL+j . —(1— p] n+2 +(1 p)p'“g =

=(1-p) " [1+ p+ p* +..]= p"”

16
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. , | = )
Srednia liczba zgloszen w systemie obslugi wynosi: E[V]=>kEF, = l‘ﬁ— i
=0 —F

Wariancja liczby zgloszen w systemie obshugi wynosi:

D[V]=E[V?]-EVP =Y iR, —(ikﬂ)d __F

C1=p)
Srednia liczba zgloszerni oczekujgcych w kolejce Wynosi: S kP, = ]‘O— :
k=1 2

Wariancja liczby zgloszen najdujqcych sie w kolejce wynosi:

= 5 = P+ p-pY)
|l S kP = ;
g i+l (E{ k+1) (1 . ,F’-:’)_

17
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Prawdopodobieristwo, e zgloszenie bedzie czekaé w kolejce dluiej niz
t, = 0 jednostek czasu wyznacza sig nastgpujaco:

P(T >t,)= pe "%

Sredni czas oczekiwania zgloszenia w kolejce (na obsluge) oraz jego

wariancja wynosza: E[T]= L._ D*[T]= M
v—A (v—A4)

Prawdopodobieristwo, e zgloszenie bedzie priebywac w systemie diuiej niz
f, = 0 jednostek czasu wyznacza sig nastgpujaco:

P(Z >t,)=e "0

Sredni calkowity czas priebywania zgloszenia w systemie oraz jego

1 > 1
warlancja wynosza: E[Z] = L D[Z]= v
V- V—A)

18
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System tvpu M |M |n|oo - jest to system obslugi skladajacy sie z ..n”
kanalow obslugi z oczekiwaniem (niecograniczona liczbg miejsc w kolejce).
Kanaly obslugi posiadaja wykladniczy rozklad czasu trwania obslugi dla
kazdego zgloszenia o intensywnosci 0 <v <eo0, zas strumien Wejsciowy jest
pojedynczym niezaleznym strumieniem rekurencyjnym Poissona (ze stalg
mtensywnoscig 0< 1 <oo). Zgloszenia czekaja w kolejce tylko wtedy. gdy
wszystkie kanaly obslugi sa zajete. Kolejka jest jedna 1 wspdlna dla
wszystkich kanalow obslugi. Zaklada si¢ ponadto. ze w systemie wystgpuje
obstuga (w chwili welnienia jakiegokolwiek kanalu) zgodnie z kolejnoscia
przyby¢ zgloszen do systemu (porzqdek natfuralny). Dla takiego systemu
wariant regularny istnieje (system jest stabilny). gdy A<mnv (srednio w
jednostce czasu mniej przybywa zgloszen niz jest obslugiwanych przez
wszystkie kanaly). Wyznaczymy zatem charakterystyki tego systemu w
warlancie stacjonarnym (ustabilizowanym). Oznaczmy przez pzi

v

to prawdopodobienstwo: F, = ’?—PE}. dla k=0.1.2....n. oraz P, :%Pw
C. .1
[ n-1 ,Gk . B
dla k=n+1.n+2..... gdzie: F, :' £
| i k! {H—I)T{H—p)




O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW

MASOWEJ OBStUGI

Prawdopodobieristwo, ze zZgloszenie bedzie obslufone bez crekania
(w systemie znajduje sie co najwyze] n-1 zgloszen) wynosi:

Sp=R>| £
E—0 ol K J

Prawdopeodobieristwo. ze zgloszenie bedzie oczekiwalo w kolejce wynosi:
= L] ﬂ
[I=S"F = L P = P
,}Z:,; ¥ (n—1!n—p) 0 n—p "

Prawdopodobienistwo, 7ze 1=s,=n-—1 kanalow obslugi jest zajetyvch

e
wynosi: P(S=s5,)=F = £ : B,

Sl:' 3
Prawdoepodoebiernsitwo. ze dlugosc kolejki wynesi 1, = 0 obliczamy ze wzoru:
-+
Ny _ P
P(R=F{|)—E1+m _H!ﬂr:, 0

Prawdopodobieristwo, ze w keolejce oczekuje wiecej niz i, =0 zgloszen
WVILOSI!

mtr+1

e,
Ml

P(R ::"F-E]):‘F:]+r,:+1 +"F:'z+r',]+2 = ]

3 2
;'53'{1+"{—+"Q2 +..1=
R

nt+ry+l1 mtiy+l

I Q2

j{?
0 = " £,
n—po0 nntn-—pe)

nin®”

1
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O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

n+l 1

! & & " - . p
Srednia liczba zeloszen w keolejce wynosi: P = - P

Srednia liczba zajetych kanaléw (istotna informacja dla zarzadzajacego

: A
systemen) wWynosi: Eﬁ*ﬁ + E}?ﬂ = p=— . Zatem srednia liczba wolnych

k=l E=n=l 1

, : A A
kanalow wynosi: n—p=n——=n [] — — ]
v nv

Srednia liczba zgloszern w systemie Wynosi:

E[V]= TkP—,.:—P P !
(n—D!(n— p)°

Prawdopodobieristwo, Ze zgloszenie Dedzie czekaé w kolejce dluiej niz
= 0 jednostek czasu wyznacza si¢ nastepujaco:

,—Iin—,o}v-rg

P(T=>t,)=

Sredni czas oczekiwania na obsluge (w kolejce) oraz jego wariancja
wynosza: E[T]= 1 = 11 : J.DI[J_""]:1_”:2_1_1):1_1(2_1_1j
nw—A (n—p)v nv — A (n—p)v




O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

e Svstem typu M | M |n|N - jest to system obshigi skladajacy sie z .n”
kanalow obslugi z odmowa (ograniczona liczba .,V < oo™ miejsc w kolejce).
Kanaly obshigi posiadaja wykladniczy rozklad czasu trwania obslugi dla
kazdego zgloszenia o intensywnosci 0 < v <e0, zas strumien wejsclowy jest

pojedynczym niezaleznyvm strumieniem rekurencyjnym Poissona (ze stala

immtensywnoscia 0< A <eo). W omawianym systenue moze znajdowac sie
jednoczesnie najwyze] .n+N7  zgloszen., z ktoryveh .n” - bedzie
obshugiwanych. zas ,N” — bedzie czeka¢ w kolejce. Naplywajace w tym
czasie zgloszenia otrzymuja edmowe 1 odchodza nie obsluzone. Przyjete
zgloszenia albo od razu sa obshigiwane (jeshi jest wolny kanal) lub czekaja w
kolejce (jeshh wszystkie kanaly obshigi sa zajete). Kolejka jest jedna 1
wspolna dla wszystkich kanalow obslugi. Zaklada sie ponadto, ze w systemie
wystepuje obsluga (w ehwili zwolnienia jakiegokolwiek kanalu) zgodnie z
kolejnoscia przyby¢ zgloszen do svstemu (porzqdek naturainy). Dla takiego
systemu  wariant regularny (sysfem jest stabilny) i1stnieje zawsze.

Wryznaczymy zatem charakterystyki tego systemu w wariancie stacjonarnym

(ustabilizowanym). Oznaczmy przez ,.::::i, to prawdopodobienstwo:
v
p* p"'
P, =?PD, dla k=0.1.2....n, oraz P, = . dla k=n+1.0+2.... .n+N,

F.H

!

- p" 2
wise: 7, 32 2.5 2] |
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O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

Prawdopodobienstwo, ze zgloszenie nie zostanie priyjete (dostanie
odmowe), czyli prawdopodobieristwo straty zgloszenia wynost:
i N
p, = (ﬁ) P
H

ntN H! 0

Prawdopodobienstwo. ze zgloszenie iostanie priyjefe do obshigi
(procentowa przepustowosc systemu — g) wynost: g=1-P

Prawdc::pﬂdobieflsmn ze zgloszenie Dbedzie obsluZone be; czekania

pk
WYNOSI: ZP PZ( k']
PIHWdOdeGblEIISWJD ze zgloszenie bedzie musialo czekac¢ w kolejce
L 1 k
WYNOSL: ZP:] =P P Z(EJ
k=0

n i\ m
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O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

S"rwfum liczba 'ﬂfﬂszwi najdujqceych  sie  w  kolejce  wWynosi:

SR =2 B 3H(2]

Srednia liczba zajetych kanaléw wynosi: > kR, + Zn v =pP(1=P_).

k=1
Srednia liczba wolnych kanaldw (z powodu blaku zgloszenl) wynosi:
n—p(1-P_,. ).

Srednia liczba zgloszen w systemie (rowna sredniej liczbie zajefych kanalow
obslugi plus sredniej liczbie zgloszen r'eknqu'rh w kolejce) wWynosi:

E[V)= p(-By)+ 2 zk("’\”

n)

Srednia liczba zgloszen. ktore otfrzymaly odmowe wynosi: AP P .
(w jednostce czasu). Sredni odstep czasu miedzy dwoma kolejnymi

zeloszeniami, ktore otrzymaly odmowe wynosi:
e N
Srednia liczba welnych miejsc w kolejce jest rowna: N - E[V].
Sredni czas oczekiwania na rozpoczecie obslugi (oczekiwania w kolejce)
nvP

wynosi: E[T] =—”ﬂ{1 — (N + 1)[%]}?' + N[EJMI].

(mv—A) 1
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O WYBRANE ZAGADNIENIA SYSTEMOW
MASOWEJ OBStUGI

e System tvpu M|M|n|0 - jest to szczegolny przypadek systemu
poprzedniego. w ktorym wystepuje strara zgloszen (kazde zgloszenie, ktore
przychodzi 1 zastaje wszystkie kanaly obshugi zajete odchodzi nie obsluzone).
Dla tego systemu prawdopodobienstwo:

. -1
E

k "
P, :‘O—Pa._ dlak=0.1.2....n. gdzie: P, =| > P ]}
k! o\ k! J)

Prawdopodobienstwo. ze zgloszenie nie zostanie priyjefe (stracone) wyraza

M

sig wzorem: P = P P . zas prawdopodobienstwo. ze zgloszenie zostanie

priyjefe (a tym samym obsluone bez czekania) wynosi:

H

1-P=1-“p
1!

Srednia liczba zajetych kanalow obslugi (tym samym Srednia liczba zgloszen
w systemie) Wynosi:

] n—1 pk A
E[V]=3nP, =py¥ P, = p(l-P)
k=10 k=10 k' f
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