ZAGADNIENIA
OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ

w aspekcie zadan

PROGRAMOWANIA LINIOWEGO



O Zadania optymalizacji nieliniowe] — zagadnienia
ogolne

Ogolny problemem optymalizacji nieliniowej (programowaniem nieliniowym) nazywamy

zadanie decyzyjne postaci:

f(%eeees%, ) —> max(min)
g (eax,) —¢; 20 dla (j=Lowr);

) {g’(‘q....rnjcjﬂ dla G=vr+1,...m);

x5 =20x, 20,.x,=20.
gdy funkcja celu f(x)=f(x,...x,), lub chociaz jeden z warunkoéw ograniczajacych:
g (x)=g’(x.....x,) jest funkcja nieliniowsy.
Jezeli w zadaniu (1) warunki ograniczajgce nie wystepuja, a funkcja celu jest postaci
nieliniowej, to zadanie takie nosi nazwe optymalizacji bezwarunkowej (problemu bez
ograniczemn).

Zaktadamy. ze funkcje: f.g’ - sa funkcjami ciagtymi.

Niech Dc R* bedzie zbiorem wypuklym, funkcje o wartosciach rzeczywistych nazywamy
funkcjag wypukla w zbiorze D, jezeli dla dowolnych x'.x* €D oraz dowolnego a<[0.1]
zachodzi nierownose¢:

f[a’xl+(1—a')xl]ia'f(xl)—l-(l—cx)f(x:j

Jezeli X' #x* i o= (0,1) oraz spelniona jest nierownos¢:

f[a'xl +(1—a)x’ ] <of(x")+(1-a)f(x*). to funkcje f — nazywamy §cisle wypukia

Funkcja f(x) jest funkcja wklesta jesli funkcja —f(x) - jest wypukta (i odwrotnie).

Funkcja f(x) jest funkcja Scisle wklesta jesli funkcja —f(x) - jest Scisle wypukia
(i na odwrot).
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ogolne

Zalozmy, ze funkcja f — jest rézniczkowalna w R”, wektor Vf (x,) = { ff , g - ff J -

éx, &x, ix,
nazywa si¢ gradientem funkcji f w punkcie x, - wskazuje kierunek, w ktorym przyrost
wartosci funkeji jest najwickszy.

Zatdézmy, ze funkcja f — jest dwukrotnie rézniczkowalna w R”, to macierz:

-
L

& f & f
xox, | oxlx,
Vif(x) =] .. - nazywa si¢ Hesjanem funkcji
& f & f
o Ox,  Oxx,

Funkeja jest wypukia w otwartym (niezawierajacym punktéw brzegowych) zbiorze D wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego x = D - Hesjan jest nieujemnie okreslony.

Funkcja jest scisle wypukla w otwartym (niezawierajacym punktow brzegowwyceh) zbiorze D
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x € D - Hesjan jest dodatnio okreglony.

Macierz kwadratowa A=[afj:| . nazywamy dodatnio okreslona. gdy: M, =a, >0,
: HEH
ay, .. @

}:-EJ:...: M, =det| ... ... .. |[>0
a a

rl e L]

1 1
1 12
M, = det
ay; Oy

Macierz nazywamy ujemnie okreslona, gdy: M, <0,M, > 0,M, <0,...
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Problemy optymalizacji nieliniowe] dzielimy ogdlnie na:
e problemy programowania wypuklego
- Minimalizacja funkcji celu wypuklej. lub maksymalizacja funkcji celu wkleste)
- zbiér warunkoéw ograniczajacych jest zbiorem wypukilym
Niech funkcje: f.g’;j=L..m,h’;j=L...m, - sa funkcjami wypuklymi, wtedy

= ., = v H ] f
mozna udowodnié, ze zbiory ograniczone warunkami: g’(x,....x,)—c. =0 oraz
H . . . . . ror - : "
R (x,....x,) —C; = 0 sa zbiorami wypuklymi. Poniewaz czes¢ wspodlna zbiorow

wypuklvch jest zbiorem wypuklym, wiec zadania programowania wypuklego przyjmuja

postac:
f(x,,....x,) — min
lub
—f(x,.....x,) = max
Przy warunkach:

{g"’('{fl..‘{njiﬂ dla (}=l..ml).
B (300s%,)=0 dla (j=L.cam,);
1_1:1 =0,x,=0,..x =0.

e problemy programowania niewypukiego
problemy decyzyjne nieliniowe, ktére niespelniang warunkow programowania wypuklego
nazywamy zadaniami programowania niewypukiego
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Szczegélnvm  przypadkiem zadan programowania wypuklego jest programowanie
kwadratowe.

Zaklada on, ze funkcja celu jest wypukla funkcja kwadratowa, za$ funkcje g’ (X),-X,)
z warunkow ograniczajacych sa funkcjami liniowymi (a wiec tworza obszar wypukly).
Zadanie programowania kwadratowego przyjmuje postac:

1 )
cx + Exrﬁx — min

Ax<b
x=0
gdzie:
X = :xl, X . wektor kolumnowy zmiennych decyzyjnych

C=|Cpseems Cn] - wektor wierszowy wspolczynnikow funkeji celu skladnika liniowego

b= :bl,...,bm:r - wektor kolumnowy wyrazéw wolnych

A= [ﬂ,. ,- ] - macierz wspoélczynnikéw warunkéw (po lewej stronie warunkow),
bl i

E= |:€." r.] - macierz ujemnie okreslona — wspolczynnikow skiadnika kwadratowego (co
w _mn

gwarantuje wypuklosé skladnika kwadratowego funkcji celu)
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Dla zadan optymalizacji nieliniowej w postaci kanonicznej (warunki ograniczajace
w postaci réwnosei) mozemy w ogdlnym przypadku zastosowaé metode tzw. czynnikéw
nieoznaczonych Lagrange’a.

W metodzie tej zamiast poszukiwaé ekstremum warunkowego postaci:
S(x.....x,) — max(min)

2) [g/(xysemax) — ;=0 dla (j=1,....m);
=20x,20,.x,=20.

poszukujemy ekstremum bezwarunkowego dla tzw. funkeji Lagrange’a utworzonej w oparciu
o wyjsciowa funkeje celu f(X) poprzez wlaczenie do tej funkeji warunkéw ograniczajacych
z odpowiednimi (sztucznie wprowadzonymi) czynnikami nicoznaczonymi (zakladamy, ze
m<n).

Dla zadania programowania nieliniowego w postaci kanonicznej (2) funkeja Lagrange’a ma
postacd:

L(X;ﬁ")=L(x1:"':xn;‘:'1:"':ﬁ"m)=f(x1:"':xn)+zﬁ"j I:Cj_gj(xlr"':xn)]
J=1

Warunek konieczny istnienia ekstremum warunkowego zadania jest nastepujacy:
zerowanie si¢ pochodnych czastkowych funkeji Lagrange’a:

fj =¢;, - g7 (%1.0.x,)=0; dla (j=1,...m);
A,
QR |

oL o &, og’

—=——-> 4

=) =)
ox, ox, ‘o

I

——=0; dla (1=1.2,....n):
ox,
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Warunek dostateczny istnienia ekstremum warunkowego zadania (2)
w postaci kanonicznej jest nastepujacy:

L= f(xl,...,xn)+iﬁj [Cj - gj(Xl,---,Xn)]
j=1

Hesjan
obrzezony

1 1
p 0 0 & &
L2 2
P 0 g £
p 0 0 ' &g g
B 7 m o .
E1 & &1 L, Ly
1 2 m
':':-urz gz gz i L‘Zl LQE
1 2 m
gﬂ gﬂ gn: Lﬂl LHE

- Funkcja Lagrange’a (m<n)

. . og! o°L
dzie: 9'=—-iLy=
gi! 9 ox, P ax,ox,
2 _
o En H,
Dla maksimum funkcji f -
g’” warunkiem dostatecznym jest,
_________ et aby ‘Hmﬂ’ Hm+2 L Hn‘:‘H‘
L, zmienialy znak (dla ‘Hmﬂ znak
L. taki jak (—1)"™")
Dla minimum funkcji f -
I warunkiem dostatecznym jest,

aby mialy one ten sam znak
(i to taki jak dla (-1)") 7



PROGRAMOWANIE
DYNAMICZNE



d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Tworca teorit programowania dynamicznego jest Richard Bellman,
ktory opracowatl jej podstawy teoretyczne.

Wyczerpujacy opis teoretyczny oraz metodologie wykorzystania
programowania dynamicznego do zagadnien podejmowaniu optymalnych
decyzji mozna znalez¢ miedzy innymi w pracy monograficznej:

[1] Bellman R., Dreyfus S. F., Programowanie Dynamiczne, PWE,
Warszawa 1967.

Metodologia programowania dvnamicznego:

Formalnie rzecz biorac, metody programowania dynamicznego polegaja
na zamianie zadania optymalizacyjnego z N zmiennymi decyzyjnymi
(znalezienia ekstremum warunkowego funkcji N — zmiennych) na N zadan
Z jedna zmienna decyzyjna, przy czym zadania te sa powigzane ze sobg
okreslong zaleznos$cia rekurencyjna (na kazdym etapie zadamia skladowego
wyznacza sig ekstremum warunkowe uwzgledniajac rezultat osiggniety na etapie
poprzednim).

Postepujac w ten sposob upraszczamy proces rachunkowy (zamiast
rozwigzywac zadanie zlozone rozwigzujemy zadania prostsze).

Operacja rozbicia zadania optymalizacyjnego na zadania skladowe jest
mozliwa tylko wtedy. gdy funkcja celu zadania jest tzw. funkcja separowalna.
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OKkreslenie:
Funkcja N zmiennych F(x.x,....xy) bedzie funkcja separowalna. jesh
Fxp.xgexy)=f1(x) D f5(x,)D...D fiy(xy).
Operacje: x @ y mnalezy rozumiec jako:
) x®y=x+y,albo
2) x®@ y=x-y,albo
3) x® y:=min{x. y}. albo
4) x @ y =max{x, v}.
Uwaga: Nastepujace funkcje celu:
Fi(xp.x5.%3) =58 (x)) +8g5(x3)x; +4g, (x;)x,
Fy(x.x,.x5;) =In[9g,(x,) + 2g,(x,) + 4g5(x;)] - moga byé funkcjami celu
W programowaniu dynamicznym.

Nie moze by¢ to natomiast funkcja celu postaci:
Fy(xy. %5 X35) = g1 (x)%; + 85 (%) x5 + 25(x3)

10
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Metody programowania dynamicznego sa w  glowne] mierze
wykorzystywane do rozwiazywania zadan optymalizacyjnych dla tzw.
wieloetapowych procesow decyzyjnvch.

Ogolny schemat wieloetapowego procesu decyzyjnego przedstawia
nastepujacy rysunek:

'1-[ .T: 'rﬂ- _'![_'J".
Sy l S, l S5 l 5 Sy l SN
— ] = - - —
Etap 1 Etap2 Etap N

Schemat ten przedstawia dowolny proces (np. realizacje jakiejkolwiek
dzialalnosci). ktorego przebieg mozna podzielic na N - etapow. Na dowolnym
etapie tego procesu mozZemy wyroznic nastepujace elementy:

1) Stan wejsciowy procesu do danego etapu (na schemacie -
5,_4.(I=1L...NN)) — jest to stan jaki osiqgnal proces w wyniku realizacji
etapu poprzedniego.

2) Decyzje podejmowana na danym etapie (na schemacie - x..(i = 1L..... N) ).

3) Stan wyjsciowy procesu z danego etapu (na schemacie - 5,.(i=1.....N)) —

stan ten zalezy od stanu wejsciowego oraz od podjete] decyzji na danym
etapie.

11
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Stan procesu mozna opisywac za pomocg jednego lub kilku parametrow —
zwanych: zmiennymi stanu. W podanym schemacie proces decyzyjny jest
opisywany za pomoca jedne) charakterystyki — jednej zmiennej stanu.

Oznaczmy przez: S, (i=1...N) - zbior mozliwych w i - tym etapie
wartosci zmiennej stanu - s, (zbior mozliwych stanéw). Natomiast przez: D,
(i=1...N) - zbior mozliwych decyzji w i - tym etapie. Oznacza to, ze zmienna
decyzyjna moze przyjmowac wartosci z tego zbioru (x, € D, ).

12
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Formalnie  wieloetapowy  proces decyzyjny mozemy  wyrazic
nastepujacymi zaleznosciami rekurencyjnyimi:

s, =g(s_.x)i=12...N.s eS.x €D,
5, - jest ustalonym stanem poczatkowym procesu

Uwaga:
Zaleznosc1 te przedstawiaja wazna cech¢ wieloetapowych procesow
decyzyjnych. a mianowicie, ze stan procesu s, - osiagniety w i - tym etapie

zalezy od stanu wejsciowego s, - do 1 - tego etapu oraz od decyzji x, - podjete]
na tym etapie.

Problem, ktory nalezy rozwiaza¢ w kazdym wieloetapowym procesie
decyzyjnym polega na okresleniu ciagu decyzji: x,.x,...x,. (x € D). pizy
ktorych ustalona funkcja celu dla calosci procesu przebiegajacego w N - etapach
osiaga wartos¢ optymalng (min lub max).

Ciag decyzji optymalnych wyznaczonych dla kazdego etapu: x.x,....x

nazywa si¢: polityka optymalna wicloetapowego procesu decyzyjnego.

*

N

13
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Schemat ogdlnv programowania dvnamicznego:
Rozpatrzmy model decyzyjny wieloetapowego procesu decyzyjnego.
Oznaczmy:

X =(x,.....x,;) - wektor zmiennych decyzyjnych ustalanych na kazdym etapie:
5, - zadany stan poczatkowy procesu.:

51.85,.... 8y - stany wyjsciowe procesu dla poszczegdlnych etapow:

Z,(sg.x;) - wartos¢ funkcji celu uzyskana w pierwszym etapie przy zadanym
stanie poczatkowym:

Zy(50,%3). Z5(55.X3)0ees Z o1 (S22 Xor_1)- Z 3 (55_1. X)) - odpowiednio wartosci
funkcji celu w kolenych etapach: 2.3,....N.

Oczywiste jest. ze zachodzi: Z(sq.X) =Z,(sq.%7) + ...+ Zy (Sy_1. Xy)

Nalezy ustali¢ optymalna strategie — ciag decyzji X =(x, ....xy ). taka aby
Z(s(,.,}f*)—} max(min), przy ograniczemiach: X c Q. gdzie €2 - obszar
okreslenia zadania wyjsciowego.

14
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W celu rozwiazania tego zadania dokonujemy dekompozycji na N — zadan
(etapow) otrzymujac rodzing zadan:
Niech Q,.Qy_; 5.....0, ,=Q - oznacza rozbicie obszaru dla zadania

wyjsciowego na obszary ograniczajace zmienne decyzyjne dla poszczegolnych

etapow.

Oznaczmy przez:

Fi(sy_y) =max(min) Z, (s, _;.x,) - optymalna wartos¢ funkcji celu uzyskana
x, =0,

na 1 —rozpatrywanym etapie.

Dalej uzyskujemy. ze:
E,(sy_) =max(min)[Z,_, (sy_,.Xy_;)+ F(sy_,)] - optymalna warto$¢ funkcji

X1 €y w

celu w 2 —rozpatrywanym etapie.

Analogicznie dla 3 — rozpatrywanego etapu mamy:
F5(sy-3) = max(min) [Z N2 (Sy_a.Xyo) + Fols N—z)]
x\'—i EQ.\'—?..\'—‘...‘-’

................................................................ 1 dla kolejnych
Wreszcie dla N — tego rozpatrywanego etapu:

Fy(sy) = max(mjn}[z 1 (Sg.3) + Fy_y (54 )]
el , .=

15
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Uwaga:
Z rownania tego wynika, ze optymalna wartos¢ funkcji celu dla N — etapowego
procesu decyzyjnego jest rowna optymalne] wartosci funkcji celu ze wzgledu na

pierwsza decvzje, przy zalozeniu stanu poczatkowego s, - procesu oraz
maksymalnej wartosci funkcji celu dla procesu (N-1) — etapowego.

Powyzszy ciag rownan funkcyjnych wyraza tzw. zasade optymalnosci —
sformulowana przez R. Bellmana.

wINiezaleinie od tego jakie byly decyzje pociqtkowe, kaZda nastepna
decyzja w ciqgu sekwencyjnym jest decyzjq optymalng 7 punktu widzenia stanu
wyniklego 7 decyzji poprzednich. W efekcie kericowym ofrzymamy awsze
strategie optymalng”

16
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Stosujac metodologi¢ programowania dynamicznego oraz ide¢ algorytmu
sekwencyjnego mozna rozwiaza¢ bardzo wiele réznorodnych problemow
decyzyjnych.

Przvtoczvinv tutaj tviko niektore z tvch problemow:

- Problem optymalnego wyboru przedsigwzigc mwestycyjnych.

- Problem wyznaczenia najkrotszej trasy przejazdu pomiedzy dwoma
miejscowosciami w wieloetapowej sieci drogowej (transportowe;j).

- Problem optymalnego wyznaczenia wielkosci odnawianych zasobow
magazynowych w wieloetapowym (np. co kwartal) procesie dostaw
magazynowych itp.

17
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Przyklad 1 - Problem optymalnego rozdzialu inwestycji

Miedzynarodowe przedsigbiorstwo transportowe planuje zainwestowac
10 000 000 $ w rozwdj sieci swoich placowek na nowych potencjalnych
rynkach swiadczenia ustug. Pod uwage bierze 4 strefy (rynki), a mianowicie:
(I) — rosyjski, (IT) — ukrainski, (ITI) — biatoruski, (IV) — polski.

Firma konsultingowa przeprowadzila wstepne badania opracowujac tabele
oraz krzywe potencjalnych zyskow dla poszczegolnych krajow lokalizacji sieci
swoich placowek, przy zainwestowaniu ,,X” - jednostek pienieznych (jednostka
to 1 000 000 $).

18
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Badania firmy konsultingowej przedstawia tabela:

Suma zainwestowana | Przewidywany zysk (w milionach $) przy inwestyeji
(w milionach %) w danej strefie rynku I - IV
I etap II etap III etap IV etap
/i J; J; Ji
0 0 0 0 0
1 0.28 0,23 0.15 0.20
2 0.43 041 0.25 (.33
3 0,63 0,33 0.40 042
4 0.78 0,63 0.50 048
5 0.90 0,73 0.62 (.53
6 1.02 0,80 0.73 0.56
7 1.13 0,83 0.82 (.58
8 1.23 088 0.90 0.60
9 1.32 0.90 0.96 0.60
10 1.38 0.90 1.00 0.60

19
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Krzywe potencjalnego zysku prezentujg ponizsze wykresy:

Zysk (potendainy) [wmionach 3]

.n_'.g'

o~
; [
7 "'D' _ i p— - - - - S —
*
773
-lw Fynek
= Fynek (|
= &a Bynek |
2 4 B 8 10 12 = RyneklV

MWakiady [w mTonach 3]

20
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Zadanie decvzvine jest nastepujace: Jak rozlozy¢ kwote inwestycyjna
nie przekraczajaca 10 jednostek. aby sumaryczny zysk (potencjalnie) byl jak
najwigkszy ?

Jest to zagadnienie kombinatoryczne, ale majace bardzo duzo kombinacji,
dlatego zastosuyjemy algorytm sekwencyjny R. Bellmana.

Przyvjmiemy nastepujace oznaczenia:

fi(x,) - funkcja zysku z rynku I, przy inwestycji kwoty x,.
f,(x,) - funkcja zysku z rynku I, przy inwestycj1 kwoty x,,
f.(x,) - funkcja zysku z rynku III, przy inwestycji kwoty x,.,
f.(x,) - funkcja zysku z rynku IV, przy inwestycji kwoty x,,
x, €{0.1,....10},i =1.2.3.4.

Ponadto oznaczymy dla potrzeb algoryvtmu sekwencyjnego:

F.,(A4) - maksymalny zysk przy optymalnym podziale srodkow inwestycyjnych
wstrefie [1 11, tzn. x, +x, =4, A={01,....10}

F,..(4) - maksymalny zysk przy optymalnym podziale srodkow inwestycyjnych
wstrefie L IT1 L. tzn. x, +x, +x, =4, 4= {0.1....10}

F..,(A) - zysk przy optymalnym podziale kwoty inwestycyjne] wielkosci A
w czterech strefach: I-IV, tzn. x, +x, +x, +x, =4, A={0.1....10}.

21
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Stosujac opisany wczesniej ogdlnie algorytm sekwencyjny R. Bellmana
mozemy uzyskac optymalne decyzje podzialu srodkow inwestycyjnych.
Dla przykladu pokazemy jak optymalnie zainwestowac kwote A=2 000000 $
(2 jednostki) w rozpatrywane 4 rvnki:

Na prerwszym etapie bierzemy pod uwage tylko rynek rosyjski — w jeden rynek
optymalnie inwestujemy zgodnie z wartosciami funkcji celu: Fi(x)= f(x) -

podanymi w tabeli. Badania firmy konsultingowej przedstawia tabela;
W dI'llEiII] Etﬂpi e dola czamy dl'llgi rvnek — ukrainski: Sl?l.‘ﬂ:? .zamwestm\'ana P-rmn[ll}"wan_\' I}:Sk (w mlll:}llﬂl:h §) przy inwestycji
= - - (w milionach $) w danej strefie rynku I -1V
(%) F,(4) = _max ,;{fl (x,)+ f,(4 —.1:1)} Tewp | Hewp | Mep | IVemp
Yrad LA s ]k
0 0 0 i 0
1 028 0123 013 0.20
F,(2)=max{f5(0)+ f;2-0). LD+ f,2-1), L(2)+ /1(2-2)} = ) 043 041 025 03
= max {0 +0.45,0.25+0.28:0.41+ 0} = 0.53 j R
3 090 0,73 062 0.:53
. 6 1.02 0,20 0.73 0.56
Strategia optymalna: {Ll} 7 i3 0% 05 058
8 1.3 0,28 0,90 0.60
) . ) 9 132 0,90 0.96 0.60
Ponadto otrzvinujemy: m 3 090 00 060
Fy(0) =max{7,(0) + £,(0)} =0

F,()=max{f;(0)+ f;(1-0), (D) + fi(1-1)} =max {0.28;0.25} = 0.28 29
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W 3 - etapie wyznaczymy optymalna wartos¢ funkcji celu biorac pod uwage

trzy rynki: rosyjski. ukraifiski, bialoruski:

(**) Fp5(4) = ) JJ}%X A{fs (x;)+ F,(4 _xa)}
t1 + r: + 1,=A

F5;(2) =max {f;(0) + F,(2-0). ;()+ F,(2-1): f;(2) + F,(2-2)} =
=max{0+0.53:0.15+0.28,0.25+0} =0.53

Strategia optymalna: (1.1.0)
Ponadto otrzvinujemy:

F,;(0) =max {f;,(0) + F,(0)} =0
F5;(1) =max{f;(0) + £, (1-0): f3(D) + F,(1-1)} = max{0.28.0.15; = 0.28

Badania firmy konsultingowej przedstawia tabela:

Suma zainwestowana | Przewidywany zysk (w milionach $) przy inwestycji
(w milionach $) w dane] strefie rynku I-IV
Letap [l etap [ etap IV etap
f I f fi
0 0 0 0 0
1 028 023 015 020
2 045 041 023 033
] 0,65 0,33 040 042
4 078 0,63 0,30 048
J 090 0,73 0,62 0,33
6 102 030 0.73 0,36
1 113 083 082 0,38
8 1.3 0,38 090 0,60
9 132 090 096 0,60
10 138 090 1,00 0,60




d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Wieszcie w 4 efapie wyznaczymy wartos¢ optymalna funkeji celu biorac pod

i wzvetki 7 '.
W ﬂg@ W SZ" Stklﬁ CZJ[EW I':‘{I].kl Badania firmy konsultingowej przedstawia tabela:
Suma zainwestowana | Przewidywany zysk (w milionach $) przy inwestycji
(**$) F . (A) = 1max {f (T ) + Fq. (A_— X )1 (w milionach §) w dlanej strefie rynku I -1V
1234 404 123 4/) -
X, =0.12..4 Tetap M etap 1T etap IV etap
AR A S AR f; /i f; fi
0 0 0 0 0
1 0,28 0,23 0,13 0,20
_ , _ 2 045 041 023 033
Fy(2) =max{f,(0)+ Fy(2-0). £, () + F32-1): £4(2) + B (2-2)} = 3 065 | 05 | o | o0&
4 0,78 0,63 0,50 048
=max{0+0.53:0.20+0.28,0.33+ 0} =0.53 . T R R T
6 1,02 0,80 0,73 0,56
7 1.13 0,85 082 0,58
' 8 123 0,88 0,90 0,60
Strategia optymalna: (1,1.0,0} 5 T 00 0% | 0w
10 138 0,90 1,00 0.60

Otrzymany wynik jest wynikiem koncowym, gdy inwestor decyduje sie
na wydanie 2 - jednostek piemeznych - optymalny rozdzial mwestycji:
przeznaczy¢ po jednostee na rynki 111
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d PODSTAWY PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO

Dalej mnalezy przeprowadzi¢ analogiczne rozwazania rachunkowe dla
A=3.4...10. Ostateczne wyniki podaje tabela ponizej:
Nakt. Zysk pot. F_(A) | Stat. | B (4)| Swat | g (A) Strat. AF.. =
Inwest. ze strefy . Opt. - Opt. 14 Opt. 1234
(A) f .f .f f = Fly3s(A) — Flps (4 -1)
1 2 3 4
(Przyrosty Zysku)

0 oo 0o O J{o0y| 2 {000} v (0,0.0.0)

I [028[025]015[020] 028 [/1 o0V 928 |(100)| 928 |{i0o0.0) 0.28
i e VT

2 [oasfo4rfo2s(e33] 035 |y | 053 | 110y | 953 | (1100) 0.25

3 ]065(0550040(042] 070 | (21} | 070 [(210)| 073 | (1101) 0.20
(3,,0,0}

4 |o78|065(050(048| 090 |31y | 090 | /310y | o090 |V - 0.17
v R (2.1.01)

5 |osofo7sfo62{0s3] 106 |32y | 106 [/320y] L0 | (3101) 0.20
L VTR ATy

& 1.0210.8010.73 |10.56 1.20 {3_:{'} 1.21 {'3:1} 1.26 {32{:'1.:- 0.16

7 1.13|0.85|0,82 [0.58 1.33 {4 3'} 1.35 {331% 1.41 {37211Y 0,15
\ Ty Vot

8 [123]osslo90f0o60| 144 [s3y [ 148 [ (437 | 155 | (3311 0.14
VR WorT Y VT
{5.3.1} (4311

9 |132{090(096|0.60| 1.57 |/g3\| 160 |\ | 168 : / 0.13
T (33.3) (3.3.1.2)
l'- J L1 i

10 |138|090|1.00060| 1.68 | (73| L73 | (433)| L8 |(4312) 0.13
L , T yoEmEry
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Whiosek:

Dodatkowy zysk: AF,54 = Fiy34(A) — Fi534(A —1) przy zainwestowaniu na tych
czterech rynkach dodatkowej jednostki (1 000000 $) maleje wraz ze wzrostem
nasycenia rynkow w srodki inwestycyjne - A (jest to zjawisko naturalne 1 prawo
ekonomiczne rynku).

Sens praktyczny tego wniosku ilustruje nastepujacy wykres:
0,34

0,30 |

0,25 |

022 | “

018 t

014 ¢
mom Dodatkowy Zysk

0,10 ; ; i H ! = Trend Zysku
0 2 4 6 8 10 12 wzgl. Nakladdw

Fia) - Fia-1) - Dod. zysk przy zainwest, dod. jedn. inwest.

Masycenie Srodkami Imwestycyjnymi
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d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
wprowadzenie w tematyke zagadnien

Istnieje bardzo wiele sytuacji decyzyjnych, ktérych nie mozemy opisac
uzywajac tylko wylacznie zmiennych ciaglych.
Wynika to z niecigglosci  pewnych rozwazanych  procesow
ekonomicznych:
e pracownika mozna przydzielic tylko do jednego z kilku dostgpnych
stanowisk pracy:
e projekt inwestycyjny bedzie przyjmowany do realizacji lub nie:
o zaklad produkcyjny bedzie lokalizowany w jednym z mozliwych punktow
lokalizacji lub tez nie;

We wszystkich przytoczonych sytuacjach decyzyjnych wymagamy. aby
wszystkie (lub choc¢ jedna zmienna decyzyjna). sposrod tych ktore mamy
wyznaczy¢ przyjmowaly wartosci tzw. dyskrefne (np. ze zbioru liczb
catkowitych: x € Z . lub ze zbioru liczb binarnych: x € {0.1} ).

Zagadnienia decyzyjne. w ktorych przynajmniej jedna zmienna decyzyjna
przyjmuje wartosci dyskretne nazywamy — dyskreftnym zagadnieniem
decyzyjnym. a ich matematyczne modele — dyskreftnym zadaniem decyzyjnym
(DZD).
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d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej

wprowadzenie w tematyke zagadnien

Interesowac nas beda obecnie tylko takie dyskretne problemy decyzyjne,

w ktorych zarowno funkcja celu jak 1 warunki ograniczajace sa postaci liniowe]
— zadania programowania dyskretnego - liniowego (PDL). Wsrod tego typu
zadan wyroznia sig trzy podstawowe grupy:

zadania programowania calkowitoliczbowego - liniowego (PCL)
zadania programowania binarnego — liniowego (PBL)
zadania programowania mieszanego — liniowego (PML)
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d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
wprowadzenie w tematyke zagadnien

Zbior rozwiazan dopuszczalnych D7 zadania programowania
dyskretnego — liniowego jest zawsze zbiorem niespojnym (np. dla zadania
programowania calkowitoliczbowego z dwoma zmiennymi - bedzie to zbior
punktow o wspolrzednych calkowitych znajdujacych sie w pewnym wieloboku).
Nieciaglos¢ zmiennych decyzyjnych powoduje, ze zadanmia tego typu sa
trudniejsze do rozwiazania, niz zwykle zadania programowania liniowego.

F
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d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktad dyskretnego problemu decyzyjnego

= Zagadnienie optymalnego przydzialu

Istnieje mozliwos¢ obsadzenia ,.n” — stanowisk roboczych (1 = 1.2....n) przez
L7 — o0sob (pracownikow) (3 = 1.2....n). Znane sa efekty pracy j — tego
robotntka na 1 — tym stanowisku pracy (macierz efektow pracy -
H: = [“}__;]r,;‘=1_2.....n )-

Efekty te moga by¢ oceniane pozytywnie (wydajnosc pracy. wartos¢ produkcji
w przeliczeniu na jednostke czasu) lub negatywnie (liczba brakéw. czas
wykonania pracy. koszty zwiazane z praca).

Nalezy dokonac takiego przydzialu pracownikow do poszczegolnych stanowisk
pracy, tak aby zminimalizowa¢ negatywne lub zmaksymalizowac pozytywne
efekty pracy dla calego zespolu (zakladu pracy).

Zaklada sie ponadto, ze kazde stanowisko pracy moze by¢ obsadzone tylko
przez jednego pracownika. a tym samym kazdy pracownik moze pracowac tylko
na jednym stanowisku.

Oznaczenia:
_ _— 1A . . )
Oznaczmy przez 41,-__; = [.TI._J.]I___J. =1.2.....n - maclerz zmiennych decyzyjnych.

ktora jest postaci:
{1. gdy j- ty pracownik jest przydzielony do 1 - tego stanowiska

X, ,
" 0, w przeciwnym wypadku




d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktad dyskretnego problemu decyzyjnego

Model matematyczny:
Problem ten mozna przedstawi¢ za pomocg nastepujacego liniowego zadania
programowania binarnego (PBL):

(funkcja celu)

" n
f(x, ;)= > w, ;X ; - max(min)

i=1 j=1

(warunki ograniczajace)
M
X, =L i=12...n
J=1

(kazde stanowisko jest obsadzone tylko przez 1 pracownika)

Y, =L j=12..n
i=1

(kazdy pracownik jest przydzielony tylko do 1 stanowiska)

L
X, = {0 1. ]=1.2...1.
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d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktad dyskretnego problemu decyzyjnego

Kazde rozwiazanie bazowe dopuszczalne (tym samym optymalne) to macierze
postaci (dla n=5):

o —

O1 0 0O
0O 0 0 0 1
X=(0 0 01 O
1 0 0 0O
O 01 0O

(w kazdym wierszu oraz w l{azd:sj kolumnie jest _tylkn jedna jedynka).

Zadanie optymalnego przydzialu. mimo ze jest klasycznym problemem
programowania dyskretnego, to moze byC¢ rozwigzane metodami
programowania liniowego — algorytmem simpleks (co jest bardzo
pracochlonne). Istnieje jednak  stosunkowo prosty 1 skuteczny algorytm
postepowania — algorytm wegierski (oparty na twierdzenin wegierskiego
matematyka - Denesa Koniga), ktory mozna zastosowa¢ do rozwigzywania
zadan optymalnego przydziahu.
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O Liniowe Modele

Optymalizacji

Dyskretnej

przyktad dyskretnego problemu decyzyjnego

Przyklad: W pewnym magazynie pracuje 3 pracownikow magazynowych: P1,
P2, P3, ktérzy moga wykonywac 4 rodzaje zadan: Z1, Z2, 73, 74, z 16zna
Wydajnosmq W tabeli ponizej podana jest wydajnosc pramwmkcnw przy
wykonywaniu poszczegolnych zadan:

Wydajnos¢ pracownikow (szt./godz.)
Pracownicy przy wykonywaniu zadan magazynowych
Z1 Z2 Z3 Z4
P1 15 4 5 2
P2 3 6 3 10
P3 12 4 6 3

W =

15 4 5 27
3 6 3 10
12 4 6 3

0 00 0]

Zakladajac specjalizacje w ciagu dnia pracownikow przy wykonywaniu tylko
jednego zadania, przydzieli¢ zadania poszczegélnym pracownikom, tak aby
zmaksymalizowac¢ taczna wydajnosc¢ ich pracy.

Poniewaz w problemie optymalnego przydziatu zaklada sie, ze liczba stanowisk
pracy jest taka sama jak liczba pracownikéw, to w naszym przykladzie musimy
wprowadzi¢ czwartego fikcyjnego pracownika. Oczywiscie wydajnosc jego
pracy dla poszczegolnych zadan bedzie rowna 0.
Macierz wydajnosci pracy (wspolczynnikow funkeji celu) jest wiec postaci:
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Modele

Optymalizacji

Dyskretne]

przyktad dyskretnego problemu decyzyjnego

Matematyvczny model zadania:

- _ 1

e

Rozwiazemy zadanie korzystajac z wersji algorytmu wegierskiego. ktora
zaklada. ze funkcja celu jest postaci - muimimum. Dlatego w rozwiazaniu
bedziemy minimalizowac¢ funkcje przeciwna do funkcj celu:
ktore) macierz wspolczynnikéw jest postaci:
[—15

xl,l + x2__2

.7(,'1__1 + .rl_z LE .1','1__3 + .Tl_t

TXy 5 T Xy,

Nyq FXgp +Ngs + X,
Kgq T Xg o T X3+ Xy,
Xyy +Xoy + X3 + Xy,

Xpa+ X, + X35+ X,
X3 + X3 3 +.T3__3 + X3

XKiq T Xy g T X34+ Xy

—3
W =

0

[l
e e ek ke

—12

—4

-6

—4
0

—F(x, ). dla
-5 -2
-3 —10
—6 -3
ﬂ —
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A Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretne] -
przyktad dyskretnego problemu decyzyjnego

Krok 1: Przeksztalcenie macierzy: W — tak, aby w kazdym wierszu 1 kazdej
kolumnie znalazlo si¢ co najmniej jedno zero:

~15| -4 -5 -2 element 0 11 10| 13] -2-(-1%) =13
3 -6 -3 [=10 +~— nhajmniejszy 7 4 7 0|
W = | W = _
-12] -4 -6 -3 | 0 8 6 9|
o 0 0 0| 0 0 0 0]

Krok 2: Skreslenie w przeksztalcone] macierzy wspolczynnikow funkcji celu
wierszy oraz kolumn zawierajacych zero mozliwie najmniejszg liczba linii;
0 11 10 13]

—

—

trzy linie — zatem przechodzimy do kroku 4

a

W =

—

D
7
D
D

o o ke

6
0

T o D

Jezell najmniejsza liczba linii konieczna do pokrycia wszystkich zer jest rowna
wymiarowi macierzy (czyli - n), to rozwigzanie, ktore otrzymamy na podstawie
tak przeksztalconej macierzy wspolczynnikow bedzie optymalne —
przechodzimy do kroku 3. Jezeli jest ona mniejsza niz wymiar macierzy — W,
to przechodzimy do kroku 4.
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d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktad dyskretnego problemu decyzyjnego

Krok 3: Ustali¢ tak rozwiazanie optymalne. aby w macierzy [11] jedynki

znalazly si¢ tylko na tych miejscach. gdzie sa zera w przeksztalcone) macierzy —
W (musimy dbaé takze. aby w kazdym wierszu 1 kazdej) kolumnie byla tylko
jedna jedvnka).

Krok 4: Gdy liczba linii pokrywajacych zera jest mmniejsza od wymiaru
macierzy wspolczynnikéw., to w  biezace) (przeksztalconej) macierzy
wspolczynnikéw nalezy znalez¢ element najmnie)szy oraz:

= odjac go od elementéw nieSkreslonych;

= doda¢ go do elementow podwojnie skreslonvch:

= elementy skreslone jedna linia (raz) pozostawiamy bez zmian:

P 11 10 13 0] 5 4 7
7 = ; 7 & element 13 4 7 0| e elementy
W= ini p djet
0 8|6 |9 minimalny 0 Eg 0 3 odjete
46060 6 o o o
Powrot do kroku 2 1 powtdrzenie/procedury. az do uzyskania rozwiazania
optymalnego. elementy, (1 0 0 O]
D15 4 7 dodane F(x )=15+
L 0 0 01 (%)
- 13 4 TLO0]J X = _31 t]
b 2 g]-l % | cztery linie O 01 0o — [SZ 190}
- =14 4 Zatem rozwigzanie optymalne
L =l wr i r (krok 3) _O 1 O O_

10+ 6 =
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A Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretne] -
przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

Przyktady — problemow
optymalizacji dyskretne]
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d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

Zagadnienie rozwozki:

Czesto mamy do czynienia z sytuacja, gdy pewien jednorodny produkt musi
zosta¢ przewieziony od producenta do wielu jego odbiorcéw. Dla przykiadu z
cukrowni rozwozi sie wyprodukowany cukier, z mleczarni np. masto i mleko, z
browaru piwo itd.

Niekiedy mamy sytuacje odwrotna, zwlaszcza w przemysle spozywezym
zakupiony surowiec od wielu jego producentdéw (np. mleko) nalezy przewiezé
do zakladu (np. zakladow mleczarskich) w ktérym odbywa sie dalsza jego
przerdbka.

Tego typu zagadnienia nazywaja si¢ ogoOlnie zagadnieniami rozwozkowo-
przywozowymi. Dla uproszczenia w dalszym ciggu bedziemy rozwazac tylko
zagadnienie rozwozki.




d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

Zakladamy, ze dane sa:

- baza bedaca miejscem produkcji jednorodnego towaru oraz postoju parku
transportowego;

- dana jest liczba pojazdow o jednakowej tadownosci;
- znamy popyt kazdego odbiorcy:

- oraz macierz odleglosci (lub kosztu przewozu, czasu przewozu) pomiedzy
wszystkimi punktami odbioru;

- popyt kazdego odbiorcy jest mniejszy od tadownosci pojazdéw, a laczne
zapotrzebowanie wszystkich punktéw odbioru jest mniejsze od ladownosci
calego parku transportowego;

- towar jest dostarczany do odbiorcy w okresie planowanym (w dniu, tygodniu)
przez jeden pojazd.

Nalezy ustali¢ taki zbiér marszrut (tras¢ dostaw towaru) aby:
1. popyt kazdego odbiorcy byl zrealizowany przez jeden pojazd.
2. tadownos¢ kazdego pojazdu nie byla przekroczona

3. dlugos¢ wszystkich marszrut byla minimalna
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d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

Wprowadzamy oznaczenia:

n - liczba odbiorcéw towaru (punktéw odbioru)

P - zbior indeksow wszystkich punktow odbioru P={1,2,....n}

P - zbi6r indekséw wszystkich punktéw odbioru i dostawy P = {0.1,2,....n}
m - liczba pojazdow

V' - zbior wszystkich polaczen pomigedzy punktami (mozliwych marszrut)
V={{i,jy:i.je Prni= j}

w - jednakowa tadownosé wszystkich pojazdow

b, - popyt j-tego odbiorcy

¢, - odleglos¢ od punktu 7 do punktu ; (dlugos¢ trasy {z’,j})

Zgodnie z przyjetymi zalozeniami dane te muszg spelniaé¢ warunki:

M
ij <m-woraz b <w,jeP
o

j=1

Dla kazdego pojazdu wyznaczamy jedng marszrute (1gcznie bedzie ich m).
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d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

Przyjmiemy nastepujace zmienne decyzyjne:

x, - ilos¢ towaru (dobra) przewozona na trasie (i, j }

1. gdy pojazd pokonuje trase {i.j)
v, =
“7 10, w przypadku przeciwnym

Zadanie decyzyjne (PML) bedzie mialo postaé: Znalez¢ takie wartosci
zmiennych x oraz y_, aby:

Funkcja celu: X; ser C;; - Vi — min
przy warunkach ograniczajacych:

(1) Yv,=1Lda(jeP)

(2) v, =Lda(jeP)
=P

warunki (1) i (2) oznaczajg, Zze dla kazdego odbiorcy wjezdza i z kazdego
wyjezdza jeden pojazd




d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej

przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

(3) Zym = m

el
(4) zym —m
ieP

warunki (3) i (4) wymuszaja, aby z bazy wyjechalo i do niej wrécilo dokladnie
m - pojazdow

(5) Zx{,-' _Zxﬂ :b;: (.fE P)
ieP ieP
warunek (5) oznacza, ze w kazdym punkcie zostawiamy tyle ile wynosi jego

popyt

©6) S x,=3b,

JeP JjeP

warunek (6) pozwala wywiezé z bazy tyle towaru ile wynosi taczny popyt
odbiorcow
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d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

(7) x, =w-y,, (<z’,j> - V)

warunek (7) zapewnia, ze na kazdej trasie przewieziemy towaru nie wigcej niz
wynosi ladownosé pojazdu. Jesli danej trasy pojazd nie pokonuje, to przewodz
towaru na tej trasie jest zerowy.

(8) x, 20, ({i,/}eV)

©9) y,e{0.1}, ((i.j)eV)

Zadanie rozwoézki jest zadaniem o duzych wymiarach.
liczba zmiennych, to: L(z) =2n(n+1)

liczba warunkow: L(w)=3n+n(n+1)+3

Dla n=30 odbiorcéw mamy 8450 zmiennych i 483 warunki.




d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

Zagadnienie komiwojazera - klasyvczny problem optvmalizacji dyskretnej

Komiwojazer (dawny sprzedawca objezdzajacy domy i1 oferujacy produkty)
wyrusza zZ pewnego miasta (z bazy), ma odwiedzi¢ kilka miejscowosci i wrocic¢
do punktu startu. kazde z miast moze by¢ odwiedzone tylko raz i w dowolnej
kolejnosci.

Dany jest zbior miast (i=1,2.....n) oraz nieujemna, kwadratowa macierz
odleglosci (kosztu lub czasu przejazdu) C:[c{.’,.]le,...,ngj:1,...,n. Nalezy
znalez¢ taka droge zamknieta, przechodzaca przez wszystkie miejscowosci,

ktora jest minimalna.

Droga zamknigta jest zwana dalej marszruta i sktada si¢ z n odcinkéw, ktore

bedziemy nazywac trasami. Poniewaz marszruta nie moze zawiera¢ trasy <sz'),
wiec przyjmujemy, ze c¢,=co dla i=1,2,..n. Laczna liczba marszrut w
problemie komiwojazera jest réwna (n7—1)!. Dla n=10 mamy 9!=362800

roznych rozwigzan. Przeglad zupelny zbioru rozwigzan w celu znalezienia
optymalnego jest efektywny tylko dla matych n(n <8).




d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

Oznacimy przez:

V={{i.jy:i# j:i,j=1,2,..,n}- niech bedzie zbiorem wszystkich mozliwych
fras

Zmienne decyzyjne:

- zmienna binarna

. T

ij

_ |1, gdy marszruta zawiera trasg (z',j>
o, w przypadku przeciwnym

z, - zmienna calkowita, ktoéra kazdemu miastu j-temu przyporzadkowuje ceche

- kolejnos¢ odwiedzenia tego miasta (przy zatozeni ze dla punktu startu - bazy
z, =0)

Jezeli n=5 miast oraz j;=1 (miasto o numerze 1-baza), to przykladowa
marszruta moze by¢ postaci: (1,4,5,3,2.1), a zmienne kolejnosci odwiedzen:
z;=0,z,=1z.=2z,=3,z, =4 (oczywiscie miasto startu posiadajace ceche

z, =0 nie moze mie¢ drugiej cechy réwnej 5)




d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

Problem komiwojazera sprowadza si¢ do nastepujacego zadania decyzyjnego

(PML):
Wyznaczy¢ takie wartosci zmiennych: x, oraz z,, aby:
funkcja celu: Z ¢, X, —> min

{i.jhel

przy warunkach ograniczajacych:

(1) ng,. =1 dla(j=12,...n)
i1

2) D x,=Ldla(i=12,...n)
=1

warunki (1) i1 (2) oznaczajg, ze komiwojazer przez kazdy punkt przejezdza tylko
jeden raz
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d Liniowe Modele Optymalizacji Dyskretnej
przyktady dyskretnych problemow decyzyjnych

(3) z, —z,+nx;<n-l, dla (i=12,...m j=23,...1m i % J)

niestety (1) i (2) nie gwarantuja, ze z wybranych » tras tworzymy tylko jedna
marszrute zamknietag. Warunek (3) wyklucza mozliwos¢ powstawania tzw.

podcykli w tworzonej marszrucie.

z,20,z,eC, (j=12,....n)

X; E{O,l}, ({f,j)e T/)

Zadanie komiwojazera jest zadaniem o duzych rozmiarach.
Liczba zmiennych to: L(z)=n+n(n—-1)=n
Liczba warunkow to: L(w)=2n+n(n-1)—-n-1)=2n+(n-1)>

Dla n=10 mamy 100 zmiennych oraz 101 warunkow.
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0 PROGRAMOWANIE SIECIOWE -
komiwojazera (przyblizony algorytm rozwigzania)

zadanie

Algorytm wlaczania dla zagadnienia komiwojazera:

Oznaczmy N — zbior wszystkich miast, zas przez V — zbior miast wlaczonych do
marszruty.

Formalnie algorytm ten mozna opisa¢ w kilku krokach:

1.

Podstawic V = ;

2. Wybra¢ dowolne miasto startowe (baze. =z Kktorej wyrusza

3.

zaopatrzeniowiec): i, e N:N =N —{i, }:V = {i,};

Wybra¢ zgodnie z pewnym kryterium drugie miasto i, € NV tworzac
marszrute: (i,.i,.i, )N =N —{i,}:V =V +{i,}:

Dla kolejnych miast o numerach k =3 ,.... n — 1 przeprowadzic¢ operacje:

- wybra¢ miasto i, € N korzystajac z pewnego kryterium 1 wlaczy¢ je do
V.czyli: V=V + {i, } - (Jest to krok selekcyjny algorytmu),

- dolaczy¢ miasto 7, do marszruty (i,.i,.....7,_.7; ) Wstawiajac je pomiedzy
takie miasta, aby dlugos¢ powstale] marszruty byla najwieksza (jest to
krok wstawiania w algorytmie),

Dolaczy¢ do marsziuty ostatnie n - te miasto stosujac to  samo
postepowanie co dla wezesniejszych miast w kroku 4. Po wykonaniu tych
5 — krokow otrzymuje sie marszrute pelna (V — sklada sie z n — mmast, zas
N= .
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0 PROGRAMOWANIE SIECIOWE - zadanie
komiwojazera (przyblizony algorytm rozwigzania)

Przyklad praktyczny:
Rozwazmy zadanie komiwojazera z n = 5 mnuastami. Macierz — C
(asymetryczna) okresla odleglosci migdzy tymi miastami:

w 2 4 7 3
2 w4 5 7
C=[8 4 = 7 3
5.9 2 o 7
4 8 1 4 o

= Wybieramy jako miasto poczatkowe muiasto o numerze 5.
V={5}:N=N-{5}={1.23.4}.

= W celu wyboru drugiego muasta w marszrucie 1 kazdego kolemnego
poshuzymy sie w kryterium selekcji strategia. ktora nakazuje wybor nuasta
polozonego najdalej od aktualnej marszruty niepelne;j.
Liczne eksperymenty numeryczne potwierdzaja duza efektywnosc tej
strategii.
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0 PROGRAMOWANIE SIECIOWE - zadanie
komiwojazera (przyblizony algorytm rozwigzania)

Odleglos¢ miasta o numerze - j od niepelne) marszruty definiowana jest jako
minimalna odleglos¢ miedzy j - tym miastem a wszystkimi miastami
nalezacymi do tej marszruty.

Okresla to wektor odleglosci:

d=(d.d,,..d,), gdzie: d, =min{c, ;}: i€eV.jeN:

Dla j eV (czyli miast nalezacych do marszruty) na j — tej pozycji wektora

d umieszczany jest znak (minus).

Dla zadania d =(4.8. 1.4, —) - najdalej oddalonym miastem od marszruty jest
miasto 2, ktore dolaczamy do marszruty.

Tworzymy marszrutg postaci: (5,2.5). ktorey dlugos¢ wynost:
F=cs,+c,5=8+7=15

w 2 4 7 3
2 o 4 5 7
C=|8 4 = 7 3
5 9 2 = 7
4 8 1 4 |]= 51




0 PROGRAMOWANIE SIECIOWE - zadanie
komiwojazera (przyblizony algorytm rozwigzania)

* Dla kolejnych wybieranych miast (krok 4 algorytmu) mamy:

a) V={32};N=N-{2} ={1.3.4}

Wektor d = (min{f.l1 1054 =2.—.min{c, ;.55 p =1 min{c, ,.c5, 5 =4, -).
Jako kolejne miasto do marszruty wlaczamy zatem miasto 4.
V=1{524}N=N-{4}={1.3}. Mozemy go wstawi¢ pomigdzy miasta (5.2)

lub pomiedzy miasta (2.5).

Jezeli wlaczymy miedzy muasta (5.2) utworzymy marszrute: (5.4,2.5), a tzw.

koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta wynosi:

, : : w 2 4 7
Jezeli wlaczymy muedzy muasta (2.5) utworzymy marszrute: (5,2.4.5), a tzw. 5 4 s
. . : . o0 5

koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta wynosi: ~
Cry+Cs—Cs=5+7-T=5; C=[8 4 = 7
Wlaczamy zawsze migedzy takie wierzcholki, dla ktérych koszt wlaczenia jest 509 2 =
najmniejszy. W naszym przypadku koszty sa rowne, zatem wlaczamy nowe 4 8 1 4

nuasto w miejsce jak najblizsze poczatkowr marszruty. Marszruta jest wiec
postact: (5.4.2.,5). Oznacza to. ze dlugos¢ aktualne) marszruty wyniesie
F=F+3=15+5=20.

-] e -]

S
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d PROGRAMOWANIE SIECIOWE

komiwojazera (przyblizony algorytm rozwigzania)

b) V' ={5.2.4}:N ={L3}

Wektor d =(min{e,,:¢,:¢5,} =2.— min{c,5:¢, 53655} =1, -).

Jako kolejne miasto do marszruty wlaczamy zatem miasto 1.
V={5241}:N=N—{1} ={3}. Mozemy go wstawi¢ pomi¢dzy miasta (5.4)
(4.2) lub (2.5).

Jezeli wlaczymy miedzy miasta (5.4) utworzymy marszrute: (5.1.4.2.5).
a koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta wynosi:

Jezeli wlaczymy miedzy miasta (4.2) utworzymy marszrute: (5.4.1.2.5).
a koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta wynosi:

Jezeli wlaczymy miedzy muasta (2.5) utworzymy marszrute: (5.4.2.1.5),
a koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta wynosi:

W naszym przypadku koszty wlaczemia sa najmmiejsze w  dwoch
przypadkach, wlaczamy muasto 1 pomiedzy miasta (2.5) — blize; punktu 5
(poczatek marszruty). Marszruta jest zatem postaci: (5.4.2.1.5). Oznacza to,
ze dlugos¢ aktualne) marszruty wyniesie F =F —2=20-2=18.

zadanie

B th 0O 12

8

® O & 0§ M
=8 B

-1 Lh -

~ 8

] a =]

3
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0 PROGRAMOWANIE SIECIOWE - zadanie
komiwojazera (przyblizony algorytm rozwigzania)

= Dla ostatniego miasta w marszrucie (krok § algorytmu) &
V=1{5.2.4.1}:N = {3}
Wektor d =(—. — min{c,;:¢,5:¢,5:¢55} =1 — -

Do marszmuty mozemy wlaczy¢ tylko miasto 3.
V={52.413}:N=N-{3} =. Mozemy go wstawi¢ pomiedzy miasta (5.4)
(4.2). (2,1) lub (1.5).

Dokonujemy poréwnan kosztow wstawien: w2t i .
- marszruta: (5.3.4.2.1.5) - koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta wynosti: 2 %4 5 7
£5,3+C3__¢_C5,4:1+7_4:42 C=|8 4 = 7

- marszruta: (5.4.3.2.1.5) - koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta 59 2 »o 7
WYNOSL: €43 +C3, —Cy, =2+4-9=-3; 4 8 1 4

- marszruta: (5.4.2.3.1.5) - koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta wynost:

Cyz+C3y—Cy =4+8-2=10;

- marszruta: (5.4.2.1.3.5) - koszt zwiazany z dolaczeniem tego miasta

WYNOSL: €3 +C35—C 5 =4+3-3=4.

W naszym przypadku koszty wlaczenia sa najmmniejsze. gdy wlaczymy

miasto 3 pomuedzy mnuasta (4.2). Pelna marszruta jest zatem postaci:

(5.4.3.2.1.5). Oznacza to. ze dlugos¢ te) pelne; marszmuty wynost:

F=F-3=18-3=15. >




0 PROGRAMOWANIE SIECIOWE - zadanie
komiwojazera (przyblizony algorytm rozwigzania)

Uwagi:

= wyblerajac jako miasto poczatkowe inne miasto mozemy otrzymac inne
rozwiazanie. Zaleca si¢ w tym przypadku wyznaczy¢ algorytmem
przyblizonym rozwiazania dla kazdego wierzcholka jako poczatkowego i
wybrac sposrod nich najlepsze;

= ody w danej iteracji w wektorze — d pojawi si¢ wigce] niz jeden element
maksymalny (mozna dolaczy¢ wigcej niz jedno miasto), to dolaczamy muiasto
0 MINIEJSZYM MUNerze;
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